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Prefacio 


Uma  grande  descoberta  envolve  a solucao  de  um  grande  problema. 
mas  ha  uma  semente  de  descoberta  na  solucao  de  qualquer 
problema.  Seu  problema  pode  ser  modesto;  porem,  se  ele  desafiar 
sua  curiosidade  e fizer  funcionar  sua  capacidade  inventiva,  e caso 
voce  o resol  va  sozinho.  entao  podera  experimentar  a tensao  e o 
prazer  do  triunfo  da  descoberta. 

George  Polya 


A arte  de  ensinar,  segundo  Mark  van  Doren.e  a de  tomar  parte  ern  descobertas. Tentei  escre- 
ver  um  livro  que  tome  parte  na  descoberta  do  calculo  pelos  estudantes  - por  seu  aspecto 
pratico  bern  como  por  sua  surpreendente  beleza.  Nesta  edigao,  como  nas  anteriores,  pre- 
tendi  transmitir  aos  estudantes  um  sentido  de  utilidade  do  calculo  e desenvolver  competen- 
cia  tecnica,  como  tambem  me  empenhei  em  dar  uma  avaliagao  da  beleza  intrmseca  do 
assunto.  Newton,  sern  duvida,  expert mentou  uma  sensagao  de  triunfo  no  momento  de  suas 
grandes  descobertas.  Eu  gostaria  que  os  estudantes  paitilhassem  dessa  emogao. 

A enfase  esta  na  compreensao  dos  conceitos.  Penso  que  todos  concordam  que  esta  deve 
ser  a meta  principal  no  ensino  do  calculo.  De  fato,  o impeto  para  o atual  movimento  de 
reforma  do  calculo  vem  da  Conferencia  de  Tulane,  de  1986,  que  formulou  como  recomen- 
dagao  fundamental: 

Focalizar  na  compreensao  conceitual. 

Tentei  implementar  essa  meta  pela  Regra  de  Tres:  “Topicos  devem  ser  apresentados  de 
forma  geometrica,  numeric  a e algebricamente".  Visualizagao,  expert  mentagao  numerica  e 
grafica  e outras  abordagens  mudaram  radicalmente  a forma  de  ensinar  o racioctnio  eon- 
ceitual.  Mais  recentemente,  a Regra  de  Tres  foi  expandida.  tomando-se  a Regra  de  Quatro , 
com  o acrescimo  do  ponto  de  vista  verbal  ou  descritivo. 

Ao  preparar  esta  edigao  parti  da  premissa  de  que  e possi'vel  alcangar  a compreensao 
conceitual  e ainda  manter  as  melhores  tradigoes  do  calculo  tradicional.  O livro  contem  ele- 
mentos  de  reforma,  mas  dentro  de  um  contexto  de  um  currfculo  tradicional. 

O Que  E Novo  Nesta  Edigao 

Enquanto  preparava  a quinta  edigao  deste  livro,  passei  um  ano  na  Universidade  de 
Toronto  ensinando  Calculo  utilizando  a edigao  anterior.  Eu  ouvia  atentamente  as  per- 
guntas  de  meus  alunos  e as  sugestoes  de  meus  colegas.  E,  cada  vez  que  preparava  uma 
aula,  ficava  pensando  se  algum  exercfcio  a mais  era  necessario  on  se  uma  frase  deveria 
ser  melhorada  ou,  ainda,  se  uma  segao  deveria  ter  mais  exercicios  de  um  certo  tipo. 
Alem  disso,  prestei  muita  atengao  as  sugestoes  enviadas  por  varios  leitores  e aos  comen- 
tarios  dos  meus  revisores. 

Uma  fonte  nao  muito  comum  de  problemas  novos  foi  um  telefonema  de  um  amigo, 
Richard  Armstrong.  Richard  e socio  de  uma  firma  de  consultoria  em  engenharia  e orienta 
os  clientes  que  constroem  hospitals  e hoteis.  Ele  me  disse  que,  em  certas  partes  do  mundo. 
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os  sistemas  de  sprinklers  de  predios  grandes  sao  abaslecidos  de  agua  por  compartimentos 
localizados  nos  tetos  desses  predios.  Naturalmente  ele  sabia  que  a pressao  da  agua  diminui 
quando  o nfvel  de  agua  deeresce,  mas  queria  quantificar  esse  deerescimo  de  maneira  que 
seus  clientes  pudessem  garantir  uma  certa  pressao  durante  um  dado  perfodo. 

Eu  Ihe  disse  que  poderia  resolver  este  problema  usando  as  equacoes  diferenciais  sepa- 
raveis,  porem  ocorreu-me  que  esse  problema  poderia  gerar  um  bom  projeto  de  pesquisa 
quando  combinado  com  outras  ideias. 

A estrutura  desta  ediqao  pemianece  pratieamente  a mesma  da  anterior,  no  entanto,  ha 
varios  melhoramentos.  pequenos  e grandes: 

* A revisao  de  funqoes  trigonometric  as  inversas  foi  mudada  do  Apendice  para  a 
Secao  1.6. 

9 Novas  frases  e notas  de  rodape  foram  inseridas  no  texto  para  dar  mais  clareza  a 
exposi^ao. 

* Varios  trabalhos  de  arte  foram  redesenhados. 

* Os  dados  em  exemplos  e os  exercfcios  foram  atualizados  no  tempo. 

• Exemplos  foram  adicionados.  Por  exemplo,  foi  adieionado  um  novo  Exemplo  1 
na  Seqao  5.3  (pagina  394)  porque  alguns  alunos  tiveram  uma  certa  dificuldade  em 
entender  a no^ao  de  uma  funyao  definida  por  uma  integral  com  um  limite  de  integra- 
te variavel.  Eu  acho  que  seria  interessante  dar  uma  olhada  no  Teorema  Fundamen- 
tal do  Calculo  antes  de  ler  o Exemplo  1 . 

• Foram  incluidos  determinados  itens  em  alguns  dos  exemplos  ja  existentes. 

• Cerca  de  25%  dos  exercfcios  em  cada  capftuio  sao  novos.  Aqui  estao  alguns  dos 
meus  favoritos: 


Exerefcio 

Pagina 

Exerefcio 

Pagina 

Exerefcio  Pagina 

2.8.34 

164 

3.9.55 

254 

4.4.74  315 

5.4.52 

410 

7.7.36 

524 

Foram  adicionados  novos  problemas  nas  seqoes  Probletnas  Quentes.  Veja,  por  exem- 
plo, os  Problemas  20  e 21  na  pagina  277.  os  Problemas  9 e 10  na  pagina  585. 

* Cinco  novos  projetos  foram  incluidos.  O projeto  na  pagina  242  pede  ao  aluno  para 
desenvolver  um  projeto  de  montanha-russa  de  maneira  que  os  trilhos  sejam  suaves 
nos  pontos  de  transiqao.  O projeto  da  pagina  550,  o qua!  agrade^o  a Larry  Riddle 
pela  ideia,  e na  verdade  uma  compeiicao  na  qual  a curva  vencedora  tern  o menor 
comprimento  de  arco  (dentro  de  certas  classes  de  curvas). 
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Exerc‘cios  Concel,uais  A maneira  mais  importante  de  encorajar  a compreensao  c0„ceituaJ  e atraves  dos  proble 
mas  que  preserevemos.  Com  essa  finalidade  deiineei  var.i0s  tipos  de  novos  problemas 
Aiguns  conjuntos  de  exerefcios  comeyam  com  questoes  exigindo  a explicacao  do  signifi 
cado  do  conceito  basico  da  se^ao.  (Veja,  por  exemplo,  os  primeiros  exerefcios,  nas  Secoe; 
2.2, 2.5, 2.7)  Analogamente,  todas  as  segoes  de  re  visa©  comecam  por  uma  verificaeao  con 
ceitual  e urn  teste  do  tipo  verdadeiro-falso.  Outros  exerefcios  testam  a compreensao  con 
ceitual  por  graficos  e tabelas  (veja  os  Exerefcios  2.8. 1-3, 2.9.35-38  e 3.7 .1  -4.  Outro  tipo  d< 
exerctcio  usa  a descricao  verbal  para  testar  a compreensao  conceitual  (veja  os  Exerefcio: 
2.5.8,  2.9.48,  4.3.59-60  e 7.8.67).  Eu  particularmente  valorize  os  problemas  que  com- 
bmam  e comparam  as  abordagens  gralicas,  numericas  e algebricas  (veja  os  Exerefcios 
2.6.35-36  e 3.3.23). 

Conjuntos  de  Exerc.'eios  Graduados  Cada  conjunto  de  exerefcios  e cuidadosaraente  graduado,  progredindo  desde  os  exerefcios 

conceituais  basieos  e problemas  destinados  a desenvolvimento  de  habilidades  ate  proble- 
mas mais  desafiadores  envolvendo  as  aplicayoes  e provas. 

Dados  do  Mundo  Real  Meu  assistente  e eu  despendemos  urn  bom  tempo  em  bibliotecas,  comatando  companhias 
e agendas  govemamentais  e procurando  na  Internet  por  dados  do  mundo  real  para  intro- 
duzir,  motivar  e ilustrar  os  conceitos  do  caiculo.  Como  resultado,  muitos  de  nossos  exem- 
plos  e exerefcios  tratam  de  buncoes  definidas  por  esses  dados  numericos  ou  graficos.  Veja. 
por  exemplo,  as  Figuras  1,  11  e 12  na  Secao  1.1  (sismogramas  do  terremoto  de 
Northridge),  Exerefcio  2.9.36  (porcentagem  da  populacao  com  idade  inferior  a 18  anos). 
Exerefcio  5.1 .14  (ve)ocidade  do  onibus  espacial  Endeavour ) e Figura  4 da  Seyao  5.4  (con- 
sumo  de  energia  em  Sao  Francisco). 

Projetos  Uma  maneira  de  envolver  os  estudantes  e entao  toma-los  aprendizes  ativos  e faze-los  tra- 
balhar  (talvez  em  grupos)  em  projetos  de  extensao,  que  dao  um  grande  sentimento  de  rea- 
lizacao  quando  finalizados.  Isso  inclui  quatro  tipos  de  projetos.  Projetos  Aplicados , que 
envoi vem  as  aplicacoes  destinadas  a apelar  para  a imaginayao  dos  estudantes.  Projetos 
Escritos , que  pedem  aos  estudantes  que  comparem  os  metodos  atuais  com  aqueles  usados 
pelos  fundadores  do  caiculo  (por  exemplo,  o metodo  de  Fermat  para  encontrar  tangentes). 
Sao  sugeridas  algumas  rcferencias.  Projetos  Descobertas , que  antecipam  os  resultados  que 
serao  discutidos  posteriormente  ou  encorajam  a descoberta  por  meio  do  reconhecimento 
do  padrao  (veja  a Segao  7.6). 

Tecnologia  A disponibilidade  de  tecnologia  torna  ainda  mais  importante  compreender  claramente  os 
conceitos  que  fundamentam  as  imagens  na  tela.  Quando  usados  adequadamente,  calcu- 
ladoras  gralicas  e computadores  sao  lerramentas  valiosas  na  descoberta  e compreensao 
desses  conceitos.  Este  livro  pode  ser  usado  com  ou  sem  tecnologia,  e usei  dois  sfmbolos 
especiais  para  indicar  quando  um  tipo  especial  de  maquina  e necessario.  O fconel!  indi- 
ca  um  exemplo  ou  exerefcio  que  requer  o uso  dessa  tecnologia,  mas  isso  nao  signifies 
que  ela  nao  possa  ser  usada  lambent  em  outros  exerefcios.  O sfmbolo  e reservado 
para  os  problemas  em  que  e requerida  toda  a capacidade  de  um  sistema  algebrico  com- 
putacional  (como  Derive,  Maple,  Mathematica  ou  1489/92).  Todavia,  a tecnologia  nao 
torna  obsoletos  o lapis  e o papel.  Os  calculos  a mao  e esbo^'os  sao  frequentemente 
preferfveis  a tecnologia  para  ilustrar  e reforcar  alguns  conceitos.  Professores  e estu- 
dantes  precisam  desenvolver  a habilidade  para  d^cidir  quando  e mais  apropriada  a 
maquina  ou  a mao. 
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Resolucao  de  Problemas  Os  estudantes  geralmente  tern  dificuldades  com  os  problemas  para  os  quais  nao  ha  um 
unico  procedimento  bem-definido  para  obter  a resposta.  Pen  so  que  ninguem  usa  ade- 
quadamente  a estrategia  das  quatro  etapas  para  a solucao  dos  problemas  proposta  por 
George  Polya  e,  por  is  so,  incluf  uma  versao  de  sens  princfpios  no  fim  do  Capftulo  1 . Esses 
eonceitos  sao  aplicaveis,  explieita  e implicitamente,  em  todo  o livro.  Apos  os  outros  capj- 
tnlos  eoloquei  seqoes  denominadas  Problemas  Ouentes , que  apresentam  como  atragao 
principal  os  exemplos  de  como  ataear  os  problemas  desafiadores  do  calculo.  Ao  selecionar 
os  variados  problemas  para  essas  secoes  live  em  mente  seguir  os  conselhos  de  David 
Hilbert:  “Um  problema  matematico  deve  ser  diffcil  para  nos  seduzir,  mas  nao  inacessfvel 
de  forma  a zombar  de  nossos  esforqosA  Quando  eoloquei  esses  problemas  desafiadores 
como  tarefas  de  testes,  graduei-os  de  diferentes  maneiras,  Aqui,eu  recompenses  significa- 
tivamente  o estudante  por  ideias  na  direcao  de  uma  soluqao  e por  reconhecer  quais  princi- 
pios  da  solucao  de  problemas  sao  relevantes. 


Janies  Stewart 


PREFACiO 


Conteudo 


Uma  Apresentacao  O livro  comeea  com  uma  visao  geral  do  assunto.  inciuindo  uma  lista  de  questoes  pai 
do  Calculo  motivar  o estudo  do  calculo. 


Caprtiilo  1 Desde  o infcio  estao  enfatizadas  as  representacoes  multiplas  de  funcoes:  verbal,  numeric; 

Funtjoes  e Modelos visual  e algebrica.  Uma  discussao  de  modelos  matematicos  leva  a uma  revisao  das  fungoe: 

padrao,  inciuindo  a funcao  exponencial  e logaritmica,  sob  esses  quatro  pontos  de  vista. 

Capitulo  2 O material  sobre  limites  esta  motivado  por  uma  discussao  anterior  dos  problemas  da  tar 
Limites  e Derivadas  gente  e-da  velocidade.  Os  limites  sao  tratados  sob  os  pontos  de  vista  descritjvo.  grafict 
numerico  e algebrico.  A Secao  2.4,  sobre  a definieao  precise  de  um  limite  em  termos  d 
£-d,6  opcional.  As  Segoes  2.8  e 2.9  tratam  de  derivadas  (especial men te  de  fungoes definick 
grafica  e numericamente)  antes  das  regras  de  diferenciacao,  cobertas  no  Capitulo  3.  Aqui  c 
exemplos  e exercfcios  exploram  os  significados  das  derivadas  em  varios  contexlos. 

Capitulo  3 To  das  as  funcoes  hasicas  sao  diferenciadas  aqui,  inciuindo  a exponencial,  logaritmica 
Regras  de  Diferenciagao  inversa  das  funcoes  trigonometricas . Quando  as  derivadas  sao  computadas  em  aplicagoe: 
os  estudantes  sao  questionados  a explicar  seus  significados. 

Capitulo  4 As  secoes  sobre  as  funcoes  monotonas  e concavidade  foram  combinadas  em  uma  linic; 

Aplicagoes  da  Diferenciacao  que  explica  como  as  derivadas  afetam  o aspecto  do  grafico.  Fazer  graficos  com  tecnologi 

enfatiza  a interagao  entre  calculo,  calculadoras  e analise  de  famflias  de  curvas.  Sao  dadc 
problemas  substanciais  de  otiinizagao,  inclusive  uma  explicagao  de  por  que  voce  dever 
elevar  sua  cabeca  42°  para  ver  o topo  de  um  areo-iris. 

Capitulo  5 Os  problemas  de  area  e distancia  servem  para  motivar  a integral  definida,  com  a notaga 

Integrals  somatoria  introduzida  conforme  necessario.  (Uma  cobertura  completa  da  notaca 
somatoria  e dada  no  Apendice  E.)  A enfase  esta  colocada  na  explicagao  do  significado  d 
integral  em  varios  contexlos,  bem  como  na  estimativa  dos  valores  dela  a partir  de  grafico 
e label  as. 


Capitulo  6 Apresentei  aqui  as  aplicacoes  da  integragao  — area,  volume,  trabalho,  valor  medio—,  que  poder 

Apticacoes  de  Integragao  ser  leitas  razoavelnrente  sem  tecnicas  especializadas  de  integragao.  Sao  enfatizados  os  metodo 
genericos.  A meta  e tomar  os  estudantes  capazes  de  dividir  uma  quantidade  em  partes  pequenaj 
estimar  com  somas  de  Riemann  e reconhecer  o limite  como  uma  integral. 

Capitulo  7 Todos  os  metodos  tradicionais  sao  estudados  neste  capitulo,  mas  o desafio  e reconhece 

Tecnicas  de  Integragao  qual  tecnica  e melhor  em  determinada  situagao.  Da  mesma  forma,  na  Segao  7.5,  apresen 

tei  a estrategia  para  a integragao.  O uso  de  sistemas  algebricos  computacionais  esta  discu 
tido  na  Secao  7.6. 

Capitulo  8 Expomos  aqui  as  aplicacoes  de  integragao  - comprimento  do  arco  e area  da  superficie  - 

Mais  Aplicagoes  de  Integragao  para  as  quais  e util  ter  disponfvel  todas  as  tecnicas  de  integragao,  bem  como  aplicacoes  ; 

biologia,  economia  e ffsica  (forga  hidrostatica  e centro  de  massa).  Uma  nova  secao  sobn 
probabilidade  foi  tambem  incluida.  Ha  aqui  mais  aplicagoes  do  que  realisticamente  pcxlen 
ser  cobertas  em  um  dado  curso.  Cabe  aos  professores  selecionar  aquelas  adequadas  a seu 
alunos  e pelas  quais  tem  mais  entusiasmo. 
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Ha  uma  diferenca  entre  ler  uin  texto  de  calculo  e um  jornal  ou  um  romance  ou,  ate 
mesmo,  um  livro  de  ffsica.  Assim.  nao  desanime  se  tiver  de  ler  uma  passagem  mais  de  uma 
vez  para  poder  entende-la.  Voce  deve  ter  lapis,  papel  e uma  ealculadora  a mao  para  esboear 
um  diagrama  ou  fazer  um  calculo. 

Alguns  estudantes  comecam  a fazer  suas  tare  fas  de  casa  e leem  o texto  somente  quan- 
do  empacam  em  algum  ex  ere  ic  to.  Sugiro  que  leia  e tente  compreender  uma  secao  do  texto 
antes  de  cornecar  os  exerefcios.  Em  particular,  voce  deve  exarninar  as  defini^oes  para 
entender  o significado  exato  dos  termos.  E,  antes  de  ler  cada  exemplo,  sugiro  que  voce 
cubra  a solugao  e tente  resolver  o problems  por  sens  proprios  meios.  Fazendo  isto,  apren- 
dera  muito  mais  do  que  simplesniente  olhando  para  a solucao. 

Parte  da  meta  deste  curso  e treina-lo  a pensar  logicamente.  Aprender  a escrever  a 
solucao  dos  exercieios  de  uma  forma  conexa,  passo  a passo  e com  semencas  explieativas  - 
e nao  uma  fileira  de  equacoes  desconexas  ou  formulas. 

As  respostas  dos  exercieios  de  numero  mipar  estao  no  final  do  livro,  no  Apendice  H. 
Alguns  deles  pedem  uma  ex  pi  i cacao  verbal,  uma  interpreta^ao  ou  uma  desericao.  Nesses 
casos,  nao  existe  uma  maneira  itnica  de  dar  a resposta;  logo,  nao  se  preocupe  em  obter  a 
resposta  definitiva.  Alem  disso,  ha  varias  formas  de  expressar  uma  resposta  numerica  ou 
algebrica;  assim,  se  sua  resposta  for  diferente  da  minha,  nao  conclua  imediatamente  que  a 
sua  esteja  errada.  Por  exemplo,  se  a resposta  dada  no  final  do  livro  for  <J2  — 1 e voce 
obtiver  l/(  3 + y'2),  entao  voce  esta  certo,  e racionalizando  o denominador  veremos  que  as 
respostas  sao  iguais. 

O icone  ||  indica  que  definitivamente  um  exerctcio  requer  o uso  de  uma  ealculadora 
cientifica  ou  urn  computador  com  software  grafieo.  (A  Secao  1 .4  discute  o uso  desses 
recursos  e de  algumas  falhas  que  voce  podera  encontrar.)  Porem,  isso  nao  significa  que  os 
recursos  graficos  nao  possam  ser  usados  para  verificar  seu  trabalho  em  outros  exercfcios. 
()  sfmbolo  esta  reservado  para  problemas  em  que  se  faz  necessario  o uso  de  um  sis- 
tema  algebrico  computacional  (como  Derive,  Maple,  Mathematica  ou  TI89/92).  Voce  vai 
encontrar  tambem  o sfmbolo  que  o adverte  sobre  a possibilidade  de  cometer  um  erro. 
Esse  sfmbolo  aparece  em  situa^oes  nas  quais  observei  que  um  grande  numero  de  estu- 
dantes tende  a cometer  o mesmo  erro. 

O calculo  - muito  justamente  e considerado  um  dos  maiores  leitos  do  intelecto 
humano.  Espero  t|ue  voce  descubra  que  ele  nao  e somente  util,  mas  tambem  intrinseca- 
mente  belo. 


James  Stewart 
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Erros  de  Aproximacao*  ' • • . . ' 

Se  x'  for  uma  aproximacao  para  x,  entao: 

E = \x-x!\ 

O nurnero  E e chamado  tie  erro  absolute  na  aproximacao. 

0 Se  I x - x'  I I0f\  entao  x’  aproxima  x com  um  erro  de  no  maximo  10A 

* Se  1 x - x'  1 ^ 5.10  '-,  entao  x'  aproxima  x ate  a (p  + l)-esima  casa  decimal, 

on  ate  o 1/(1  ; mais  proximo. 

Exempt  os: 

* Se  I x - x’  I =£  0,5, »entao  x'  aproxima  x ate  o inteiro  mais  proximo. 

» Se  i x - x'  i < 0,005,  entao  x'  aproxima  x ate  a segunda  casa  decimal,  ou  ate  o 

centesimo  mais  proximo. 

Alem  disso,  se  x'  aproxima  x ate  a (p  + l)-esima  casa  decimal,  dizemos 
que  a aproximacao  x'  e correta  ate  a (p  + l)-esima  casa  decimal,  on  que  a 
aproximacao  x*  tern  (p  + 1)  casas  decimals  de  precisao. 

Arredondamento* 

Dado  um  nurnero  racional  aia2a3a4..xt„,  h , b2b3 . . .bmbrn+  ( , entao  arredondamos  para 
m casas  decimals  de  aeordo  com  a regra: 

• Se  5 < bm+  j 9,  entao  o nurnero  fica  ala1ai...an,  b]b2b3...{(bm)  + 1], 

• Se  0 < bm+x  4,  entao  o nurnero  fica  a \a2a$... .a„,  bx b2b3.. bm. 

A expressao  “usado  coiTeto  ate  determinada  casa  decimal”  implica  que,  se  a 
correcao  for,  par  exemplo,  ate  a decima  casa  decimal,  o erro  comecara  na  decima 
primeira  casa  decimal. 

Exemplos: 

• 1,41  < v2  < 1,42;  1,4  correta  com  uma  casa  decimal. 

* 1,414  < V2  < 1,415;  1,43  correta  com  duas  casas  decimals. 


* Obser/acoes  da  traducao  para  a edicao  brasileira. 
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Uma  Apresenta^ao 
do  Calculo 


Quando  voce  terminar  este  curso,  sera 
capaz  de  explicar  a formafao  e a 
localiza^ao  de  um  arco-tris,  calcular  a 
for^a  exercida  pela  agua  em  uma 
represa,  analisar  os  ciclos 
demograficos  dos  predadores  e das 
presas,  e calcular  a velocidade  de 
vazao  de  uma  pedra. 


-James  Stewart 
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O caicuio  e fundamentaimente  diferente  da  matematica  que  voce  ja  estudou.  0 
caicuio  e me  nos  estatico  e mass  dinamieo.  Ele  trata  de  variagao  e de  rnovirnento, 
bem  como  de  quantidades  que  tendem  a outras  quantidades.  For  essa  raz^o,  pode 
ser  util  ter  uma  visao  geral  do  assunto  antes  de  comegar  um  estudo  mass  iptensivo 
Vamos  dar  aqui  uma  olhada  em  algumas  das  principals  ideias  do  caicuio 
mostrando  como  surgem  os  iimites  quando  tentamos  resolver  uma  varied^de  de 
problemas. 


A — ,4,  + A,  + .4,  + A,  + As 
FIGURA  1 


i 'J.  O Problem  a da  Area 

As  origcns  do  caicuio  remontam  a Grecia  antiga,  pelo  menos  2.500  anos  atras.  quandt 
foram  e neon  trad  as  as  areas  usando  o chamado  “rnetodo  da  exaustao”.  Naquela  epoca  o; 
gregos  ja  sabiam  encontrar  a area  de  qualquer  polfgono  dividindo-o  em  tnanguios.  come 
na  Figura  1 e.  em  seguida,  somando-se  as  areas  obtidas. 

E muito  mais  difjcil  achar  a area  de  uma  figura  curva.  O metodo  da  exaustao  dos  anti 
gos  gregos  consistia  em  inscrever  e cireunscrever  a figura  com  pohgonos  e entao  aumen 
tar  o numero  de  lados  deles.  A Figura  2 ilustra  esse  procedimento  no  caso  especial  de  hit 
circulo  com  pohgonos  regulares  inscritos. 


FIGURA  3 


Seja  A„  a area  do  poligono  inscrito  com  n lados.  A medida  que  aumentamos  n,  fica  evi 
dente  que  An  ficara  cada  vez  mais  proxima  da  area  do  circulo.  Dizemos  entao  que  a are; 
do  circulo  e o limite  das  areas  dos  pohgonos  inscritos,  e escrevemos 

("A  - lim  A„ 

Os  gregos.  porem.  nao  usavam  explicitamente  os  Iimites.  Todavia,  por  um  raciocfnio  indi 
reto.  Eudoxo  (seeulo  V a.C.)  usou  a exaustao  para  provar  a conhecida  formula  da  area  dc 
Circulo:  A — rrr 2 . 

Usaremos  uma  ideia  similar  no  Capftulo  5 para  encontrar  a area  de  regioes  do  tipc 
mostrado  na  Figura  3.  Vamos  aproximar  a area  desejada  A por  areas  de  retanguios  (come 
na  Figura  4),  fazendo  decrescer  a largura  dos  retanguios,  e entao  ealculando  A como  o li 
mite  dessas  somas  de  areas  de  retanguios. 
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F ara  analisar  essa  questao,  vamos  examinar  o movimento  de  urn  carro  percorrendo  ami 
estrada  reta  e supondo  que  possamos  medir  a distance  coberta  por  ele  (em  pe$)  em  inter 
vaios  de  1 segundo,  como  na  labels  a seguir: 


Como  primeiro  passo  para  encontrar  a velocidade  apos  2 segundos  de  movimento  vamo 
calcular  qual  a velocidade  media  no  intervalo  de  tempo  2 ^ 4: 

. . , _ , distaneia  percorrida 

velocidade  media  — 

tempo  decorrido 

_ 43  - 10 
4-2 

— 16,5  pes/s 

Analogamente,  a velocidade  media  no  intervalo  2 ^ ^ 3 e 


velocidade  media 


25  - 10 
3-2 


15  pes/s 


Nosso  pressentimento  e de  que  a velocidade  no  instante  t — 2 nao  pode  ser  muito  diferen 
te  da  velocidade  media  durante  urn  pequeno  intervalo  de  tempo  que  come^a  em  / — 2 
Assim,  vamos  imaginar  que  a distaneia  percorrida  foi  medida  em  intervalos  de  0, 
segundo,  como  na  tabela  a seguir:  “ 


t 

2.0 

9 1 

2.2 

'I 

2 4 

2,5 

d 

10.00 

11,02 

1236 

1 3 .45 

14.96 

! 16,80 

Computando  entao  a velocidade  media  no  intervalo  de  tempo  [2,  2,5]: 


, . , . ...  16,80  - 10.00 

velocidade  media  = - — =136  pes/s 

2,5  - 2 ' 

Os  resultados  desses  calculos  estao  mostrados  na  tabela: 


As  velocidades  medias  em  interv'alos  cada  vez  menores  parecem  bear  cada  vez  mai 
proximas  de  10;  dessa  forma,  esperamos  que  exatamente  em  / = 2 a velocidade  seja  d 
cerca  de  10  pes/s.  No  Capitulo  2 defmiremos  a velocidade  instantanea  de  um  objeto  er 
movimento  como  0 limite  das  velocidades  medias  em  interv’alos  de  tempo  cada  ve 
menores. 

Na  Figura  8 mostramos  uma  representacao  grafica  do  movimento  de  um  carro  rede 
senhando  a distaneia  percorrida  como  uma  f'un^ao  do  tempo.  Se  escrevermos  d — f(t, 
entao  /(f)  e o numero  de  pes  percorridos  apos  t segundos.  A velocidade  media  no  interval 
de  tempo  [2.  t]  € 
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CALCULO 


, . , , , distancia  percorrida 

velocidade  media  = — - 

tempo  decorrldo 


t — 2 


e e a mesma  coisa  que  a indinacao  da  reta  sec  ante  PC)  da  Figura  8.  A velocidade  v quando 
t ~ 26  o vaior-limite  da  velocidade  media  quando  t aproxima-se  de  2;  isto  e. 

/(/)  - / (2 ) 


v 


lim 


/ - 2 


e da  Equayao  2 vemos  que  isso  e igual  a indinacao  da  reta  tangente  a curva  em  P. 

Dessa  forma,  ao  resolver  o problems  da  tangente  em  calculo  diferencia!,  tambem  esta- 
mos  resolvendo  os  problemas  relativos  a velocidade.  A mesma  tecnica  se  aplica  a proble- 
mas  relativos  a taxa  de  variacao  nas  ciencias  naturais  e soctais. 


O Limite  de  uma  Seqiiencia 

No  seculo  V a.C.,  o filosofo  grego  Zenon  propos  quatro  problemas,  boje  conhecidos  como 
Paradoxos  de  Zenon , corn  o intento  de  desafiar  algumas  das  ideias  correntes  em  sua  epoca 
sobre  espaco  e tempo.  O segundo  paradoxo  de  Zenon  diz  respeito  a uma  corrida  entre  o 
heroi  grego  Aquiles  e uma  tartaruga  para  a qual  foi  dada  uma  vantageni  inicial.  Zenon 
argument  a va  que  Aquiles  jamais  ultrapassaria  a tartaruga,  pois  se  ele  comeyasse  em  uma 
posiyao  ci\  e a tartaruga  em  /t  (veja  a Figura  9),  quando  ele  atingisse  o ponto  a 2 = U a tar- 
taruga estaria  adiante,  em  uma  posiyao  t2.  No  momento  em  que  Aquiles  atingisse  a?,  = t2, 
a tartaruga  estaria  em  Esse  processo  continuaria  indefinidamente.  e,  dessa  forma,  parece 
que  a tartaruga  estaria  sempre  a frente!  Todavia,  isso  desalia  o senso  comum. 


FIGURA  9 


Aquiles 

tartaruga 


a 


) 


a 2 


a 3 ad 


*3  A 


Uma  forma  de  explicar  esse  paradoxo  usa  a ideia  de  seqiiencia.  As  posiyoes  sucessivas 
de  Aquiles  e da  tartaruga  sao  respect ivamente  (a.),  a2,  . . .)  e (q,  q,  q, ...),  conhecidas 

como  seqiiencias. 

Em  geral,  uma  seqiiencia  {a,.}  e urn  conjunto  de  numeros  escritos  em  uma  ordem 
definida.  For  exemplo,  a seqiiencia 

{i,l,l,t,y ...} 

pode  ser  descrita  como  sendo  dada  peia  seguinte  formula  para  o u-esimo  termo: 


(a) 


t 2 3 4 5 6 7 
(b) 


FIGURA  10 


Podemos  visualizar  essa  seqiiencia  redesenhando  seus  termos  sobre  uma  reta  na  qual  estao 
deterrninados  um  ponto  zero,  uma  unidade  de  medkia  e um  sentido  erescente,  como  na  Figura 
10(a),  ou  desenhando  seu  grafico,  como  na  Figura  10(b).  Observe  em  ambas  as  figuras  que  os  ter- 
mos da  seqiiencia  a„  = \jn  tomam-se  cada  vez  mais  pnSximos  de  0 a medida  que  n cresce.  De 
lato,  podemos  encontrar  termos  tao  pequenos  quanto  desejamios,  bastando  para  isso  tomarmos  n 
sufrciememcnte  grande.  Dizemos  entao  que  o limite  da  seqiiencia  e (),e  indicamos  isso  por 


Em  geral , a notacao 


1 

lim  — = 0 


lim  an  — L 


iamss  Stswaf 


>era  usacla  se  os  termos  a„  lendem  a urn  nun'tcrr)  L quando  n toma-se  grande.  Isso  signidca 
que  podcmos  tornar  os  numeros  an  tao  proximo  ^ j quanto  quisermos  escolhendo  n suh- 
cientemente  grande. 

(...)  coneeito  de  Jimitc  de  uma  sequencia  ocor>e  sernpre  que  usamos  a representapao  de- 
cimal de  urn  numero  real.  Por  exemplo.  se 

a i = 3,1 

«2  " 3 . 1 4 

flj  = 3.141 

cu  = 3,141,5 

<h  = 3,14159 

= 3.141592 
a 7 = 3 J 415926 


entao  lim  an  — it 

Os  termos  nessa  sequencia  sao  aproximacoes  racionais  de  tt. 

Vamos  voltar  ao  paradoxo  de  Zenon.  As  poshes  sucessivas  de  AquiJes  e da  tartaruga 
formam  as  seqiiencias  {an}  e {p,},  onde«„<.  i„  para  todo  n.  Podemos  mostrar  que  ambas 
as  seqiiencias  tern  o mesmo  limite: 

iim  a„  = p = lim  tn 

E precisamente  nesse  ponto  p que  Aquiles  ultrapassa  a tartaruga. 

A Soma  de  uma  Serie 

Outro  paradoxo  de  Zenon,  conforme  nos  foi  passado  por  Aristoteles,  e o seguinte:  “Uma 
pessoa  em  urn  certo  ponto  de  uma  sala  nao  pode  caminhar  ate  a parede.  Para  tan  to  ela  de- 
veria  percorrer  metade  da  distancia,  depois  a metade  da  distancia  restante.  e entao  nova- 
mente  a metade  da  distancia  que  restou  e assini  por  diante,  de  forma  que  o processo  pode 
ser  sernpre  continuado  e nao  teni  um  fun''.  (Veja  a Figura  1 1 .) 


FIGURA  11 


Como,  naturalmente,  sabemos  que  de  fato  a pessoa  pode  chegar  ate  a parede,  isso  su- 
gere  que  a distancia  total  possa  ser  expressa  como  a soma  de  infmitas  distancias  cada  vez 


menores.  como  a seguir: 


,-i  + i 

2 4 


+ — + 
9" 


s 


Edrtora  Thomson 


Zenon  argumentava  que  nao  fazia  sentido  somar  urn  xrumcro  infinito  de  numeros.  Porem 
ha  situacoes  era  que  fazemos  implicitamente  soraas  infinitas.  For  exemplo.  na  notacao  de- 
cimal, o simbolo,  0,3  - 0,3333...  signifies 


CALCULO 


3 3 3 3 

JO  100  + LOGO  ^ lo.OOO  + ' 

dessa  forma,  de  algum  jeifo,  deve  ser  verdade  que 

3 i 3 3,3,  1 

i()  ’ loo  i.ooo  ’ 10.000  ! ' * * “ 7 

Mais  genericamente,  se  d„  denotar  o /a-esimo  dfgito  na  representacao  decimal  de  urn 
nurnero,  entao 


0,r/j  dj  dj  dd  . . . 


d\ 

10  + 102  103 


+ 


Portanto,  algumas  somas  infinitas,  ou,  como  sao  chamadas,  series  infinitas,  tern  urn  signifi- 
cado.  Todavia,  e necessario  definir  cuidadosamente  o que  e a soma  de  uma  serie. 

Retornando  a serie  da  Equaqao  3,  denotamos  por  s„  a soma  dos  n primeiros  termos  da 
serie.  Assim 


* - | - 0,5 
*2  = 1 + 1 = 0,75 
*3=1+1  + ! = 0,875 

54  = ! + 1 + ! + -h  = 0,9375 

55  = 1 + 1 + | + h + A 5=5  0,96875 

56  = 1 + 1 + l + h + A + A = 0,984375 

^7  ==  | + | + 1 + .1  + X + .1  + -+-  = 0,9921875 

5io  = ! + ! + ■**  + i » 0,99902344 
11  .1 

5)6  " — + — +•••  + — « 0,99998474 
Z 4 Z 

Observe  que  a medida  que  somamos  mais  e mais  termos,  as  somas  parciais  ficam  cada  vez 
mais  proximas  de  1.  De  fato,  pode  ser  mostrado  que  tomando  n suficientemente  grande 
(isto  e,  adicionando  um  numero  grande  de  termos  da  serie),  podemos  tornar  a soma  par- 
tial s„  tao  proxima  de  1 quanto  quisermos.  Parece  entao  razoavel  dizer  que  a soma  da  serie 
inlinita  e 1 e escrever 


1 1 1 

2 4 8 


on 


+ 


= 1 
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Em  outras  palayras,  a razao  de  a soma  da  serie  ser  1 e que 

lim  s„  = I 


No  Capitulo  11  do  Volume  II  discutiremos  mats  essas  ideias. 


Re.su  mo 


Vimos  que  o concelto  de  limite  surge  de  problemas  tais  como  encontrar  a area  de  uma 
regiao,  a tangente  a uma  curva,  a velocidade  de  urn  carro  ou  a soma  de  uma  serie  infinita. 
Em  cada  um  dos  eases,  o tema  comum  e o calculo  de  uma  quantidade  como  o limite  de 
outras  quantidades  mais  facilmente  calculaveis.  E essa  ideia  basics  que  coloca  o calculo  a 
parte  das  demais  areas  da  matematica.  Na  realidade,  poderfamos  definir  o calculo  come 
aquele  ramo  da  matematica  que  trata  de  iimites. 

Sir  Isaac  Newton  inventou  sua  versao  do  calculo  a fun  de  expliear  o movimento  dos 
planetas  em  torno  do  Sol.  Hoje  o calculo  e usado  na  determinagao  de  orbitas  de  satelites  e 
naves  espaciais,  na  prediyao  do  tamanho  de  uma  popula^ao,  na  estimativa  de  come 
aumenta  o pre^o  do  cafe,  na  previsao  do  tempo,  na  medida  do  iluxo  sangiiineo  de  saida  dc 
cora?ao,  no  calculo  dos  premios  dos  seguros  de  vida  e em  uma  grande  variedade  de  ou 
tras  areas.  Vamos  explorar  neste  livro  algumas  dessas  aplicagoes  do  calculo. 

Para  transmitir  uma  nogao  da  potencia  dessa  materia,  vamos  finalizar  esta  apresentagac 
com  uma  lista  de  perguntas  que  voce  sera  capaz  de  responder  usando  o calculo: 


1.  Como  voce  explicaria  o fato,  ilustrado  na  Figura  12,  de  que  o angulo  de  elevagao  de 
um  observador  ate  o ponto  mais  alto  em  um  arco-iris  e 42°?  (Veja  a pagina  288.) 

2.  Como  voce  poderia  explicar  as  formas  das  latas  nas  prateleiras  de  um  supermercado? 
(Veja  a pagina  341 .) 

3.  Qual  o melhor  lugar  para  se  sentar  em  um  cinema?  (Veja  a pagina  468.) 

4.  A qual  distancia  de  um  aeroporto  um  piloto  deve  comegar  a descida?  (Veja  a 
pagina  241.) 


FIGURA  12 


Uma  representa^ao  grafica  de  uma 
funcao  - aqui  o numero  de  horas  de 
lu z solar  como  uma  funcao  da  epoca 
do  ano  em  varias  latitudes  - e sempre 
o modo  mais  conveniente  e natural  de 
representada. 


()  objeto  fundamental  do  calculo  sao  as  f undoes.  Este  capjtulo  abre  o eaminho  para  o 
calculo  discut  mdo  as  tdetas  basic  a s concernentes  as  luncbes  e sons  ^raficos  be  n.i 
como  as  formas  de  combina-los  e transforma-los.  Enfatizamos  que  uma  funcao  pode 
ser  represemada  de  vanas  maneiras:  por  uma  equacao.  por  uma  tabela,  por  um  grafico 
on  mesmo  por  meio  de  pajavras.  Vamos  observar  os  principals  tipos  de  funcoes~que 
ocorrem  no  calculo  e descrever  como  u sad  as  como  modelos  matematieos  de 
fenomenos  do  mundo  real.  Tambem  diseutiremos  o uso  de  ealculadoras  «raficas  e 
de  software  grafico  para  com  put  adores. 


Quatro  Maneiras  de  Representar  uma  Funcao 

' • » W ■ ■ — .S'  -!  • •••/■•■••-a?!.:  v t'fr a : A- :> : : 


As  funcoes  surgem  quando  uma  quantidade  depende  de  outra.  Consideremos  as 
seguintes  situacoes: 


Ano 

i mi  Hides) 
.....  ... 

1 900 

1 .650 

1910 

i .750 

? o^o 

1 860 

1930 

2.070 

3 >4U 

1 9^n 



1 960 

3 .040 

j 9 /{) 

-*■'  1° 

. i •».  V ’ 

•<>r 

- ~iQf\ 

! 99o 

2000 

()  080 

A.  A area  A de  um  cfrculo  depende  de  seu  raio  r.  A lei  que  conecta  rede  dada  pela 
equacao  A = irr2.  A cada  numero  r positivo  existe  associado  um  itnico  valor  de  A, 
e dizemos  que  A e uma  fun  f do  de  r. 

B.  A populapao  Humana  mundial  P depende  do  tempo  t.  A tabela  ao  lado  fornece  esti- 

mativas  da  populapao  mundial  Pit)  no  instante  t,  para  determinados  anos.  Por  cxernplo. 

P( .1950) « 2.560.000.000 

Porem  para  cada  valor  do  tempo  t existe  um  valor  de  P correspondente.  e dizemos 
que  P e uma  funcao  de  /. 

C.  O custo  C de  enviar  uma  carta  pelo  condo  depende  de  seu  peso  w.  Embora  nao  haja 
uma  formula  simples  conectando  weC,  o correio  tern  uma  formula  que  permite  cal- 
cular  C quando  e dado  w. 

D.  A aeeleracao  vertical  a do  solo  registrada  por  um  sismografo  durante  um  terre- 
moto  e uma  funcao  do  tempo  / decorrido.  A Figura  1 mostra  o grafico  gerado  pela 
atividade  sfsmica  durante  o terremoto  de  Northridge,  que  abalou  Los  Angeles  em 
1994.  Para  um  dado  valor  de  t.  o grafico  fornece  um  valor  correspondente  de  a. 


FIGURA  1 

Aeeleracao  vertical  do  solo 
durante  o terremoto  de  Northridge 


Cada  um  dos  exempios  anteriores  descreve  uma  lei  segundo  a qua],  dado  o numero 
(. r , 6 w ou  /),  fica  detemiinado  outro  numero  (A,  P,  C ou  a).  Em  cada  caso  dizemos  que  o 
segundo  numero  e uma  funcao  do  primeiro. 


n 
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Uma  fungao  /e  uma  lei  a qua]  para  cada  elemento  ,vem  um  conjunto  4 faz  correspon: 
der  exatamente  urn  elemento  chamado  /(x),  em  um  conjunto  B. 


(input) 

./  - 

fix) 

(output) 

FIGURA  2 

Diagrama  de  maquina  para  uma  fungao  / 


Em  geral  consideramos  as  fungoes  para  as  quais  Ac  B sao  conjuntos  de  numeros  reals. 
O conjunto  A e chamado  domfnlo  da  funcao.  O numero  fix)  e o valor  de  / em  x e deve 
ser  lido  como  “/  de  x”.  A imagem  de  / e o conjunto  de  todos  os  valores  possfveis  de  fix) 
quando  x varia  por  todo  o dommio.  O sfmbolo  que  representa  um  numero  arbitrario  no 
domfnlo  de  uma  fungao /e  denominado  variavel  mdependente,  e o que  representa  um 
numero  qualquer  na  imagem  de/ e chamado  de  variavel  dependente.  No  Exemplo  A,  a 
variavel  r e independente,  enquanto  A e dependente. 

E muito  proveitoso  considerar  uma  funcao  como  uma  maquina  (veja  a Figura  2).  Se  x 
estiver  no  dommio  da  funcao  /,  quando  x entrar  na  maquina,  ele  sera  aceito  como  input. 
e a maquina  produzira  um  output  fix)  de  acordo  com  a lei  que  define  a fungao.  Assim. 
podemos  pensar  o dommio  como  o conjunto  de  todos  os  inputs,  enquanto  a imagem  e o 
conjunto  de  todos  os  outputs  possfveis. 

As  fu ncoes  pre-programadas  de  sua  calculadora  sao  exemplos  de  fungoes  como  uma 
maquina.  Por  exemplo,  a tecla  de  raiz  quadrada  em  seu  computador  e uma  dessas  fungoes. 
Voce  pressiona  a tecla  v (ou  yfx)  e da  o input  x,  Se  x < 0,  entao  x nao  esta  no  dommio 
dessa  fungao;  isto  e,  x nao  e um  input  aceitavel,  e a calculadora  indicara  um  erro.  Se  x 3*  0, 
entao  uma  aproximagdo  de  y'x  aparecera.  Assim,  a tecla  yx  de  sua  calculadora  nao  e 
exatamente  a mesma  coisa  que  a fungao  matematica  / definida  por  fix)  = fx. 

Outra  forma  de  ver  a fungao  e como  um  diagrama  de  flechas,  como  na  Figura  3.  Cada 
llecha  conecta  um  elemento  de  A com  um  elemento  de  B.  A flecha  indica  que  fix)  esta 
associado  a x,  f(a)  a a etc. 

O metodo  mais  comum  de  visualizar  uma  fungao  consiste  em  fazer  seu  grafico.  Se  / for 
uma  funcao  com  dommio  A , entao  seu  grafico  sera  o conjunto  de  pares  ordenados 

{(x,/(x))  jx  G A] 


FIGURA  3 (Observe  que  eles  sao  os  pares  input-output)  Em  outras  palavras,  o grafico  de  f consiste  em 

Diagrama  de  flechas  para  / todos  os  pontos  (x,  v)  do  piano  coordenado  tais  que  y = fix)  e x esta  no  dommio  de  /. 

O grafico  de  uma  funcao  / nos  da  uma  imagem  proveitosa  do  comportamento  ou  da 
"historia  de  vida”  de  uma  funcao.  Uma  vez  que  a coordenada  y de  qualquer  ponto  (x,  y) 
sobre  o grafico  e y — fix),  podemos  entender  o valor  f(x)  como  a altura  do  ponto  no  gra- 
fico acima  de  x (veja  a Figura  4).  O grafico  de  / tambern  nos  permite  visualizar  o domfnio 
sobre  o eixo  x e a imagem  sobre  o eixo  y,  como  na  Figura  5. 


ixjix)  


I fix) 


! 1/(0 
1J 


}/(2) 


y t 


— — — ^ _ 

imagem  | 

. f j 
v-HAs.  ] 

/ ^ y ~f(x)  j 

l 

i 1 

1 I 

I-  ! 

°l 

dommio 

/yvav-iic 


JC 


FIGURA  4 


FIGURA  5 


I 


■James  Stewart  CAPITUIO  1 

O grafico  de  uma  funcao/esta  na  Figura  6. 

(a)  Encontre  os  valores  de  /(]}  e f{5). 

(b)  Como  sao  o dominio  e a imagem  de  /'? 


FIGURA  6 


C A notacao  para  intervafos  e dada  no 
Ape nd ice  A. 


SOLUQAO 

(a)  Vemos  da  Figura  6 que  o ponto  (1,3)  esta  sobre  o grafico  de/,  assim,  o valor  de/em 
1 e / (1 ) “ 3.  (Em  outras  palavras,  o ponto  sobre  o grafico  correspondente  ax  = 1 esta 
tres  unidades  acima  do  eixo  x.) 

Quando  x — 5,  o ponto  sobre  o grafico  que  corresponde  a esse  valor  esta  0,7  unidade 
abaixo  do  eixo  x e estimamos  que  /(5)  ~ -0,7. 

(b)  Vemos  que  f(x)  esta  definida  quando  0 x *£  7,  logo,  o dominio  de /e  o Intervalo 
teehado  (0,  7],  Observe  que  os  valores  de / variam  de  -2  ate  4;  assim,  a imagem  de /e 

{v  | -2  *Sy  ^ 4}  = [-2,4] 


y 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ v — 2x  - 1 

/ ' 

/ 

0 

/ 1 x 

f 2 

“J  / 

/ 

FiGURA  7 


EXEMPLO  2 Esboce  o grafico  e encontre  o dominio  e a imagem  de  cada  fun9ao. 

(a)  f(x)  = 2x  “ 1 (b)  g(x)  = x2 

S0LUQA0 

(a)  O grafico  tern  equa^ao  y — 2x  — 1 , que  reconhecemos  ser  a equagao  de  uma  reta 
com  inclinacao  2 e intercepto  y igual  a — 1 . (Lembre-se  da  equa^ao  da  reta  em  sua  forma 
inclinagao-intercepto:  y — mx  + b.  Veja  o Apendiee  B.)  Isso  nos  possibilita  esbo^ar  o 
grafico  de  /na  Figura  7,  A expressao  2x  - 1 esta  definida  para  todos  os  numeros  reais; 
logo,  seu  dominio  e todo  esse  conjunto  denotado  por  SR.  O grafico  mostra  ainda  que  a 
imagem  tambem  e R. 

(b)  Como  g(2)  = 2"  — 4 e g(—  1 ) — ( — 1 )2  = 1 , podemos  desenhar  os  pontos  (2, 4)  e 
(-1, 1)  junto  com  alguns  outros  (sobre  o grafico),  e liga-los  para  produzir  o grafico  da 
Figura  8.  A equa9§o  do  grafico  e y = x/  que  representa  uma  parabola  (veja  o Apendiee 
C).  O dominio  de  g e 1R.  A imagem  de  g consiste  em  todos  os  valores  de  g(x),  isto  e, 
todos  os  numeros  da  forma  a . Mas  x"  0 para  todos  os  numeros  reais  x e todo  numero 
positive  y 6 um  quadrado.  Assim,  a imagem  de  g e {y  j y 5*  0}  ~ [0,  oo)  (veja  a Figura  8). 


FIGURA  8 


0 
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1 Jf  Representacoes  de  Funcoes 

E possfve!  represent ar  uma  funcao  de  quatro  maneiras: 


* verbal  mente 

* numericamente 
m visualmente 

* algebricamente 


(descrevendo-a  com  palavras) 

(por  meio  de  tabelas  de  valores) 
(atraves  de  graft  cos) 

(utilizando-se  uma  formula  explfcita) 


vSe  uma  funcao  puder  ser  representada  das  quatro  maneiras,  entao  e prove itoso  ir  de  uma 
representacao  para  a outra,  a fim  de  ganhar  um  insight  adicional  sobre  a funcao.  (No  caso 
do  Exemplo  2.  partimos  de  formulas  algebricas  para  obter  os  graft  cos.)  Porem,  certas 
funcoes  sao  descritas  mais  naturalmente  por  um  metodo  que  por  outre.  Tendo  isso  em 
mente,  vamos  reexaminar  as  quatro  situacoes  consideradas  no  comedo  desta  secao. 

A.  A mais  util  dentre  as  representacoes  da  area  de  um  circuJo  em  funcao  de  sen  raio  e 
provavelmente  a formula  Air)  — nr2,  apesar  de  ser  possfvel  elaborar  uma  tabela  de 
valores,  hem  como  esbocar  um  grafico  (meia  parabola).  Como  o raio  do  cfrculo  deve 
ser  positive,  o dormnio  da  fungao  €{r\r  > 0}  ~ (0,  *),  e a imagem  e (0.  oc) . 

B.  Seja  dada  a seguinte  descricao  em  palavras  de  uma  funcao:  Pit)  e a poptilacao 
humana  mundial  no  instante  t.  A tabela  de  valores  da  poptilacao  mundial  da  pagina 
I I nos  fornece  uma  representacao  conveniente  dessa  fungao.  Se  desenharmos  esses 
valores,  vamos  obter  o grafico  da  Figura  9 (chamado  de  mapa  de  dispersao).  Ela  e 
tanibem  uma  representacao  util,  ja  que  nos  possibilita  absorver  todos  os  dados  de 
uma  vez.  E o que  dizer  sobre  uma  formula  para  ela?  Natural  mente  e impossivel 
dar  uma  formula  exata  para  a poptilacao  humana  Pit)  em  qualquer  memento  /. 
Porem,  e posslvel  encontrar  uma  expressao  aproximada  para  ela.  Usando  metodos 
explicados  na  Secao  1 .5  obtemos  a aproximagao 


p(t)  as  /(/)  = (0,008079266)  * ( 1 ,0.13731)' 

e a Figura  10  mostra  que  o “ajuste”  e hem  razoavel.  A funcao  /e  chamada  modelo 
matemdtico  para  o crescimento  populacionaE  Em  outras  palavras,  e uma  funcao  com 
uma  formula  explfcita,  que  aproxima  o eomportamento  da  funcao  dada.  Vamos  ver 
que  podemos  aplicar  as  ideias  do  calculo  a tabelas  de  valores;  nao  e necessaria  uma 
formula  explfcita. 
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Uma  funcao  defmida  peta  tabeia  de 
vatores  e e slabs  tec  ids  corno  uma 
funcao  tabular. 


A funcao  P e um  exemplo  tfpico  das  funcoes  que  aparecern  sempre  qu 
tcntamos  aplicar  o caiculo  ao  mundo  real.  Comecamos  por  uma  descricao  verbal  d 
uma  funpao.  Entao  e possfvei  que  a partir  de  dados  experimentais  possamos  constni; 
a.\  label  as  de  valores  da  funcao.  Mesmo  que  nao  tenhamos  um  conhecimento  coir 
plcto  dos  v aides  da  funcao.  verenios  poi  tod  a a parte  noste  livro  ser  possfvei  realize 
operacoes  de  caiculo  nessas  funcoes. 


C.  Novamentt  a funpao  c desenta  em  palavrasi  d(tct)  e o custo  de  se  enviar  pel 
correio  uma  carta  com  um  peso  tv.  Nos  Estados  Unidos,  em  2002,  o servico  post; 
seguia  o seguinte  regulamento:  ate  uma  one  a (1  onpa  = 28349523  gramas),  o oust 
eia  de  3 / centavos  de  dolar,  e mais  2s  centavos  para  cada  onca  sucessiva  ate  1 
onpas.  A tabeia  de  valores  mostrada  ao  lado  e a represen  tapao  mais  conveniente  par 
essa  funpao.  embora  seja  possfvei  esbopar  seu  grafico  (veja  o Exemplo  10). 

D.  O grafico  na  Pigura  1 e a representacao  mais  natural  de  uma  aceleracao  vertia 
a(t).  Na  realidade  e possfvei  compilar  uma  tabeia  de  valores  e ate  mesmo  deliner 
uma  formula  aproximada.  Porem  tudo  o que  um  geologo  precisa  saber  — amplitud 
e padroes  --  pode  faeilmente  ser  obtido  do  grafico.  (O  mesmo  e valido  tanto  para  o 
padroes  de  um  eletroeardiograma  como  para  o caso  de  um  detector  de  mentiras 
As  Figuras  11  e 12  mostram  os  graficos  das  aceleracoes  do  terremoto  de  Northridg 
nas  direpoes  norte-sul  e leste-oeste.  e quando  usadas  em  conjuncao  com  a Figura 
el  as  nos  dao  uma  boa  ideia  do  terremoto. 


Font e:  Dcpartamento  de  Minas 
e Geolog  ia  da  California. 


FIGURA  1 1 Aceleracao  norte-sul  do  terremoto  de  Northridge 


-200 


Fonte : Depart  amen  to  de  Minas 
e Geologist  da  California. 


FIGURA  12  Aceleracao  leste-oeste  do  terremoto  de  Northridge 


No  proximo  exemplo  vamos  esbopar  o grafico  de  uma  funcao  defmida  verbaimente. 


EXEMPLO  3 Ao  abrir  uma  torneira  de  agua  quente,  a temperatura  T da  agua  depende 
do  tempo  decorriclo  desde  a abertura.  Esboce  um  grafico  de  T como  uma  funpao  do 
tempo  i decorriclo  desde  a abertura. 


S0LUCA0  A temperatura  da  agua  no  comeco  esta  proxima  da  temperatura  ambiente. 
pois  ela  estava  nos  canos.  Quando  eomeca  a sair  a agua  quente  da  caixa-d’agua,  T 
aumenta  rapidamente,  e na  proxima  fase  tica  constante  ate  a caixa  se  esvaziar.  A 
partir  daf  7 decresce  ate  a temperatura  em  que  a agua  e fornecida.  Isso  nos  possibilita 
esbopar  o grafico  de  T como  uma  funcao  de  t na  Figura  13.  £ 


FIGURA  1 3 
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Ujt)  grab co  mais  precise  da  funcao  do  Exemplo  3 pocle  ser  obtido  usando-se  uni 
termomeiro  para  medir  a temperature  da  agua  cm  lnt.erva.los  de  10  segundos.  Em  geraL 
os  eientistas  coletam  os  dados  e os  usam  para  esbopar  os  graficos  de  funcoes,  como  no 
exemplo  a seguir. 


cAmvirLu  4 •:::  Os  dados  na  margem  vem  de  urn  experimento  sobre  a laetonizapao  do 
acido  hidroxivalerico  a 25  C.  E dada  a concentrapao  C(t)  desse  acido  (em  rnols  por 
iitro)  apos  t minutos.  Use  esses  dados  para  esbopar  um  grafico  aproximado  da  funcao 
concentrapao  e o grafico  para  estimar  a concentrapao  apos  5 minutos. 

S0LUQA0  Primeiro  vamos  desenhar  os  cinco  pontos  correspondentes  aos  dados  da  tabela 
na  Figura  14.  Os  metodos  de  ajustamento  de  curvas  da  Secao  1 .2  poderao  entao  ser 
utilizados  para  escolher  um  modelo  e fazer  um  grafico  dele.  Os  dados  da  Figura  14. 
porem,  parecem  muito  bem-comportados;  assim,  simplesmente  trapanios  a mao  uma 
curva  suave  passando  por  eles,  como  na  Figura  15. 


2 w 

FIGURA  16 
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FIGURA  14  FIGURA  15 

Entao  usamos  o grafico  para  estimar  que  a concentrapao  apos  5 minutos  e 

C(5)  « 0.035  mol/litro  i: 

No  exemplo  a seguir  comepamos  por  uma  descripao  verbal  de  uma  funcao  em  uma 
situapao  ffsiea  e depots  obtemos  uma  formula  algebrica  expheita.  A habilidadc  nessa  transipao 
e muito  util  na  solupao  de  problemas  de  calculo  envolvendo  a determinapao  de  valores 
maxi  mo  ou  minimo  de  quantidades. 

EXEMPLO  5 Z:  Uma  caixa  aberta  em  cima  tern  um  volume  de  10  m3.  O comprimento  da 
base  e o dobro  da  largura.  O material  da  base  custa  $ 10  por  metro  quadrado,  ao  passo 
que  o material  das  laterals  custa  $ 6 por  metro  quadrado.  Expresse  o custo  total  do 
material  em  funpao  do  tamanho  da  base. 

S0LUCA0  Fazemos  um  diagrama  como  o da  Figura  16.  com  uma  notacao  onde  w e 2 w 
sao.  respectivamente.  o comprimento  e a largura  da  base,  e h e a altura. 

A area  da  base  e (2 w)w  = 2 w2:  assim,  o custo,  em  dolares,  e de  10(2 w2).  Quanto  aos 
lados.  dois  tem  area  wh  e os  outros  dois,  2 wh.  Portanto  o custo  total  dos  lados  e 
6[2 (wh)  + 2(2 wh)].  E o custo  total  e 

C = \0(2w2)  + 6{2  (ivh)  + 2(2wh)]  = 20  w2  + 3 6wh 

Para  expressar  C como  uma  funpao  somente  de  w , precisamos  eliminar  h , o que  e feito 
usando-se  o fato  de  o volume  ser  10  m3 . Dessa  forma, 

w(2w)h  - 10 

5 


o que  fornece 


10 

2 w1 


■ 


I 

j 


i. 


; 

5 


i 


Ao  estabeiecer  as  funcoes  como  as 
do  Exemplo  5,  pode  ser  proveitoso 
remeter-se  aos  principios  de  resolupao 
de  problemas,  conforme  apresentsdo 
ns  pagtna  80,  em  particular  o passo 
Entendendo  o problems. 
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Substituindo-se  essa  expressao  ha  formula  de  C,  temos 


C = 20 w2  + 36 w ( -Sr ) = 20 w2  + i80 

' W 

Logo,  a equacao 

C(  w)  = 20  w2  + ^ w > 0 

w 


v 


expressa  C como  uma  funcao  de  w. 


Se  uma  funcao  for  dada  por  uma 
formula  sem  que  seu  domlnio  seja 
expiicitado,  presume-se  que  este  seja 
o conjunto  de  todos  os  numeros  para 
os  quais  a formula  tem  sentido  e 
define  um  numero  real. 


EXEMPLI)  6 Encontre  o dommio  de  cada  funcao. 

(a)  fix)  = fx  + 2 (b)  g(x)  = — ~ — 

x “ — x 

S0LUQA0 

(a)  Como  a raiz  quadrada  de  um  numero  negative  nao  esta  definida  (como  um  numer* 
real),  o dommio  de/ eonsiste  em  todos  os  valores  de  jc  tais  que  x + 2 & 0.  Isso  e equiva 
lente  a x > —2;  assim,  o dommio  e o intervalo  [~2,oc). 

(b)  Uma  vez  que 


g(x)  — 


1 

x(x  - 1) 


e a divisao  por  0 nao  e permitida,  vemos  que  gix)  nao  esta  definida  no  caso  de  x ==  0 oi 
x — 1 . Dessa  forma,  o dommio  de  g e 

{jC  |.X  7*  0,  JC  7^  1} 


que  tambem  pode  ser  dado  na  notagao  de  intervalo  como 

"(~oo,0)  U (0,  1)  U (1,00) 

O grafico  de  uma  funcao  e uma  curva  no  piano  xy.  De  imediato  surge  uma  pergunta:  Quai 
curvas  no  piano  xy  sao  graficos  de  funpoes?  Essa  pergunta  sera  respondida  por  meio  d< 
teste  a seguir. 


leste  da  Beta  Vertical  Uma  curva  no  piano  xy  e o grafico  de  uma  funcao  de  jc  se  e 
somente  se  nenhuma  reta  vertical  corta  a curva  mais  de  uma  vez. 


A razao  da  veracidade  do  Teste  da  Reta  Vertical  pode  ser  vista  na  Figura  17.  Se  cad; 
reta  vertical  x — a interceptar  a curva  somente  uma  vez,  em  {a,b),  entao  exatamente  un 
valor  funcional  esta  definido  por  /(«)  = b.  Mas  se  a reta  jc  = a interceptar  a curva  em  doi: 
pontos,  em  {a,b)  e (a,c),  nesse  caso,  a curva  nao  pode  representar  uma  funcao,  pois  um; 
funyao  nao  pode  fazer  corresponder  dois  valores  diferentes  para  a. 


FIGURA  17 
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For  exemplo,  a parabola  x = y;  — 2 na  Figura  18(a)  nao  e o grafico  tie  uma  funcao  de 

x, pois,como  voce  pode  ver,  existem  retas  verticals  que  interceptam  a parabola  duas 
vezes.  A parabola,  no  entanto,  content  os  graficos  de  duas  f undoes  de  .v.  Observe 
que  x — y2  — 2 implica  y2  — x + 2,e  y — ±fx  + 2.  Dessa  forma,  a metade  superior 
e a inferior  da  parabola  sao  os  graficos  de  fix)  — fx  -f  2 (do  Exemplo  6(a) | e 
y(x)  — — -fx  + 2 [veja  as  Figuras  18(b)  e (c)J.  Note  que  se  invertermos  os  papeis  de  x e 

y,  entao  a equacao  x = h(y)  — y2  — 2 define  x como  uma  funcao  de  y (com  y como 
variavel  independente  e x como  varjavel  dependente),  e a parabola  agora  e o grafico  da 
funcao  h. 


— 

i 


Funcoes  Definidas  por  Partes 

As  funpoes  nos  quatro  exemplos  a seguir  sao  definidas  por  formulas  diversas  em  diferentes 
partes  de  seus  dominios. 

EXEMPLO  7 □ Seja  / a funcao  definida  pel  as  formulas 


Calcule  /(()),  /(l)  e /( 2)  e esboce  o grafico. 

SOLUCAO  Lembre-se  de  que  toda  funcao  e uma  regra.  Para  essa  funcao  em  particular  a regra  e 
a seguinte:  olhe  primeiro  o valor  do  input  x.  Se  tivermos  que  x 1 , entao  o valor  de  fix) 
sera  1 - x.  Por  outro  lado,  se  o valor  for  x > 1 . entao  o valor  de  fix)  sera  x2. 

Uma  vez  que  0 « 1.  temos  /{())  =1—0=1. 

Umavezque  1^1,  temos  /(l)  =1  - 1=0. 

Uma  vez  que  2 > 1 , temos  /( 2)  = 2 2 = 4. 

Como  fazer  o grafico  de  /?  Observamos  que  se  x 1 , entao  fix)  = I - x,  assim,  a 
parte  do  grafico  f a esquerda  da  reta  vertical  x — 1 deve  coincidir  com  a reta  y = 1 - x. 
essa  ultima  com  inclinacao  - 1 e intercepto  y igual  a 1 . Se  x > 1 , daf  f(x)  = x2,  e,  dessa 
forma,  a parte  do  grafico  / a direita  da  reta  x — 1 deve  coincidir  com  o grafico  de 
y — a ' . que  e uma  parabola.  Tudo  isso  nos  permite  esbogar  o grafico  da  Figura  19. 

O pontinho  cheio  indica  que  o ponto  (1,0)  esta  incluso  no  grafico;  o vazio  indica  que  o 
ponto  (1,1)  esta  exclufdo  do  grafico.  ? 


FSGURA  19 
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O proximo  exempJo  de  fimcao  definida  por  partes  e a funcao  valor  absoluto.  Lembre-se  de  que 
o valor  absoluto  de  um  ntimero  a.  denotado  por  | a j,  e a di  stand  a de  a ate  0 sobre  o eixc 
real.  Como  d island  as  sao  sempre  positivas  ou  nulas.  temos 


Para  uma  revisao  mass  ampla  de  va-  | a | s*  0 para  todo  niime.ro  a 

lores  absolutes,  vela  o Ape nd ice  A. 

Por  exemplo, 

| 3 | - 3 | -3  | - 3 1 0 1 - 0 j ^2  - 1 | - y/l  - j 

Em  geral,  temos 


O — TT I = 77  — O 


j a | — a se  a 2*  (} 

j a | — —a  se  a < 0 


FIGURA  20 


(Lembre-$e  de  que  se  a for  negative,  entao  —a  sera  positivo.) 

EKEf^PiO  8 □ Esboce  o grafico  da  fungao  valor  absoluto  f(x)  = \x\. 

SOLUQAO  Da  discussao  preeedente  sabemos  que 

I i f.r  se  x S3  0 

\-x  se  x < () 

Usando  o mesmo  rnetodo  empregado  no  Exemplo  7,  veraos  que  o grafico  de  f coincide 
com  a reta  v ~ x a direita  do  ejxo  y e com  a reta  y — —x  a esquerda  do  eixo  y (veja  ; 
Figura  20).  C 

EIEPPLO  3 o Encontre  uma  formula  para  a funpao  / cujo  grafico  esta  na  Figura  21 . 


5 f ■ * ) i'  V i 
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A forma  ponto-inclinacao  da 
equapao  da  reta: 

y — y\  — mix  - x, ) 

Veja  o Ape  nd  ice  B. 


SOLUQAO  A reta  que  passa  pelos  pontos  (0, 0)  e ( 1 , 1 ) tern  inclinacao  m — Leo  intercept 
v,  b — 0;  assim,  sua  equacao  e y — x.  Logo,  para  a parte  do  grafico  de  f que  liga  os  pon- 
tos (0, 0)  e ( 1 , 1 ),  temos 


fix)  = x se  0 -a  x j 

A reta  que  passa  pelos  pontos  (1,1)  e (2,0)  tern  uma  inclinacao  de  m 
maneira,  a forma  ponto-inclinacao  sera 

y ~ 0 — ( - 1 H-V  — 2)  ou  y — 2 ~ x 

Logo  temos 


1;  desst 


se 


1 < x 
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FIGURA  23 
Uma  funcao  par 


Vemos  tambem  que  o grafico  de  / coincide  com  o eixo  x para  x > 2.  Juntando  todas  as 
mformapoes,  temos  a seguinte  formula  em  ires  partes  para  f: 

f x se  {)  =£  x 1 
fix)  — \ 2 - x se  1 < x -i  2 
[O  se  x > 2 

EXEMPIO  10  n No  Exemplo  C,  no  infcio  desta  sepao,  consideramos  o custo  C(w ) do 
envio  pelo  correio  de  uma  carta  com  peso  w.  Na  realidade,  trata-se  de  uma  funcao 
definida  por  partes,  pois  a paitir  da  tabela  de  valores  temos 

f 037  se  0 < w 1 

, J 0,60  se  1 < w 2 

CtU,)  “ 1 0,83  se  2 < . < 3 

v 1 ,06  se  3 < iv  =£  4 

O grafico  e mostrado  na  Figura  22.  Voce  pode  entender  entao  por  que  as  funcoes  simiiares 
a esta  sao  chamadas  funpoes  escada  - elas  pulam  de  um  valor  para  o proximo.  Essas 
funpoes  serao  estudadas  no  Capitulo  2. 


Simetrias 

Se  uma  funpao  / satisfizer  f(~x)  — fix)  para  todo  x em  seu  domfnio,  entao  / e chamada 
funpao  par.  For  exemplo,  a funcao  f(x)  — x2  e par,  pois 

/(— x)  = ( — _e)2  — x2  — f(x) 

O signifieado  geometrico  de  uma  funcao  ser  par  e que  seu  grafico  e simetrico  em  relapao 
ao  eixo  >!  (veja  a Figura  23).  Isso  significa  que  se  fizermos  o grafico  de  / para  x 2=  0,  entao, 
para  obter  o grafico  inteiro,  basta  refletir  o que  temos  em  torno  do  eixo  y. 

Se  / satisfizer  f(~x)  — —fix)  para  todo  numero  x em  sen  domfnio,  dizemos  que  / e 
uma  funpao  fmpar . Por  exemplo,  a funpao  f(x)  — x3  e fmpar,  pois 

f(~~x)  = (-xY  = -X3  = -fix) 


yj 

y\ 
/ ! 

/V  j 

M 

j K 

-X  0 

1 j 

\T.^/ 

L-  X 

FIGURA  24 
Uma  funcao  fmpar 


O grafico  de  uma  funcao  fmpar  e simetrico  em  relapao  a origem  (veja  a Figura  24).  Se 
thermos  o grafico  de  / para  x 5?  (),  poderemos  obter  o restante  do  grafico  girando  1 80°,  o 
que  ja  temos,  em  torno  da  origem. 

EXEMPLO  11  Determine  se  a funpao  e par,  fmpar  ou  nenhum  desses  dois. 

(a)  f(x)  = x5  + x (b)  g(x)  = 1 - x4  (c)  h(x)  - 2x  - x2 

SOLUQAO 

(a)  f{-x)  - i-xf  + (-x)  - (-  l)5x5  + (-x) 

~ — x3  — X — — (x3  + x) 

= -/to 


Logo,  / e uma  funpao  fmpar. 

(b)  <?(— x)  = 1 (~-x)4  — 1 — x4  — g(x) 

Assim  g e par. 
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(c)  hi- x)  = 2(--..v)  - (-r)2  = ~2x  - x 2 

Como  h(-x)  ^ h(x } e h(-x)  ¥=■  ~h(x),  condufmos  que  h nao  e par  nem  smear. 

Os  graficos  das  funcoes  do  Exemplo  1 1 estao  na  Figura  25.  Observe  que  o urafico  de  h 
nao  e simetrico  em  relacao  ao  eixo  v nem  em  rdapao  a orieem. 


Funcoes  Crescentes  e Decrescentes 


O grafico  da  Figura  26  se  eleva  de  A para  B , cai  de  B para  C,  e sobe  novamente  de  C para 
D.  Dizemos  que  a funcao  / e crescente  no  intervalo  [a,  b\  decrescente  em  [6,  c],  e nova- 
mente crescente  em  [c\  d].  Observe  que  se  x}  e x2  forem  dois  numeros  quaisquer  entre  a e 
b com  X\  < X2,  entao  f(x i)  < f(x2).  Vamos  usar  isso  como  a propriedade  que  deline  uma 
funpao  crescente. 


v =/(•*) 


fix.) 


\f(x) 


D 


a 


x. 


1 

c 


d 


Uma  funcao  / e chamada  crescente  em  urn  intervalo  l se 

/(*■)< /to)  sempre  que  x\  < x2  em  / 
Ela  e denominada  decrescente  em  / se 

/('Vi ) > / (x2)  sempre  que  Vi  < a‘2  em  / 


Na  defini$ao  de  funcao  crescente  e importante  compreender  que  a desigualdade 
fix))  < f(xz)  deve  estar  satisfeita  para  todo  par  cie  numeros  x,  e x2  em  / com  x}  < x2. 

Voce  pode  ver  que  na  Figura  27  a funcao  f(x)  = x2  e decrescente  no  intervalo  (-» . 0}  e 
crescente  no  intervalo  [0. <»)• 


FIGURA  27 
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1.  E dado  o grafico  de  uma  funcao /. 

(a)  Obtenha  o valor  de  /(—I). 

(b)  Estime  o valor  de  /( 2). 

(c)  fix)  — 2 para  quais  valores  de  x? 

(d)  Estime  os  valores  de  x para  os  quais  fix)  = (). 

(e)  Obtenha  o domfnio  e a imagem  de/. 

( f)  Em  quais  intervalos/e  crescente? 


2.  Sao  dados  os  graficos  de/e  g. 

(a)  Obtenha  os  valores  de  /(— 4)  e g{ 3).  i '•  'V  ~ 

(b)  fix)  — £/(.v)  para  quais  valores  de  x?  -Li  l 

(c)  Estime  a solucao  da  equapao  fix)  — — 1.  Or  6 

(d)  Em  quais  intervalos/e  decrescente?  p'V-'. 

(e)  Estabeleca  o domfnio  e a imagem  de  /. 

( f)  Obtenha  o domfnio  e a imagem  de  g. 


4 


3.  As  Figures  E 1.1  e 12  foram  registradas  por  um  instrumento 
monitorado  pelo  Departamento  de  Minas  e Geologia  da 
California  pertencente-ao  Hospital  Universitario  do  Sul 

da  California.  Use-as  para  estimar  as  imagens  das  funcoes 
acderacao  do  solo  na  vertical,  na  direcao  norte-sul,  na 
leste-oeste.  na  USC  durante  o terremoto  de  Northridge. 

4.  Nesta  secao  discutimos  os  exemplos  de  funcoes  do  dia-a~dia, 
como:  a populacao  e uma  funcao  do  tempo;  o custo  da 
franquia  postal,  uma  funcao  do  peso:  a temperature  da  agua,  do 
tempo.  De  ires  novos  exemplos  de  funcoes  cotidianas  que 
possam  ser  descritas  verbalrnente.  O que  voce  pode  dizer  sobre 
o domfnio  e a imagem  de  cada  uma  dessas  funcoes?  Se 
possfvef,  esboce  um  grafico  de  cada  uma  del  as. 


5-8  Determine  se  a curva  dada  e o grafico  de  uma  funcao  de  ;v. 
Se  lor  o caso.  obtenha  o domfnio  e a imagem  da  funcao. 


L 

q 

1 

[ 

U 

i 

j/" 

■ "1 

i 

jy 

1 

v 
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-X\ 

0 
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j- 

i 
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i 

J 

1 

IT 

j 
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V 

0 

__ 

1 

X 

9.  0 grafico  mostra  o peso  de  uma  certa  pessoa  como  uma  funcao 
da  idade.  Desere va  em  palavras  como  o peso  dessa  pessoa 
varia  com  o tempo.  O que  voce  acha  que  esta  acontecendo  aos 
30  anos? 


Peso 

(libras) 


200 

__  t 

130" 

j 

/ 

100: 

/ 

/ 

50 " 

■ 

0 

10  20  30  40  50  60  70 

klade 

(anos) 


10.  O grafico  mostra  a djstancia  que  urn  caixei.ro- viajante  esta  de  sua 
casa  em  um  certo  dia  como  uma  funcao  do  tempo.  Descreva  em 
palavras  o que  o grafico  indica  sobre  suas  andancas  nesse  dia. 


Distancia  I 
de  casa  ! 
(milhas) 


8(manha)  10  meiocli. 


4 6 to 

(boras) 
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11.  Ponha  cubes  de  gelo  em  um  copo,  encha-o  com  agua  geSada  e 
deixe-o  sobre  uma  mesa.  Descreva  como  vai  variar  no  tempo  a 
temperatura  da  agua.  Esboce  entao  um  grafico  da  temperatura 
da  agua  como  uma  funcao  do  tempo  decorrido. 

12.  Esboce  um  graft co  do  numero  de  boras  di  arias  com  a luz  do 
sol  como  uma  funcao  do  tempo  no  decorrer  de  um  ano. 

13.  Esboce  um  grafico  da  temperatura  externa  como  uma  funcao 
do  tempo  durante  um  dia  tfpico  de  primavera  na  zona 
temperada  do  Hemisferio  Norte. 

14.  Coloque  uma  torta  gelada  em  um  fomo  e asse-a  por  uma  hora. 
Entao  tire- a do  fomo  e deixe-a  es friar  antes  de  come-la. 
Descreva  como  varia  no  tempo  a temperatura  da  torta.  Esboce 
urn  grafico  da  temperatura  da  torta  como  uma  lungao  do  tempo. 

15.  Um  homem  apara  seu  gramado  toda  quarta-feira  a tarde. 
Esboce  o grafico  da  altura  da  grama  como  uma  funcao  do 
tempo  no  decorrer  de  um  perfodo  de  quat.ro  semanas. 

16.  Um  aviao  vai  de  um  aeroporto  a outro  em  uma  hora,  e a 
distant ia  entre  eles  e de  400  milhas.  Se  t representa  o tempo 
em  minutos  desde  a partida  do  aviao,  seja  x(t)  a distancia 
horizontal  percorrida  e y(t)  a altura  do  aviao. 

(a)  Esboce  um  possfvel  grafico  de  x(t). 

(b)  Esboce  urn  possfvel  grafico  de  y(t). 

(c)  Esboce  um  possfvel  grafico  da  velocidade  no  chao. 

(d)  Esboce  um  possfvel  grafico  da  velocidade  na  vertical. 

17.  Uma  estimativa  anual  do  numero  N (em  milhares)  de  assinantes 
de  telefones  celuJarcs  na  Malasia  e mostrado  na  tabela 


1991 

1993 

1995  1997 

N 

132 

304 

873  j 2.46.1 

(a)  Use  os  dados  da  tabela  para  esbocar  o grafico  de  N como 
uma  fungao  t. 

(b)  Use  seu  grafico  para  estimar  o numero  de  assinantes  de 
telefones  celulares  na  Malasia  nos  anos  de  1994  e 1996. 

18.  Os  registros  de  temperatura  T (em  °F)  foram  tornados  de  duas 
em  duas  boras  a partir  da  meia-noite  ate  as  14  horas,  em 
Dallas,  em  2 de  junho  de  2001 . O tempo  foi  medido  em  horas 
apos  a meia-noite. 


(a)  Use  os  registros  para  esbocar  um  grafico  de  T como  uma 
funcao  de  t. 

(b)  Use  seu  grafico  para  estimar  a temperatura  as  1 1 horas  da 
manha. 

19,  Sc  fix)  - 3,r  - x + 2,  encontre  f{2),f{-2),f(a),f(-a),f(a  + ! ), 
2f(a)J(2a),f(a%  \f(a)¥  efia  + h). 

20,  Um  balao  esferico  com  raio  de  r polegadas  tern  o volume 
y(r)  --  -nr . Encontre  uma  funcao  que  represente  a 
quantidade  de  ar  necessaria  para  inflar  o balao  de  um  raio 
r ate  um  raio  r 4 1 polegadas. 


...  fix  4-  h)  — fix) 

tmcontre  j (2  + h).  fix  + /?.)  e — 

onde  h # ().  h 


21.  fix)  A'  ""  A2 


22,  fix)  = ■ — 
J " x + 


Encontre  o domfnio  da  funcao. 


23.  fix)  - ------- 

3x~  1 

25.  /(/)  = ft  + ift 

27 . h ( v)  - —j 

'll  x 5.v 


„ _ 5x44 

24.  fix)  = — — r~ 
x + 3a + 2 

26.  g(u)  = fin  + 


28.  Encontre  o dominie  e a imagem  e esboce  o grafico  da  funcao 
h(  f)  — v 4 a - . 

29-40  L:  Encontre  o domfnio  e esboce  o grafico  da  fungao. 

1 ,, 


29.  fix)  -----  5 

31.  fit ) = f - 6t 

33.  g(x)  - f x _ 5 

_.  . 3.v  + a 

35.  6(a)  — 

37.  /(,,  - {;  + , 

. , f 2x  4- 

38- 

39.  f{x)  = \ \+  2 


30.  Fix)  — —(a  4 3) 
2 

4 - r 

32.  Hit)  - — — 

2 - 1 

34.  Fix)  — l2x  + ! i 
|.v| 

36.  gix)  — — 7 


x se  x 0 

x + 1 se  x > 0 

2x  + 3 se  x < ~ 1 
3 - x se  .0-1 

x + 2 se  x — 1 

a2  se  x > —1 


{ — 1 se  a — 1 
3a  + 2 se  | x | < 1 
7 — 2a  se  x 1 

41-46  Encontre  uma  expressao  para  a funcao  cujo  grafico  e a 
curva  dada. 

41.  O segrnento  de  reta  unindo  os  pontos  ( — 2,  1)  e (4,  —6). 

42.  O segrnento  de  reta  unindo  os  pontos  ( — 3,  —2)  e (6, 3). 

43.  A paite  de  baixo  da  parabola  x 4-  ( v --  j )2  — 0. 

44.  A parte  de  cima  do  circuit}  (a  — l}2  4-  y2  « ] . 
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47-51  Encontre  uma  formula  para  a funcao  descrita  e obtenha  seu 

domfnio. 

47.  Um  retangulo  tem  ura  penmetro  de  20  metros.  Expresse  a area 
do  retangulo  coino  uma  funcao  do  comprimento  de  um  de  sens 
lados. 

48.  Um  retangulo  tem  uma  area  de  16  m2 . Expresse  o perfmet.ro 
do  retangulo  coroo  uma  funcao  do  comprimento  de  uni  de  sens 
lados. 

49.  Expresse  a area  de  urn  triangulo  equilatero  como  uma  funcao  do 
comprimento  de  um  lado. 

50.  Expresse  a area  superficial  de  um  cubo  como  uma  funcao  de 
seu  volume. 

51.  Uma  caixa  retangular  aberta  com  volume  de  2 nr  tem  uma 
base  quadrada.  Expresse  a area  superficial  da  caixa  como  uma 
funcao  do  comprimento  de  um  lado  da  base. 


52.  Uma  janela  normanda  tem  um  formato  de  um  retangulo  em 
cima  do  qua!  se  coloca  ura  semicfrculo.  Se  o perfmetro  de  uma 
janela  for  de  30  pes,  expresse  a area  A da  janela  como  uma 
funcao  de  sua  largura  x. 


X H 


53.  Uma  caixa  sem  a tampa  deve  ser  construfda  de  um  pedago 
retangular  de  papelao  com  dimensdes  12  por  20  polegadas. 
Devem-se  cortar  os  quadrados  de  lados  x de  cada  canto  e 
depois  dobrar,  con  forme  mostra  a figura.  Expresse  o volume 
V da  caixa  como  uma  funcao  de  x. 


54.  Uma  companhia  de  taxi  cobra  $ 2 pela  primeira  milha  (ou 

fraqao  dela)  e 20  centavos  a cada  decimo  de  milha  adicional  (ou 
fra^ao).  Expresse  o custo  C (em  $)  de  uma  corrida  como 
uma  fungao  da  distancia  x percorrida  (era  milhas)  para 
0 < x < 2 e esboce  o grafico. 


55.  Em  um  certo  pais,  o imposto  de  renda  e cobrado  da  seguinte 
forma.  Sao  isentos  os  que  tem  rendimento  ate  $ 10.000.  Para 
qualquer  renda  acima  de  $ 10.000  e cobrado  um  imposto  de 
10%,  ate  $ 20.000.  E acima  de  $ 20.000  o imposto  e de  15%. 


(a)  Esboce  o grafico  do  imposto  de  renda  R como  uma  funcao  da 
renda  I. 

(b)  Qua!  o imposto  cobrado  sobre  um  rendimento  de  $ 14.000? 
E sobre  $ 26.000? 

(c)  Esboce  o grafico  do  imposto  total  cobrado  T como  uma 
funcao  da  renda  I. 

56.  As  funcoes  no  Exemplo  10  e nos  Exercfcios  54  e 55(a)  sao 
chamadas  fungdes  escada,  em  virtude  do  aspeeto  de  sens 
graficos.  De  dois  outros  exemplos  de  funqoes  escada  que 
aparecem  no  dia-a-dia. 

57-58  Os  graficos  de/ e de  g sao  mostrados  a seguir.  Verifique  se 
cada  funcao  e par,  fmpar  ou  nem  par  nem  fmpar.  Justifique  seu 
raciodnio. 

57.  58. 


59.  (a)  Se  o ponto  (5, 3)  estiver  no  grafico  de  uma  funcao  par,  que 

outro  ponto  tambem  devera  estar  no  grafico? 

(b)  Se  o ponto  (5,  3)  estiver  no  grafico  de  uma  funcao  fmpar, 
que  outro  ponto  devera  tambem  estar  no  grafico? 

60.  Uma  funfao / tem  o domfnio  [-5,  5]  e e mostrada  uma  parte  do 
seu  grafico. 

(a)  Complete  o grafico  de/sabendo  que  ela  e uma  funcao  par. 

(b)  Complete  o grafico  de/sabendo  que  ela  e uma  funcao  fmpar. 


y > 

/ 

J 

/ 

/ 

-5 

”~0 

5 •* 

61-66  □ Determine  se  / e par,  fmpar  ou  nenhtim  dos  dois.  Se  / for 
par  ou  fmpar,  use  a simetria  para  esbocar  seu  grafico. 


61.  f(x)  = x~2 
63.  fix)  = x'  + x 
65.  f(x)  = x*-x 


62.  f(x)~x~3 

64.  fix ) « jc4  - 4x2 

66.  f(x)  — Sx3  + 2a:2  + I 
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Modelos  Matematicos:  Uma  Relacao  de  Funcoes  Essenciais 


Um  modelo  matematico  e uma  descrigao  matematica  (freqiientemente  por  meio  de  lima 
fungao  ou  de  uma  equacao)  de  um  fenomeno  do  mundo  real,  como  o tamanho  de  uma  popu- 
lacao,  a demanda  por  um  produto,  a velocidade  de  um  objeto  caindo.  a concentragao  de  urn 
produto  em  uma  reagao  qutmica,  a expectativa  de  vida  de  uma  pessoa  ao  nascer  ou  o custo  da 
redugao  dos  poluentes.  O proposito  do  modelo  e entender  o fenomeno  e talvez  fazer 
predigoes  sobre  um  comportarhento  futuro. 

A Figura  1 ilustra  o processo  de  modelagem  matematica.  Dado  urn  problema  do  mundo 
real,  nossa  primeira  tarefa  e formular  um  modelo  matematico  por  meio  da  identificacao  e 
especificagao  das  variaveis  dependentes  e independentes  e da  realizacao  de  hipoteses  que  sini- 
plifiquem  o fenomeno  o sufieiente  para“toma-lo  matematicamente  tratavel.  Usamos  nosso 
conhecimento  da  situaeao  ffsica  e nossa  destreza  matematica  para  obter  as  equagoes  que  rela- 
eionam  as  variaveis.  Em  situa^oes  em  que  nao  existe  uma  lei  fisica  para  nos  guiar,  pode  ser 
neeessario  coletar  dados  (de  uma  biblioteca,  da  Internet  ou  eonduzindo  nossos  proprios  expe- 
rimentos)  e examina-los  na  forma  de  uma  tabela,  a fim  de  perceber  os  padroes.  Dessa  repre- 
sentaeao  numerica  de  uma  funeao  podemos  obter  uma  representagao  grafiea  desenhando  os 
dados.  Esse  grafico  pode  ate  sugerir  uma  formula  algebrica  apropriada  em  alguns  casos. 


FfGURA  1 
Processo  de  modelagem 


Problema  do 
mundo  real 


Predigoes  sobre } 
o mundo  real  S 


Formular 


matematico 


Resolver 


Interpretar 


Conclusdes 

matematicas 


O segundo  estagio  e apliear  a matematica  que  sabemos  (tal  como  o calculo  a ser  desem 
volvido  neste  livro)  ao  modelo  matematico  que  formulamos,  a fim  de  tirar  as  conclusoes. 
Entao,  em  um  terceiro  estagio,  interpretamos  as  conclusoes  matematicas  como  infor- 
magoes  sobre  o fenomeno  original  e oferecemos  explicagoes  ou  fazemos  predigoes.  A 
etapa  final  e testar  nossas  predigoes  com  o que  acontece  de  novo  no  mundo  real.  Se  as 
predigoes  nao  se  ajustam  bem  a realidade,  precisamos  refinar  nosso  modelo  ou  formular 
um  novo  modelo  e comegar  novamente  o ciclo. 

Um  modelo  matematico  nunca  e uma  representacao  completamente  precisa  de  uma 
situagao  ffsica  — e uma  idealizagdo . Um  bom  modelo  simplifica  a realidade  o bastante 
para  permitir  calculos  matematicos,  mantendo,  porem,  uma  precisao  sufieiente  para  con- 
clusoes apreciaveis.  E import  ante  entender  as  limitacoes  do  modelo.  A palavra  final  esta 
com  a Mae  Natureza. 

Existem  varios  tipos  diferentes  de  fungoes,  as  quais  potlem  ser  usadas  para  modelar  as 
relagoes  observadas  no  mundo  real.  A seguir,  discutiremos  o comportamento  e os  graficos  des- 
sas  fungoes,  e daremos  exemplos  de  situagoes  rnodeladas  apropriadamente  por  elas. 


L«J  Modelos  Lineares 

Quando  dizemos  que  y e uma  fungao  afim  de  a\  queremos  dizer  que  o grafico  da  fungao  e 
uma  reta;  assim,  podemos  usar  a forma  inclinagao-intercepto  da  equagao  de  uma  reta  para 
escrever  uma  formula  para  a fungao,  ou  seja 
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v — fix)  — rnx  + b 

onde  m e o coeficiente  angular  da  ret  a e b e o intercepto  v. 

Uma  caracterfstica  peculiar  das  funcoes  alms  e que  elas  variant  a uma  taxa  constante.  For 
exempio.  a Figure  2 mostra  o grafico  da  funcao  afim  fix)  = 3:v  - 2 e uma  tabela  de  valores 
amostrais.  Note  que  quando x sofre  um  aumento  em  0,1 , o valor  de  fix)  se  eieva  em  03.  Dessa 
forma,  fix)  cresce  ires  vezes  mais  rapido  que  x.  Assim.  a indinacao  do  grafico  de  v = 3;v  - 2. 
isto  6,3,  pode  ser  interpretada  corno  a taxa  de  variacao  de  y em  relacao  a x. 
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FSGURA3 


(a)  A medida  que  o ar  seco  move-se  para  cima  ele  se  expande  e esfria.  Se  a tempera  fur  a 
do  solo  for  de  20  °C  e a temperatura  a uma  altura  de  1 km  for  de  10  °C.  expresse  a tem- 
peratura T (em  °C)  como  uma  funcao  da  altura  h (em  km),  supondo  que  urn  modelo 
linear  seja  apropriado. 

(b)  Faca  um  grafico  da  funcao  na  parte  (a).  O que  represents  a indinacao? 

(c)  Qual  e a temperatura  a 2,5  km  de  altura? 

S01UQA0 

(a)  Como  estamos  supondo  que  T e uma  funcao  linear  de  h,  podemos  escrever 

T — mh  + b 

Nos  e dado  que  T = 20  quando  h = 0,  assim, 

20  - m * 0 + b = b 

Em  outras  palavras,  o interceptor’  e b = 20. 

Tarn  be  m nos  e dado  que  7 — 10  quando  h = 1 , dessa  forma, 

10  - m • I + 20 

A indinacao  da  reta  e,  portanto,  m = 10  — 20  — — JO  e a funcao  afim  procurada  e 

T=  - mh  + 20 

(b)  O grafico  esta  e shoe  ado  na  Figura  3.  A indinacao  e igual  a m = - 10  °C/km,  e re- 
presenta  a taxa  de  variacao  da  temperatura  em  relacao  a altura. 

(c)  A uma  altura  de  h = 2.5  km.  a temperatura  e 

—10(2,5)  I 20  - -5°c 

Se  nao  existii  uma  lei  ffsica  ou  principio  que  nos  ajude  a formuiar  o modelo,  construe 
mos  um  modelo  empirico,  inteiramente  baseado  em  dados  coletados.  Procuramos  uma 
curva  que  se  ajuste  aos  dados  no  sentido  de  que  da  capte  a tendencia  dos  pontos  dados. 


TABELA  1 
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cXktar'kU  * A fa  be!  a 1 fomece  uma  lista  de  nfveis  medics  de  dioxido  de  carbono  na 
atmosfera.  medidos  em  partes  por  miJhao  no  Observ  atorio  de  Mauna  Loa,  de  1980  a 2000. 
Use  os  dados  da  Tabela  1 para  encontrar  urn  modelo  para  o ravel  de  dioxido  de  carbono. 

S0LUCA0  Vamos  ttsar  os  dados  da  tabela  para  fazer  urn  mapa  de  dispersao  na  Figura  4. 
onde  / represent  a o tempo  (em  anos)  e C.  o nfvel  de  C()2  (em  ppm). 

C f 
370  ■} 

360  • 

350  • 

340  { 


FIGURA  4 1 , ; , * 

Mapa  de  dispersao  para  j 1980  1985  1990  1995  2000  { 

o nlvel  medio  de  C02 


Observe  que  os  pontos  estao  muito  proximos  de  uma  linha  reta;  dessa  forma,  e natural  esco- 
lher  urn  modelo  linear  nesse  caso.  Porem.  ha  inumeras  possibilidades  de  retas  para  aproximar 
esses  pontos.  Qual  devenamos  usar?  Do  grafieo,  vemos  que  uma  possibilidade  e a reta  que  passa 
pelo  primeiro  e o ultimo  pontos  dados.  A inclinacao  dessa  reta  e 

369,4  - 338 ,7  _ 30 .7  _ ^ 

2000-1980  “ 20 


e sua  equacao  e 


C - 338,7  - 1,535  (t~  1980) 


ou 

ill  C = 1 ,535/  - 2.700,6 

A Equacao  1 fomece  uni  modelo  linear  posstvel  para  o nivej  de  dioxido  de  carbono; 
seu  grafieo  esta  mostrado  na  Figura  5. 


FIGURA  5 
Modelo  linear  por  meio  do 
primeiro  e do  ultimo  pontos  dados 
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Enibora  nosso  modelo  se  ajuste  razoavelmente  aos  dados,  ele  da  valores  mais  altos 
que  a maior  parte  dos  nfveis  reals  de  CO?.  Urn  modelo  linear  melhor  e obtido  por  meio  de  urn 
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Ediisrs  Tiismsan 


: Um  computador  ou  uma 
calculadora  grafica  encontra  a 
reta  de  regressao  peso  Metodo 
dos  Minimos  Quadrat  icos,  que  e 
minimizar  a soma  dos  quadrados 
das  di  stand  as  verticals  entre  os 
pontos  dados  e a reta.  Os 
detalhes  serao  esciarecidos  na 
Secao  14.7  do  Volume  2. 


procedimento  da  estatfstica  chamado  regressao  linear.  Se  utilizarmos  uma  calculadora  gra- 
fica, inserimos  os  dados  da  Tabela  Lea  calculadora  esoolhe  o comando  de  regressao  linear. 
(Com  o Maple  usamos  o comando  fit  [least  square]:  com  o Mathematica  empregamos  o 
comando  Fit)  A maquina  da  a inclinacao  e o intercepto  y da  reta  de  regressao  corno 

m = 1.53818  b - -2.707.25 

Assim,  nosso  modelo  de  minimos  quadrados  para  o nfvel  de  CO2  e 
H]  C=  1,538.1 8r-  2.707,25 

Na  Figura  6 fizemos  o grafico  da  reta  de  regressao  e marcamos  os  pontos  dados. 
Comparando-a  com  a Figura  5 vemos  que  ela  fomece  um  ajuste  melhor  que  o anterior  para 
nosso  modelo  linear. 


FIGURA  6 
Reta  de  regressao 


EXEMPLO  3 □ Use  o modelo  linear  pel  a Equa^ao  2 para  estimar  o nfvel  medio  de  CO2 
em  1987  e predizer  o nfvel  do  ano  era  2010.  De  acordo  com  esse  modelo,  quando  o nfvel 
de  COj  excedera  400  ppm? 

S01UQA0  Usando  a Equafjao  2 com  1 = 1987,  estimamos  que  o nfvel  medio  de  CO2  sera 

C(I987)  - (1,53818)0987)-  2.707,25  ~ 349,11 

Esse  e um  exemplo  de  interpolagao,  pois  estimamos  um  valor  entre  os  valores  observa- 
dos.  (De  fato,  o Observatorio  de  Mauna  Loa  registrou  em  1987  um  nfvel  medio  de  CO2 
de  348,93  ppm;  assim,  nossa  estimative  e bem  precisa.) 

Com  t — 2010,  obtemos 

C(2010)  - (1,53818)(2010)  - 2.707,25  * 384,49 

Predizemos  entao  que  o nfvel  medio  de  CO2  no  ano  de  2010  sera  de  38425  ppm.  Esse  e 
um  exemplo  de  extrapolacao , pois  predizemos  um  valor  fora  da  regiao  de  observa9oes. 
Conseqlientemente,  estamos  muito  menos  seguros  sobre  a precisao  dessa  nossa  predi^ao. 
Usando  a Equacao  2,  vemos  que  o nfvel  de  CO2  excedera  400  ppm  quando 

1 33818?  - 2.707,25  > 400 
Resolvendo  essa  desigualdade,  obtemos 


3.107,25 
^ 1,53818 


2.020,08 
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Portanto  estamos  predizendo  que  o mvel  de  C02  vai  exceder  400  ppm  no  ano  2020.  Essa 
predtcao  e urn  pouco  arriscada.  pois  envoi ve  urn  tempo  hein  distante  de  nossas  observafoes. 
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13  Pol i ii 6m  i os 

Uma  funcao  P e denominada  polinomio  se 

P{x)  ~ a„x'‘  4 an-.\xn"1  4 • • • 4-  a2x~  4 atx  4-  a» 

onde  n e um  inteiro  nao  negativo.  e os  numeros  a0,  au  a2, . . . , a„  sao  constantes  chamadas 
coeficientes  do  polinomio.  O domfnio  de  cjualquer  polinomio  e IR  — (~~oo.oe).  Se  o coefi- 
ciente  dominante  a„  t6  0,  entao  o gran  do  polinomio  e n.  Por  exemplo,  a funcao 

P(x)  - - a4  4 |a3  4-  3 

e um  polinomio  de  grau  6. 

Um  polinomio  de  grau  1 e da  forma  P(x)  — mx  4 b e.  portanto.  e uma  funcao  afim.  Um 
polinomio  de  grau  2 e da  forma  P(x)  — ax 2 + bx  4-  c e e chamado  funcao  quadra tica. 
O grafico  de  P e sempre  uma  parabola  obtida  por  translates  da  parabola  y — ax2,  con- 
forme  veremos  na  proxima  segao.  A parabola  abre-se  para  cima  se  a > 0 e para  baixo  quando 
a < 0.  (Veja  a Figura  7.) 


FIGURA  7 
Os  graficos  de  funcoes 
quadraticas  sao  parabolas 


(a)  y = jd  + x + 1 


(b)  y ~ -2x 1 + 3x  + I 


FIGURA  8 


Um  polinomio  de  grau  3 tern  a forma 

P(x)  — ax  ' + bx2  4-  cx  4 d 


e e chamado  funcao  cubica.  A Figura  8 mostra  o grafico  de  uma  funpao  cubiea  na  parte 
(a)  e os  graficos  dos  polinomios  de  grau  4 e 5 nas  partes  (b)  e (c).  Vamos  ver  mais  adiante 
por  que  os  graficos  tem  esses  aspectos. 
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Os  polinomios  sao  usados  comumente  para  modelar  varies  quant  idades  que  ocorrem  em 
ciencias  sociais  e naturals.  For  exempio,  na  Secao  3.3  explicaremos  por  que  os  economistas  fre- 
quentemente  usara  um  poliiiomio  Fix')  para  represents  o custo  na  producao  de  ,v  unidades  de 
um  produto.  No  exempio  a seguir  vamos  usar  uma  ftinqao  quadrat ica  para  models  a queda  de 
uma  bola. 


TABELA  2 


^ 

= c uipO 

j -S.  i S 

(metros) 

0 

450 

■j 

445 

■7 

431 

3 

408 

4 

375 

5 

332 

6 

279 

7 

216 

9 

61 

EXEMPIO  4 □ Uma  bola  e deixada  cair  desde  o topo  da  Tone  CN,  450  m acima  do  chao,  e 
sua  altura  h acima  do  solo  e registrada  em  intervalos  de  1 segundo  na  Tabela  2.  Eocontre  um 
modelo  para  ajustar  os  dados  e use-o  para  predizer  o tempo  apos  o qua)  a bola  atinge  o chao. 

S0LUQA0  Vamos  fazer  um  gralieo  de  dispersao  na  Figura  9 e observar  que  um  model o 
linear  nao  e apropriado.  Parece  que  os  pontos  podem  estar  sobre  uma  parabola;  assim. 
vamos  tentar  um  modelo  quadratic©.  Usando  uma  eatculadora  graft  ca  ou  um  CAS  (que 
usa  o metodo  dos  mtnimos  quadrados),  obtemos  o seguinte  modelo  quadratico: 

[fl  h = 449,36  + 0,96/  - 4,906 


h 

■ h 4 

(metros) 

1 

400 

' < 400 1 

200 

200  - 

0 

2 4 6 8 / 0 

(segundos) 

FIGURA  9 

Mapa  de  dispersao  para  uma  bola  caindo 


FIGURA  10 

Modelo  quadratico  para  uma  bola  caindo 


Na  Figura  10  fizemos  um  gralico  da  Equacao  3 junto  com  os  pontos  dados  e vimos 
que  o modelo  quadratico  t’ornece  um  ajuste  muito  bom. 

A bola  atinge  o chao  quando  h — 0,  assim  resolvemos  a equacao  quadratics 

--  4.90/-  1 0,96/  + 449,36  = 0 


A formula  quadratica  fomece 

-0,96  ± x'(0'96)(i) 2  - 4(  - 4 .90)  (49936) 

1 ~~  ~~~ 2 (—4,90) 

A raiz  positiva  e / = 9,67;  dessa  forma,  predizemos  que  a bola  vai  atingir  o chao  apos 
9,7  segundos. 


Funcoes  Potencias 


Uma  funcao  da  forma  f(x)  — xa,  onde  a e uma  constante,  e chamada  ftincao  poteneia. 
Vamos  considerar  varies  casos. 


(i)  a — n onde  n e um  inteiro  positivo 

Os  graficos  de  f(x)  — xn  para  n ~ 1 , 2, 3, 4 e 5 estao  na  Figura  1 1 . (Esses  sao  polinomios 
com  um  so  tenno.)  Ja  conheeiamos  os  graficos  de  y — x (uma  reta  passando  pela  origem 
com  inclina^ao  !)  e y — x 2 [uma  parabola  - veja  o Exempio  2(b)  da  Secao  1.1]. 
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FIGURA  1 1 GrSficos  de  fix)  =»  x”  para  n «=  1.2.  3,4  e 5 


A forma  gerai  do  grafico  de  fix)  = x"  depende  de  /?  ser  par  ou  fmpar.  Se  n for  par,  entao 
fix)  — xn  sera  uma  funcao  par  e seu  grafico  e similar  ao  da  parabola  y = x2.  Se  n for  fmpar, 
entao  fix)  = xn  sera  uma  funcao  fmpar  e seu  grafico  e similar  ao  de  y = x\  Observe  na 
Figura  12,  porem,  que  a medida  que  n cresce,  o grafico  de  y ~ x'1  toma-se  mais  achatado 
proximo  de  zero  e mais  inclinado  quando  \ x\  ^ 1.  (Se  x for  pequeno,  entao  x2  e menor;  x3 
sera  ainda  menor;  e x4  sera  rnuito.  mas  muito  menor,  e assim  por  diante.) 


yt 


FIGURA  12  / 

Famflias  de  funcoes  potencias 

(11)  a — 1/n,  onde  n e um  inteiro  positivo 

A funcao  fix)  = x!/”  = '4~x  e uma  fungao  raiz.  Para  n = 2,  ela  e a funcao  raiz  quadrada 
f(x)  = vx,  cujo  domfnio  e [0,  «>)  e cujo  grafico  e a parte  superior  da  parabola  x = y2 
[veja  a Figura  13(a)].  Para  outros  valores  pares  de  n,  o grafico  de  y ~ sfc  e similar  ao  de 
- y = v'x.  Para  n = 3,  ternos  a funcao  raiz  oubica  fix)  = fx  cujo  domfnio  e iR  (lembre-se 
de  que  todo  numero  real  tern  uma  raiz  cubica)  e cujo  grafico  esta  na  Figura  13(b).  O 
grafico  de  y - tfx  para  n fmpar  in  > 3)  e similar  ao  de  y — -p. 


FIGURA  13 
Grafieos  das  funcoes  raizes 
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1 


FIGURA  14 
A funcao  reciproca 


'iU'i  a — -1  ' 

O grafico  da  funcao  reciproca  f(x)  = x~l  = \/x  esta  na  Figura  .14.  Seu  graft co  tem  a 
equacao  y = l/x,  ou  xy  — l.ee  uma  hiperbole  com  eixos  coordenados  como  suas 
assmtotas. 

Essa  funcao  surge  em  frsica  e qumiica  era  conexao  corn  a Lei  de  Boyle,  que 
estabelece  que,  sendo  constante  a ternperatura,  o volume  de  urn  gas  e inversamente 
proporcional  a pressao: 


onde  C e uma  constante.  Assim,  o grafico  de  V como  uma  funcao  de  P (veja  a Figura  15) 
tem  o mesmo  aspecto  gera!  da  metade  a direita  da  Figura  14. 


FIGURA  15 
\44ume  como  uma  funcao  da 
pressao  a ternperatura  constante 
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FIGURA  16 


2xi  ~X‘  + 1 
x J - 4 


Out.ro  exemplo  do  uso  da  funcao  potencia  na  model agem  de  um  fendmeno  fisico  e 
discutido  no  Exercfcio  22. 


Fungoes  Racionais 


Uma  funcao  racional  / e a razao  de  dois  polindmios: 


/(*)  = 


P(x) 

QU) 


onde  P e Q sao  polinomios.  O dominio  consiste  em  todos  os  valores  de  x tais  que 
Q(x)  # 0.  Um  simples  exemplo  de  uma  funcao  racional  e a funcao  f(x)  — l/x,  cujo 
dominio  e {x  | x # 0};  esta  e a funcao  reciproca  cujo  grafico  esta  na  Figura  14.  A 
funcao 


/(*)  “ 


2x4  — x2  + .1 
~ x2'  - 4 


e uma  funcao  racional  com  dominio  {x\x  ¥*  ±2}.  Seu  grafico  esta  na  Figura  16. 

L J Fungoes  Aigebricas 

Uma  fungao  f e chamada  fungao  algebrica  se  puder  ser  constriuda  usando-se  opera- 
goes  aigebricas  (como  adicao,  subtragao,  multiplicagao,  divisao  e extragao  de  raizes) 
comegando  com  os  polindmios.  Toda  fungao  racional  e automaticamente  uma  fungao 
algebrica.  A seguir  estao  mais  alguns  exemplos: 


f{x)  = Vx2  + I g(x)  = 


x4  - 16x~ 


+ (x  — 2)yfx 
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its 


Quando  esbocarmos  as  funcocs  algebncas  no  Capftulo  4 veremos  que  graficds  podec 
assumir  uraa  variedade  de  formas.  A Figura  17  ilustra  algumas  dessas  P°$sibilidades. 


FiGURA  17 
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(a)/(-x)  = x v 

J+l 

lb)  g(x)  = 

. v 


0 1 

(e)  hix)  = x^(x  - 2f 


Urn  exemplo  de  fungao  algebriea  ocorre  na  Teoria  da  Relatividade.  A massa  de  um 
parttcula  com  lima  velocidade  v e 


m — f(v)  — 


m0 


v'  l - v2/c- 


onde  m0  e a massa  da  parttcula  no  repouso  e c — 3,0  X 105  km/s  e a velocidade  d 
luz  no  vacuo. 


I .,,11  Fungoes  Trigonometricas 

Ha  uma  revisao  de  trigonometria  e de  fungoes  trigonometricas  no  Apendice  D.  Em  calcul 
convencionamos  usar  sempre  a medida  de  angulos  em  radianos  (exceto  quando  explicits 
mente  mencionado).  Por  exemplo,  quando  utilizamos  a fungao  fix)  — senx,  deve  se 
entendido  que  sen  x signifies  o seno  de  um  Angulo  cuja  medida  em  radianos  e x.  Assim,  o 
graficos  das  fungoes  seno  e cosseno  estao  na  Figura  18. 


(a) fix)  = sen  x 

FIGURA  18 


■ft 

I Observe  que  tanto  para  a fungao  seno  quanto  para  a fungao  cosseno  o dominio  e (— oc,  oc 

e a imagem  e o intervalo  fechado  [—1,1].  Dessa  forma,  para  todos  os  valores  de  x temos 


sen  x 


cos  x 


ou,  em  termos  de  valores  absolutos, 

| sen  X | 1 | COS  x\  1 
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FIGURA  19 
y tg  „r 


Da  mesma  forma,  os  zeros  da  funcao  seno  ocorrem  nos  nnlltiplos  inteiros  tie  isto  e. 

sen  .v  — 0 quando  x — n tt  n e urn  inteiro 

bma  propriedade  importante  das  funcoes  seno  e cosseno  e que  elas  sao  periodicas  com 
Um  periodo  2 tt.  Is  so  significa  que,  para  todos  os  valores  de  x. 


sen(x  + 2 t r)  = sen 


COS(>  + 2 77)  = COS  JC 


A natureza  periodica  dessas  funcoes  torn  a - as  adequadas  a modelagem  de  fenomenos  repe- 
titivos.  tais  como  mares,  cordas  vibrantes  e ondas  sonoras.  Por  exemplo,  no  Exemplo  4 da 
Se^ao  ] .3  veremos  que  o modelo  razoavel  para  o numero  de  horas  com  a luz  solar  na 
Hladelfia  / dias  apos  l2  de  Janeiro  e dado  pela  funcao 


Ur) 


12 


(/  - 80) 


A funcao  tangente  relaciona-se  com  as  funcoes  seno  e cosseno  pda  equagao 


sen  x 

tg  x = 

COS  X 

e seu  grafico  esta  na  Figura  19.  Ela  nao  esta  definida  quando  cos  x — 0,  isto  e,  quando 
-V  ~ ± tt/2,  ±3tt/2,  ...  . Sua  imagem  e (— oc?  cc). 

Observe  que  a funcao  tangente  tern  periodo  tt: 

tg  (A  A tt)  — tg  x para  todo  .r 

As  tres  funcoes  trigonometricas  remanescentes.  cossecante,  secante  e cotangente,  sao 
as  recfprocas  das  funcoes  seno,  cosseno  e tangente.  Sens  graficos  estao  no  Apendice  D. 


t Funcoes  Exponenciais 

As  funcoes  exponenciais  sao  da  forma  fix)  = a\  onde  a base  a e uma  constante  positiva. 
Os  graficos  de  y — 2*  e y = (0,5)'  estao  na  Figura  20.  Em  ambos  os  casos  o domfnio  e 
(— so, cc)  e a imagem  e (0.-A). 


FIGURA  20 
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(b)  y = (0,5/ 


As  funcoes  exponenciais  serao  estudadas  em  detaihes  na  Secao  1.5,  e veremos  que  elas 
sao  uteis  na  modelagem  de  muitos  fenomenos  naturals,  como  crescimento  populacional 
(se  a > j)  e decaimento  radioativo  (se  a < 1). 
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O Funcoes  Logaritmicas 

As  funcoes  logaritmicas  sao  fix)  - fog«.v,  onde  a base  a e uma  constante  positive.  Bias 
sao  inversas  das  funcoes  exponent's  ai$  e serao  estudadas  rta  Secao  1 .6.  A Figura  2)  mostra 
os  graft  cos  de  quatro  funcoes  logaritmicas  com  varias  bases.  Em  cada  caso  o domfaio  e 
(0.  =°),  a imagem  e «)  e as  funcoes  crescem  vagarosamente  quando  x > 1 . 


FIGURA  21 


P Funcoes  Transcendental s 

Sao  as  funpoes  nao  algebricas.  O conjunto  das  funcoes  transcendental s inciui  as  funcoes 
trigonometricas.  trigonometricas  inversas,  exponencial  e logantmica,  mas  tambem  inciui  urn 
vasto  numero  de  out i as  funcoes  que  nunea  tiveram  um  nome.  No  Capitulo  1 1 , no  Volume  H, 
estudaremos  as  funcoes  transcendentais,que  sao  dcfinidas  eomo  soma  de  series  infinitas. 


EXEMPLO  5 □ Classifique  as  funcoes  a seguir  como  um  dos  tipos  diseutidos. 

(a)  f(x)  — 5X  (b)  g(x)  — x5 

1 + x 

(c)  h(x)  — t=-  (d)  u{t)  = \ - t 4-  5r4 

1 - y/X 

SOLUQAO 

(a)  fix)  — 5T  e uma  funcao  exponencial.  (x  e o expoente.) 

(b)  g(x)  = xs  e a funcao  potencia.  (x  e a base.)  Podemos  tambem  eonsidera-la  um  poli- 
nomio  de  grau  5. 

1 + x 

(c)  h{x)  = — e uma  funcao  algebrica. 

1 - v x 

(d)  u(t)  — 1 — / + 5f4  e um  polinomio  de  grau  4.  ' 


Exercicios 


t~2  Classifique  cada  funcao  como  uma  funcao  potencia,  funcao 
raiz.  polinomial  (estabeleca  seu  grau),  funcao  racional,  funcao 
algebrica,  funcao  trigonometries,  funcao  exponencial  ou  funcao 
logantmica. 

1.  (a)  fix)  = yfx  (b)  gU)  « fl  - x2 

(c)  h(x)  x9  + x4  (d)  r(x)  ~ — 

• ■ X'  + x 


(e)  ,y{x)  = tg  2.x 


2-  (a)  y 


x - 6 
x + 6 


(c)  y ~ 10' 

(e)  v = 2/ 6 + f'  - 7T 


{ f)  Kx)  - logioX 
x2 

(b)  y — -x  + yxx= — - 
vx  --  1 

(d)  y = xJD 

(f)  y ~ cos  0 + sen  0 
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3-4  Associe  cada  equacao  a sen  grafico.  Hxplique  sua  escolha. 
(Nao  use  computador  ou  calculadora  grafica.) 

3.  (a)  y = ,x2  (b)  y = -xJ  (c)  y = x* 


f 


4.  (a)  y 
(c)  v 


3.x 

x' 


(b)  y - 3* 
(d)  y = v.r 


/ G 


5-  (a)  Encontre  uma  equacao  para  uma  famflia  de  funqoes 

lineares  com  inciinacao  2 e esboce  os  graficos  de  varios 
membros  da  famflia. 

(b)  Encontre  uma  equapao  para  a famflia  de  funqoes  lineares 
tais  que  /( 2)  = 1 e esboce  os  graficos  de  varios  membros 
da  famflia. 

(c)  Quais  fu^oes  pertencem  a ambas  as  famflias? 

6-  O que  todos  os  membros  da  famflia  de  funcoes  lineares 
fix)  = 1 + m (x  + 3)  tern  em  comum?  Esboce  o grafico  de 
varios  membros  da  famflia. 

7-  O que  todos  os  membros  da  famflia  de  funcoes  lineares 
fix)  — c ~ x tern  em  comum?  Esboce  os  graficos  de  varios 
membros  da  famflia. 

8-  Urn  administrador  de  mercado  de  pulgas  sabe  por  experiencia 
que  se  cobrar  x dolares  pelo  aluguel  de  urn  espaqo.  entao  o 
numero  y de  espaqos  que  ele  pode  alugar  e o dado  pela 
equaqao  y = 200  - 4.x, 

(a)  Esboce  o grafico  dessa  funcao  linear.  (Lembre-se  de  que  o 
aluguel  cobrado  pelo  espaco  e o numero  de  espaqos 
alugados  nao  podem  ser  quantidades  negativas.) 
fb)  O que  representam  a inclinaqao,  o intercepto  y e o intercepto  xl 


B.  A relacao  entre  as  escalas  de  temperatura  Fahrenheit  (F)  e Cel- 
sius I C)  e dada  pela  funcao  linear  F — lC  + 32. 

(a)  Esboce  o grafico  dessa  funcao. 

(b)  O que  represent  a nesse  grafico  a inciinacao?  O que  repre- 
senta  o intercepto  F do  grafico? 

10.  Jose  deixa  Detroit  as  2 horas  da  tarde  e guia  a uma  velocidade 
constante  em  direcao  a oeste  pela  rodovia  1-96.  Ele  passa  por 
Ann  Arbor,  a 40  milhas  de  Detroit,  as  2h50  da  tarde. 

(a)  Expresse  a distancia  percorrida  em  termos  do  tempo  decomdo. 

(b)  Esboce  uni  grafico  da  equacao  da  parte  (a). 

(c)  Qual  e a inclinaqao  dessa  reta?  O que  ela  representa? 

11.  Biologos  notaram  que  a taxa  de  cantos  de  uma  certa  especie  de 
grilo  esta  relacionada  com  a temperatura  de  uma  maneira  que 
aparenta  ser  linear.  Urn  grilo  canta  1 13  vezes  por  minuto  a 

70  °F  e 173  por  minuto  a 80  °F. 

(a)  Encontre  uma  equaqao  linear  que  modele  a temperatura  T 
como  uma  funcao  do  numero  de  cantos  por  minuto  N. 

(b)  Qual  e a inciinacao  do  grafico?  O que  ele  representa? 

(c)  Se  os  grilos  estiverem  cantando  150  vezes  por  minuto, 
estime  a temperatura. 

12.  Um  administrador  de  uma  fabrica  de  moveis  descobre  que 
custa  $ 2.200  para  fabricar  100  cadeiras  em  um  dia  e $ 4.800 
para  produzir  300  cadeiras  em  um  dia. 

(a)  Expresse  o custo  como  uma  funcao  do  numero  de  cadeiras  pro- 
duzidas,  supondo  que  ela  seja  linear.  Entao  esboce  o grafico. 

(b)  Qual  a inciinacao  do  grafico  e o que  ela  representa? 

(c)  Qual  o intercepto  y do  grafico  e o que  ele  representa? 

13.  Na  superficie  do  oceano,  a.pressao  da  agua  e igual  a do  ar 
acima  da  agua,  15  lb/poP.  Abaixo  da  superficie,  a pressao  da 
agua  cresce  em  4,34  Ib/poF  para  cada  10  pes  de  descida. 

(a)  Expresse  a pressao  da  agua  como  uma  funqao  da 
profundidade  abaixo  da  superficie  do  oceano. 

(b)  A que  profundidade  a pressao  e de  100  lb/pol2 
(1  Ib/poF  = 0.068046  atm  = 703,07  kgf/m2) 

14.  O custo  mensal  do  uso  de  um  carro  depende  do  numero  de 
milhas  rodadas.  Lia  descobriu  que  em  maio  ela  gastou  $ 380  e 
guiou  480  milhas  e.  em  junho,  gastou  $ 460  e guiou  800  milhas. 

(a)  Expresse  o custo  mensal  C como  uma  funqao  da  distancia 
percorrida  d,  supondo  que  a relaqao  linear  fomeqa  urn  mixielo 
apropriado. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  predizer  o custo  quando  1 .5(X)  milhas 
foram  percorridas  pt>r  rues. 

(c)  Esboce  o grafico  da  funcao.  O que  a inclinaqao  representa? 

(d)  O que  representa  o intercepto  y? 

(e)  Por  que  uma  funqao  e um  mcxlelo  apropriado  nessa  situaqao? 
15-16  L Para  cada  marca  de  dispersao,  decida  qual  tipo  de  funcao  voce 

escolheria  como  um  modelo  para  os  dados.  Explique  sua  escolha. 

15.  (a)  vf 


X 


16.  (a)  ^ 


0]  x 


11 17.  A tabeJa  mostra  as  taxas  de  ulcera  peptica  (medida  no  decurso 
de  toda  vida)  (a  cada  100  habitantes),  para  varias  rendas 
familiares,  confonne  reportado  em  1989  pelo  National  Health 
Interview  Survey. 


Renda 

Taxa  de  ulcera 

familiar 

(a  cada  100  ha  bit  antes) 

$ 4.000 

14.1 

S 6.000 

13.0 

S 8.000 

13.4 

$ 12.000 

12.5 

$ 16.000 

12.0 

$ 20.000 

12.4 

S 30.000 

10.5 

S 45.000 

9.4 

S 60.000 

8.2 

(a)  Faya  um  mapa  de  dispersao  desses  dados  e decida  se  um 
modelo  linear  e apropriado. 

(b)  Faya  um  grafico  de  modelo  linear  usando  o primeiro  e o 
ultimo  pontos. 

(c)  Encontre  e faya  um  grafico  da  reta  de  regressao  de 
mfnimos  quadrados. 

(d)  Use  o modelo  linear  de  (c)  para  estimar  a taxa  de  ulcera 
correspondente  a uma  renda  de  $ 25.000. 

(e)  De  acordo  com  o modelo.  qual  a chance  de  alguem  com 
uma  renda  de  $ 80.000  sofrer  de  ulcera  peptica? 

(f)  Voce  acha  razoavel  aplicar  o modelo  a alguem  com  uma 
renda  de  $ 200.000? 


18,  Biologos  observaram  que  a taxa  de  canto  dos  grilos  de  uma  certa 
especie  aparentemente  esta  relacionada  com  a temperatura.  A tabela 
mostra  as  taxas  de  canto  para  varias  temperaturas. 


(a)  Faya  um  mapa  de  dispersao  dos  dados. 

(b)  Encontre  e Faya  um  grafico  da  reta  de  regressao. 

<c)  Use  o modelo  linear  da  parte  (b)  para  estimar  a taxa  de 
canto  a 100  °F. 

Ill  19.  A tabela  da  as  aituras  dos  vencedores  do  salto  com  vara  nas 
Olimpiadas  durante  o seculo  XX. 


A no 

Altura  (pes) 

Ano 

Altura  (pes) 

1 900 

10.83 

1956 

14.96 

1904 

l 

1 1 .48 

i960 

1 5 .42 

1912 

12.96 

1968 

1 7/7  { 

! 920 

i ^ 49 

1972 

3 8.04 

.1924 

12.96 

1976 

18.04 

1928 

13.77 

1980 

18.96 

1 932 

! A 1 S 

1984 

18.85 

j 935 

14,27 

1988 

19.77 

.1948 

14.10 

1992 

19.02 

i q*;"> 

(a)  Faya  um  mapa  de  dispersao  e decida  se  um  modelo  linear 
e apropriado. 

(b)  Encontre  e faya  um  grafico  da  reta  de  regressao. 

(c)  Use  o modelo  linear  para  predizer  qual  a altura  do 
vencedor  nas  Olimpiadas  de  2000  e compare  com  a altura 
do  vencedor  de  19.36  pes. 

(cl)  E razoavel  usar  o modelo  para  predizer  a altura  do 
vencedor  para  as  Olimpiadas  de  2100? 

11  20.  Um  estudo  do  U.  S.  Office  of  Science  and  Technology  em 
1972  estimou  o custo  para  reduzir  em  certas  porcentagens  a 
emissao  de  poluentes  pelos  automoveis: 


R £ <.i  u v d O <1  dS 

Custo  por 

— 

1 Reducao  nas 

Custo  por 

emissoes  (9r<) 

carro  (em  $)  l!  emissoes  (%} 

■ i; 

carro  (em  S) 

50 

45 

— 

75 

90 

55 

55 

80 

i 00 

60 

62 

85 

200 

65 

70 

90 

375 

70 

80 

?! 

600 

lag 
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Encontre  um  modeio  que  capte  a tendencia  de  “rendimentos 
decrescentes"  desses  dados. 

||  21.  Use  os  dados  da  tabeJa  para  modelar  a populacao  mundiaJ  no 
seculo  XX  por  mna  funcao  cubica.  Entao  utilize  seu  modeio 
para  estimar  a populacao  no  ano  de  1925. 


Ano 

>opiilacao  (milboeij) 

1900 

1 .650 

1 cni) 

j .860 

i 930 
1940 

2.070 

2.300 

1950 

i960 

2.560 

3.040 

i 970 

3 710 

.1980 

4.450 

1990 

5.280 

2000 

6.080 

Terra  ao  Sol)  e seus  periodos  '/'(tempo  de  revolucao  em 
anos) . 


(a)  A juste  um  modeio  de  fungao  potencia  aos  dados. 

(b)  A Tercel ra  Lei  de  Kepler  para  o Movimento  Plane? ario 
estabelece  que  “O  quadrado  do  periodo  da  revolucao  de 
um  planeta  e proporcional  ao  cubo  de  sua  d island  a media 
ao  Sol''.  Seu  modeio  confirma  a Terceira  Lei  de  Kepler? 


! 


22.  A tabela  mostra  a media  das  distances  d dos  planetas  ao 
Sol  (tomando  a unidade  de  medida  para  ser  a dj  stand  a da 


Nesta  segao  partimos  das  fungoes  definidas  na  Segao  1 .2  e obtemos  novas  fungoes  por 
deslocamento,  esticamento  e refiexao  de  seus  graficos.  Vamos  mostrar  tambem  como  com- 
binar  pares  de  fungoes  por  meio  de  operagdes  aritmeticas  ordinarias  e por  composicao. 


J Transformagao  de  Funcoes 

Aplieando  certas  transformacoes  aos  graficos  de  uma  funcao  dada  obtemos  o graft co  de 
fungoes  eorrelacionadas.  o que  nos  capacita  fazer  o esbogo  de  muitas  funcoes  a mao. 
Vamos  considerar  inicialmente  as  translagoes.  Se  c for  um  numero  positive,  entao  o gra- 
fico  de  y = fix)  + c e precisamente  o grafico  de  y — fix)  deslocado  para  cima  em  c 
unidades  (uma  vez  que  cad  a coordenada  y fica  acrescida  pelo  mesmo  niimero  c).  Da 
mesma  forma,  se  fizermos  g{x)  — J{x  — c) , onde  c > 0,  entao  o valor  de  q em  x e igua] 
ao  valor  de  j em  x — c (c  unidades  a esquerda  de  x).  Portanto  o grafico  de  v = fix  — c) 
e precisamente  o de  y — f{ x)  deslocado  de  c unidades  para  a direita  (veja  a Figura  1). 

__  — - — ; 

Deslocamentos  Verticals  e Horizontais  Suponha  c > 0.  Para  obter  o grafico  de 

y — fix)  + c,  desloque  o grafico  de  y ~ fix)  em  c unidades  para  cima 

>’  “ fix)  ~ c,  desloque  o grafico  de  y fix)  em  c unidades  para  baixo  i 

, s 1 j 

y ~ Hx  ~ c)-  desloque  o grafico  de  y — fix)  em  c unidades  para  a direita 
v = fix  + c),  desloque  o grafico  de  y — fix ) em  c unidades  para  a esquerda 


Vamos  considerar  agora  as  transformacoes  de  esticamento  e reflexao.  Se  c > 1,  entao 
o grafico  de  y = cf{x)  e o grafico  de  y = fix)  esticado  por  um  fator  c na  diregao  vertical 
(pois  cada  coordenada  y fica  multiplicada  pelo  mesmo  numero  c).  O grafico  de  y — -fix) 


.James  Stewart  CAPlTULO 


t 4 

! / \ v - fix)  + c 


V ~ f(x  + c)  1 ; V =/(jc)  V = fix  - c) 


FIGURA  1 

Translates  do  grafico  de  / 


y A 

II 

<C;1; 

y = fi-x) 

(c>  1} 

\ 

j 

y ~ fix) 

-V  ~ ~ f (x) 

0 

! x 

l 

y--f(x) 

1 

FiGURA  2 

Esticamentos  e reflexoes  do  grafico  de  f 


e o grafico  de  y = fix)  em  tomo  do  eixo  x,  pois  o ponto  ( v.  v)  sera  substituido  pelo  poni< 
(x,  ~y).  (Veja  a Figura  2 e a tabela  a seguir,  onde  estao  os  result  ados  de  varias  transfer 
macoes  de  esticamentos,  eompressao  e reflexao.) 


Reflexoes  s Esticamentos  Horizontals  e Verticals  Suponha  c > i,  Para  obter  o 
grail co  de 

y — cf(x),  estique  o grafico  de  y = f(x)  verticalmente  por  urn  fator  de  c 
y ~ (Me)  f{x),  comprima  o grafico  de  y = fix)  verticalmente  por  um  fator  de  c 
y “ f(cx),  comprima  o grafico  de  y = fix ) horizontalmente  por  um  fator  de  c 
y — / ix/c) , estique  o grafico  de  y = fix)  horizontalmente  por  um  fator  de  c 
y — -fix),  reflita  o grafico  de  y — fix)  em  torno  do  eixo  .v 
y — fi-x),  reflita  o grafico  de  y ~ fix)  em  tomo  do  eixo  y 


A Figura  3 ilustra  essas  transformaifees  de  esticamento  quando  aplicadas  a funca^ 
cosseno  com  c — 2.  Por  exemplo,  para  obter  o grafico  v — 2 cos  x,  multiplicamos  as  coot 
denadas  y de  cada  ponto  do  grafico  de  y — cos .v  por  2.  Isso  significa  que  o grafico  d> 
y = cos  x fica  esticado  verticalmente  por  um  fator  de  2. 


. y — 2 cos  x 


v = cos  2x 


FSGURA  3 
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SXEMPllM  Dado  o grafico  de  v.  ==  \ x.  use  as  transformacoes  para  obtcr  os  graficos 

de  y y x 2,  y ==  y x 2.  y y x,  y 2y  x,  e y =7J7~  y x. 

SOLUQAO  O grafico  da  funcao  raiz  quadrada  y = yfx,  obtido  da  Figura  13 
na  Secao  1 .2,  esta  mostrado  na  Figura  4(a).  Nas  outras  partes  da  figura  esbocamos 
y — V*  ~ 2 deslocando  2 unidades  para  baixo;  y = yd:  — 2 deslocando  2 unidades  para 
a direita;  y — ~yx  refietindo  ern  torno  de  eixo  x;  y = 2 yx  esticando  verticaimente  por 
um  fator  de  2;  e y = y— x refietindo  em  tomo  do  eixo  y. 


y . 

* y . 

y . 

t V i 

y 

1 y 

1 

f 

0 

3 x 0 

x 0 

2 A'  0 

X 0 

X 0 

X 

—2- 

• 

(a)  y - Vx  (b)  y ~ Vx  - 2 (c)  y = Vx  - 2 (d)  y = - Vx  (e)  y ~ 2 Vx  (f)  y ~ V'-a: 

FiGURA  4 

EXEMPiO  2 n Esboce  o grafico  da  funcao  f(x)  — x2  + 6x  + 10. 

SOLUQAO  Completando  o quadrado,  escrevemos  a equacao  do  grafico  como 
y — x2  + 6x  + 10  — (x  + 3)2  4-  1 

Isso  signifies  que  obtemos  o grafico  desejado  comegando  com  a parabola  y — x2  e deslo- 
cando-a  3 unidades  para  a esquerda  e entao  1 unidade  para  cima  (veja  a Figura  5). 


FIGURA  5 


(-3.  1} 


-3  -1 

(b)  y ~~  {x  + 3)  + I 


0 


EXEMPLQ  3 ::  Esboce  os  graficos  das  seguintes  funpoes. 

(a)  y — sen  2x  (b)  y = 1 - sen  x 

SOLUQAO 

(a)  Obtemos  o grafico  y = sen  2x  a partir  de  y = sen  x comprimindo  horizontalfnente 
esse  ultimo  por  um  fator  de  2 (veja  as  Figuras  6 e 7).  Assim,  enquanto  o periodo  de 
y = sen  x e 2tt,  o penodo  de  y — sen  2x  e 2tt/2  = it. 


•i ) 1* 

y > 

i 

\ ......... 

y = sen  2x 

0 Tt  ir\  y \ 

X 

FiGURA  7 
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(b)  Para  obter  o grafico  de  y = i - sen  jr,  cornecamos  novamente  com  y = sen  x.  Reiie- 
timos  em  torno  do  eixo  x para  obter  o grafico  de  y = -sen  x e entao  deslocamos  uma 
unidade  para  cima  para  obter  y — 1 --  sen  x (veja  a Figura  8). 


FiGURAS 


EXE  Mr  10  4 A Figura  9 mostra  varios  numeros  de  floras  de  luz  solar  como  uma  funcao  da 

epoca  em  diversas  latitudes.  Dado  que  a Filadelfia  esta  localizada  a aproximadamente  40  °N 
latitude,  encontre  uma  funcao  que  modele  a dura^ao  da  luz  solar  durante  os  dias  nessa  cidade. 


FIGURA  9 
Grafico  da  extensao  da  luz  solar 
durante  o dia,  de  2 ! de  maiyo  a 21  de 
dezembro  em  varias  latitudes. 


1 

2 

3 

4 

5 


Font? : Lucia  C.  Harrison.  Daylight..  Twilight,  Darkness  and  Time  (Nova  York:  Silver.  Burden.  1935.  p.  40.) 
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S0LUQA0  Observe  que  cada  curva  assemelha-se  a fungao  seno  deslocada  e esticada. 
Olhando  a curva  numero  3 notamos  que.  na  latitude  de  Filadelfia  a luz  do  dia,  dura  cerca 
de  14,8  horas  em  21  de  junho  e 9,2  horas  em  21  de  dezembro;  assim,  a amplitude  da 
curva  (o  fator  pelo  qual  estieamos  verticalmente  a curva  do  seno)  e | (14,8  - 9,2)  — 2,8. 

Por  qual  fator  deveremos  esticar  horizontalmente  a curva  do  seno  se  a medida  do 
tempo  t for  em  dias?  Como  temos  cerca  de  365  dias  em  um  ano,  o pertodo  de  nosso 
modelo  deve  ser  de  365  dias.  Mas  o periodo  de  y — sen  t e 2trr;  dessa  forma,  o fator  de 
esticamento  horizontal  e c — 27r/365. 

Notamos  tambem  que  a curva  comega  seu  ciclo  em  21  de  marco,  80-  dia  do  ano,  e 
entao  devcmos  deslocar  a curva  em  80  unidades  para  a direita.  Alem  disso,  deslocamos 
em  12  unidades  para  cima.  Assim  sendo,  rnodelamos  o comprimento  dos  dias  na 
Filadelfia  no  r-esimo  dia  do  ano  pela  funcao 


L{t)  - 


1 2 + 2,8  sen 


2tt 

365 


y 


Outra  transformayao  de  algum  interesse  e tomar  o valor  absolute  de  uma  funcao.  St 
— j/(x)J,  entao,  de  acordo  com  a defmi^ao  de  valor  absolute,  y — fix)  quando  f(x)  ^ ( 
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- • e y = •'-/  (_v)  quando  /(a)  < 0.  Isso  nos  mostra  como  obter  o grafico  de  v — ! fix) j a par- 

tir  do  grafico  de  y = f(x):  a parte  do  grafico  que  esta  acima  do  eixo  a permanece  a mesma: 
enquanto  a parte  que  esta  ahaixo  do  eixo  x e relict ida  era  tomo  do  eixo  a. 

5 ::  Esboce  o grafico  da  funcao  y = |a2  - 1 j. 

S0LUCA0  Primeiro  fazemos  o grafico  da  parabola  y — x2  - I como  na  Figura  10(a) 
deslocando  para  baixo  em  uma  unidade  a parabola  y = a2.  Vent  os  que  o grafico  esta 
abaixo  do  eixo  x quando  - 1 < x < 1 ; assim,  refietimos  essa  parte  do  grafico  em  tomo  do 
eixo  a para  obter  o grafico  de  v — \x2  - 1 ( na  Figura  10(b). 


\ 

V 

L 

/ 

v 4 

Y~~ 

! 

-f\ 

0 

] -v 

■■]  o|  j 

ft 

FIGURA  10 

(a 

).y  = 

.r  ~ i 

1 

1 

(b)  y = l.F  -tj 

Combinayoes  de  Funcoes 

Duas  funyoes  / e g podem  ser  comhinadas  para  formar  novas  funcoes  / + g,  f - g,  fg  e 
f/g  de  iorma  similar  aquela  pela  qual  somamos,  subtraimos,  multiplicamos  e divjdimos 
nilmeros  reais. 

Definimos  a soma  / + g pela  equayao 

(/  + <?)(»  f(x)  + gU) 

entao  o lado  direito  da  Equacao  1 iaz  sentido  se  fix)  e g{x)  estiverem  definidas,  isto  e.  se 
V pertencer  ao  dominio  de  j e tambem  de  g.  Se  o dominio  de  / e A e o de  g 6 B . entao  o 
dominio  j 4-  g sera  a interseyao  desses  dommios,  isto  e,  A D B. 

Observe  que  o sinal  4-  do  lado  esquerdo  da  Equacao  1 significa  a operayao  de  adicao 
de  funcoes,  mas  o sinal  + do  lado  direito  da  equacao  significa  a operayao  de  adicao  dos 
mhneros  fix)  e g(x). 

Da  mesma  forma,  definimos  a diferenca  j — g e o produto  fg,  e sens  dommios  sao  tambem 
A \ } B.  Mas  ao  definir  o quociente  f/g  devemos  lembrar  que  nao  e possfvel  dividir  por  zero. 


j Algebra  de  Funcoes  Sejam  f eg  funyoes  com  dommios  A e B.  Entao  as  funyoes 
j / + 9-f  ~ g.fy  e f/g  estao  definidas  da  seguinte  forma: 

U + g)  (:v)  — f(x)  + g(x) 

dommio  — A C\  B 

r 

II 

1 

qy 

dominio  — A C\  B 

(fg)  (a)  = f(x)g(x) 

dominio  = a D B 

\ 9 j g(x) 

dommio  = {a  e .4  D B \ g(x)  0} 
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cAtPiriv  n Se  fix)  ~ v A'  e g(.t)  — y 4 — a-,  encontre  as  fimcoes  f + g,  f — q.  fg  e 
f/9- 

SOLUCAO  O dominio  de  fix)  = yVi  e [0,  »).  O dominio  de  gix)  = v4  L consiste  em 
todos  os  numeros  x tais  que  4 - x*  > 0.  isto  e.  x2  4.  Tomando  as  raizes  quadradas  em 
Outra  maneira  de  resolver  4 x2  s*  0:  ambos  os  lados.  obtemos  | x j -S  2 ou  —2  x 2,  asstm,  o dominio  de  g e o intervalo 

(2  - ,v)  (2  + ;tj  s'  0 [~2, 2],  A sntersecao  dos  dommios  de  / e g 6 

- + - - [0,*)  n [-2,2]  = [0,2] 

Dessa  forma,  de  acordo  com  as  definicoes  temos 


(/  + i/.K-U  -a  yA  + V 4 - 

(/  - </K  v»  — V-<  “ v4  ~ 
(fg)(x)  — yfx-jA  — A* 

VA 


v 4x 


1(a) 


v'4  - x3 


\/  4 - .v2 


Observe  que  o dominio  de  f/g  e o intervalo  [0, 2),  pois  precisamos  excluir  x ~ 2,  uma 
vez  que  c/(2)  = 0. 

O graft co  da  funcao  / + g e obtido  a partir  dos  de  f e g por  adicao  grafiea.  Isso  sig- 
nifica  que  somamos  as  coordenadas  y como  na  Figura  1 LA  Figura  12  mostra  o resultado 
desse  procedimento  para  fazer  o grafico  da  funqao  f + g do  Exemplo  6. 


Composiyao  de  Funcoes 

Ha  outra  maneira  de  combinar  duas  fungoes  para  obter  uma  nova.  Por  exemplo,  suponha 
que  y =/{«)  — y/u  e u — g(x)  — a2  + 1.  Uma  vez  que  y e uma  funcao  de  u que  e uma 
| funcao  de  x,  segue  que  em  ultima  analise  y e uma  funqao  de  x.  Calculamos  isso  por 

substituicao: 

1 

J =/(m)  = /($(•*))  =/(x2  + 1)  ~ va-2  + 1 
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O procedi  men  to  denominate  composigao , pois  a nova  funcao  e composta  de  duas  funcoes 
dadas  / e g. 

Em  geral,  dadas  duas  funcoes  j e g,  comegamos  com  um  nurnero  a no  dominio  de  g e encon- 
tramos  stia  imagem  g(x).  Se  esse  numero  g(x)  estiver  no  dominio  de  /,  entao  podemos  calcular 
o valor  de  f(g(x)  ).  O resuitado  e uraa  nova  fungao  h(x)  - f(g(x))  obtida  peja  substituigao  de 
9 em  /•  Ela  d denominada  composigao  (ou  composta)  de  / e g e e denotada  por  /°  g 
C/bola  3”). 


Oefmscao  Dadas  duas  lungoes  fag.  a fungao  composta  / ° 9 (tambcm  chamada 
composigao  de  / e g)  e definida  por 


(/°  <?)U)  — /{ g(x)) 


F1GURA  13 
A maquina  / « j c composta  de 
duas  outras,  a de  jea  de/. 


O dominio  de  f°  g e o conjunto  de  todos  os  x no  dominio  de  g tal  que  g(x)  esta  no 
dominio  de  j . Ou  seja,  (f°g)(x)  esta  definida  sempre  que  g(x)  e fig(x))  estiverem 
deiinidas.  A melhor  maneira  de  ver  f°  g e por  intermedio  de  um  diagrama  de  maquina 
(Figura  13)  ou  de  um  diagrama  de  flechas  (Figura  14). 


g(X  ) 


( output ) 


FIGURA  14 
Diagrama  de  flechas  para  / 0 g 


bem  g °f. 


Se  f{x)  — x~  e g(x)  — x — 3,  encontre  a fungao  composta  f°  g e tam- 


SOLUgAO  Temos 


(f°g)(x)  = f(g(x ))  = /(a  - 3)  = (jc  - 3)2 
(3  °/)(a)  = g(/(.r))  — g(x2)  = .v2  ” 3 


P?  NOTA  o Voce  pode  ver  no  Exemplo  7 que,  em  geral,  /©  g 7^  g of.  Lembre-se  de  que  a 
notacao  1 0 g signifies  que  a funcao  g e apjicada  primei.ro  e depois  f . No  Exemplo  l,f°g 
e a fungao  que  primeiro  subtrai  3 e entao  se  eleva  ao  quadrado;  g °f  e a fungao  que 
prime iro  se  eleva  ao  quadrado  e entao  subtrai  3. 

EXEMPLO  8 Se  j (a)  — y a e g(x)  — y2 — a, encontre  cada  lima  das  fungoes  e seu  dominio. 
(a ) f°9  (b ) 9°f  (c)  fof  (d)  g°g 


SOLUgAO 


( f°  g)(x)  = f(g(x ))  =f(xf2~z  x)  - \/\/2  - A = v2  - a 


James  Stewart  CAPlTULO  t CV  'COES  - MODcLOS  45 

. O domfniode  /«  g e \x  1 2 — x s»  0}  ~ {.t  j x *£  2}  — ( — x.  2], 

(b)  (f;  °/)(jc)  = £(/(*))  = g{A/x)  = %/2  - VJ 

Se  0 « a « b,  entao  a;-  b Para  v x estar  definida,  devemos  ter  x 3*  0.  Para  y2  - ser  estabe!ecjda,  devemos  ter 

2 — v x 3=  0.  isto  e,  y x ^ 2 ou  x 4.  Assim,  temos  0 .*•  ^ 4.  e o donifnio  de  g ° f e 

o intervalo  feehado  [0,4]. 

(c>  (/° /)(■*)  = /(/(*))  ^fU/x)  ^ yL/x  = yx 

O dommio  de  /°/  e [0, »). 

„ (d)  (g  ° </M  U ■=  3(£/U))  = f/(v'2  - a ) = y'2  - yjl  - x 

Essa  expressao  esta  definida  quando  2 — x 3*  0,  isto  e,.v  < 2e2  - y2  — x s*  o.  Essa 
ultima  desigualdade  e equivalente  a %/2  — x 2,  ou  2 - * s*  4,  isto  e,x  s*  -2.  Assim, 
-2  *£  x *£  2;  logo,  o domfnio  de  g ° g e o intervalo  feehado  [-2,  2].  O 

E possfvel  fazer  a composicao  de  tres  ou  mats  fungoes.  Por  exemplo,  a funcao  com- 
posta  fcg°h  pode  ser  encontrada  calculando-se  primeiro  h,  entao  g,  e depois  / como  a 
seguir: 

(/“  9°h)(x)  =“  f(g(h(x))) 


EXE1V1PL0  9 □ Encontre  /°  g ° h se  fix)  = x/(x  + 1),  £?{x)  — x10  e /z(x)  — x + 3. 
S0LUQA0 


(f°  9°  h)(x)  ~ f(g(h(x)) ) —f(g(x  + 3)) 


“/«*  + 3)10)  - 


(x  4-  3)10 
(x  + 3)10  + 1 


Ate  aqui  usamos  a composicao  para  construir  as  fungoes  compiicadas  a partir  das  mais 
simples.  Mas  em  calculo  e freqiientemente  proveitoso  ser  capaz  de  decompor  uma  funcao 
complicada  em  fungoes  mais  simples,  como  no  exemplo  a seguir. 

EXEMPIO  10  Dada  Fix)  — eos2(x  + 9),  encontre  as  funcoes  f,gch  tais  que 
F = f ° g ° h. 

S0LUQA0  Uma  vez  que  Fix)  — [cos(x  4 9)]2,  a formula  para  Festabelece  que:  primeiro 
adicionamos  9,  e entao  tomamos  o cosseno  do  resultado  e,  fmalmente,  o quadrado. 
Assim,  fazemos 

hix)  = x 4-  9 g(x)  — cos  x fix)  — x2 


(/°  9 ° h)ix)  — f(g(h(x)))  —f(g(x  + 9))  — /(cos(x  4-  9)) 
= [cosfx  4-  9}] 2 — Fix) 


Entao 
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Exerdcios 


1.  Suponha  que  seja  dado  o grafico  de  f.  Escreva  as  equacbes 
para  os  graficos  obtidos  a partir  do  grafico  de/da 
seguinte  forma. 

(a)  Desloque  3 unidades  para  cima. 

(b)  Desloque  3 unidades  para  baixo. 

(c)  Desloque  3 unidades  para  a direita. 

(d)  Desloque  3 unidades  para  a esquerda. 

(e)  Faca  uma  reilexao  em  torno  do  eixo  x. 


(f)  Faca  uma  reflex  So  em  tomo  do  eixo  y. 

(g)  Estique  verticalmente  por  urn  fator  de  3. 

(h)  Encolha  verticalmente  por  um  fator  de  3. 


2.  Explique  como  obter.  a partir  do  grafico  de  y — f(x),  os 
graficos  a seguir: 

(a)  y = 5 f(x) 

(b)  y - f{x  - 5) 

(c)  y = -fix) 

(d)  y = -5 fix) 

(e ) y = f(5x) 


4.  O grafico  de  / e dado.  Esboce  os  graficos  das  seguintes 
fungoes. 

(a)  y = fix  + 4) 

(b)  y ™ fix)  + 4 

( c ) y = 2/4  v) 

(d)  y - fix)  + 3 


/ 


/ 


/ 


x 


5.  O grafico  de  / e dado.  Use-o  para  fazer  o grafico  das  seguintes 
funcoes. 


(f)  y = 5 fix)  ~ 3 


(a)  v - f(2x) 


3.  O grafico  y ~ f(x)  e dado.  Associe  cada  equa^ao  com  seu  gra- 
fico  e de  razoes  para  suas  escolhas. 

(a)  y = fix  - 4) 

(b)  y - fix)  + 3 

(c)  y = \ f(x) 

(d)  y — - f(x  + 4) 

(e)  y — 2 fix  + 6} 

y 

6 


(b)  y f(\x) 

(c)  y —fi~~x) 

(d)  v « --/( —x) 


T* 


|'^Z\ 

1 

0 

: y 
\ 

: • • j 
: 

; * i 

1 

6-7  O grafico  de  y = y/Hx  — x2  e dado.  Use  as  trail sformacoes 
para  criar  tuna  funcao  cujo  grafico  e mostrado. 


1 

| 


-3 
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8,  (a)  Como  esiao  relacionados  o grafico  de  v — 2 sen  x e o de 

y -----  sen  A'?  Use  sua  resposta  e a Figura  6 para  esbocar  o 
grafico  de  v — 2 sen  x. 

(b)  Como  esta  relacionado  ao  grafico  de  y = 1 + o grafico 
de  v ~ \Jx  ? Utilize  sua  resposta  e a Figura  4(a)  para 
esbocar  o grafico  de  y — 1 + yr. 

9-24  •:  Faca  o grafico  de  cada  funcao,  sem  desenhar  os  pontos,  mas 
eomeiyindo  com  o grafico  de  uma  das  fun^oes  basicas  dadas  na 
| Secao  1 .2.  e entao  apltcando  as  tramfonnacoes  apropriadas. 

9.  v = -Xs 
10.  v - 1 - .Xs 
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11. 

y = (x  + l f 

12. 

v — A"  — 4x  3 

13. 

y = 1 + 2 cos  x 

14. 

y - 4 sen  3.x 

15. 

v = sen  (jx/2) 

16. 

1 

' ” jt-4 

17. 

v = %/x+  3 

18. 

y = (x  + 2)4  + 3 

19. 

V - — (x~  +■  8 A') 
2 

20. 

y = 1 + yfx  - 1 

n 

21. 

X + 1 

22. 


1 ( IT 

v =—  ts  1.x  ~ — 
' 4 ■"  4 


23.  v = I sen  x I 

24.  y = I Xs  — 2.x  I 


25.  A cidade  cle  New  Orleans  esta  localizada  a uma  latitude  de 

30  "N.  Use  a Figura  9 para  encontrar  uma  funcao  que  modele  o 
numero  de  horas  do  dia  nessa  cidade  como  uma  funcao  da 
epoca  do  ano.  Use  o fato  de  que  nessa  cidade  em  31  de  maryo 
o Sol  surge  as  5h51  da  manha  e se  poe  as  6hl8  da  tarde  para 
verificar  a preeisao  de  seu  modelo. 

26.  Uma  estrela  variavel  e aquela  cujo  brilho  altemadamente 
cresce  e decresce.  Para  a estrela  variavel  mais  vistvel,  Delta 
Cephei,  o periodo  de  tempo  entre  os  brilhos  maximos  e de  5,4 
dias,  o brilho  medio  (ou  grandeza  da  estrela)  e 4.0.  e seu  brilho 
varia  de  ±0.35  em  grandeza.  Encontre  uma  funfao  que  modele 
o brilho  de  Delta  Cephei  como  uma  fungao  do  tempo. 

27.  (a)  Como  o grafico  de  y — /(!  ,x  j)  esta  relacionado  com  o 

grafico  de/? 

(b)  Esboce  o grafico  de  y — sen  j x j . 

(c)  Esboce  o grafico  de  v = v-'|  x [. 

28.  Use  o grafico  dado  de  / para  esbocar  o grafico  y = l/f(x). 
Quais  aspectos  cle/sao  os  mais  importantes  no  esboyo  de 
y = .1  /fix)?  Explique  como  eles  sao  usados. 
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29-30  ...  Use  a adicao  grafica  para  esbocar  c grafico  de  /+  g.  49  ~ f2x  + 3 qix) 


31-32  n Encontre  / + g,  f — g.  fg  e //y.  e estabeleca  os  domfnios. 

31.  fix)  — x}  + 2x/  g{x)  — 3x“  — l 

32.  f{x)  - vl  + x,  g(x)  = ^fT^x 

33-34  □ Use  os  graficos  de  /eye  o metodo  da  adicao  grafica  para 
esbocar  os  graficos  de  / + g. 

33.  f(x)  = x , g(x)  ~ \/x  34.  fix)  ~ x3,  gix)  = — x2 


41-44  :.  Encontre  /°  y ° h. 

41.  .fix)  — x + ],  y{x)  — 2x,  /?(x)  = x — 1 

42.  fix)  — 2x  - 1 , y(x)  = x\  /fix)  — J - a 

43.  j { x)  - V x - 1 . 3 (a)  = x‘  + 2 , /fi a)  = x + 3 

2 . 

44.  j (a)  = , g i x ) — cos  a,  h( x)  = -J x + 3 

x + 1 

45-50  Expresse  na  forma  as  fun^oes  f°  g. 

45.  Fix)  = Or  + 1 )“’ 

47.  G(x)  = — 

x*  + 4 

43,  «(7)  — y/°s  ? 

51-53  G Expresse  na  forma  as  fungoes  f ° g ° k. 

51.  Mix)  = 1 - 3r?  52.  H(x)  - ^ - 1 

53.  Mix)  ~ secfiyx) 

54.  Use  a tabela  para  determlnar  o valor  de  cada  expressao. 

(a)  /(y(D)  (b)  gifi  1))  (c)  /{/(l)} 

(d)  y(y(l))  (e)  (r/)( 3)  (f)  {/°  y)(6) 


X 

1 I 2 

3 

4 

5 

6 

fix} 

3 I 

A 

4 

2 

2 

5 

j 

r 

* 

46.  Fix)  “Sen (/a) 

48.  Gix)=—^— 
x + 3 

50.  u{t)  = _J|L. 

1 + tg  t 


35-40  ::  Encontre  as  fun£oes  / ° y,  g °f>  f°f  e y ° y;  e seus 
dommios. 

35.  fix)  = 2x*  - x.  yOx)  ” 3x  + 2 

36.  fix)  = 1 -x\  gix)  ~ l/x 

37.  / (x)  = sen  x,  9(x)  - 1 - Vx 

38.  fix)  — 1 - 3x,  y(x)  = 5x2  + 3x  + 2 

39.  /(x)  = x + - , gix)  = iii 


55.  Use  os  graficos  dados  de/e  y para  determinar  o valor  de  cada  uma 
das  expressoes  ou  explique  por  que  elas  nao  estao  definidas. 

(a)  /(y(2))  (b)  gifi 0))  (C)  0) 

(d)  (y  °/){6)  (e)  (y°y)(~2)  (f)  (/°/)(4) 
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miff 

56.  Use  os  grafieos  dados  de  ft  g para  estimar  o valor  de  /( gix)) 
para  x — —5,  —4,  — 3,  ....  3-  Use  cssas  estimativas  para 
[ esboyar  o grafico  de  f°  g- 


57.  A queda  de  uma  pedra  em  um  lago  cria  ondas  circulares  que  se 
espalham  a uma  velocidade  de  60  cm/s. 

(a)  Expresse  o raio  desse  drculo  como  uma  fun9ao  do  tempo  t 
(em  segundos). 

(b)  Se  A e a area  do  cfrculo  como  uma  funcao  do  raio, 
encontre  A ° r e interprete-a. 

58.  Um  aviao  esta  voando  a uma  velocidade  de  350  mi/h,  a uma 
altitude  de  1 milha,  e passa  diretamente  sobre  uma  esta^ao  de 
radar  no  instante  t — 0. 

(a)  Expresse  a distancia  horizontal  de  voo  d (em  miihas)  como 
uma  fun9ao  de  t. 

(b)  Expresse  a distancia  s entre  o aviao  e a estayao  de  radar 
como  uma  funcao  de  d. 

(c)  Use  a composicao  para  expressar  x como  uma  funcao  de  t. 

59.  A funcao  de  Heaviside  H e definida  por 


Hit)  - 


se  t < 0 
se  t 5=  0 


Essa  funcao  e usada  no  estudo  de  circuitos  eletricos  para 
representar  o surgimento  repentino  de  corrente  eletrica,  ou 
voltagem,  quando  uma  chave  e instantaneamente  ligada. 

(a)  Esboce  o grafico  da  fun9ao  de  Heaviside. 

(b)  Esboce  o grafico  da  voltagem  V(l)  no  circuito  se  uma 
chave  for  ligada  no  instante  ' = 0e  120  volts  forem 
aplicados  instantaneamente  no  circuito.  Escreva  uma 
formula  para  V(t)  em  termos  de  Hit). 

(c)  Esboce  o grafico  da  voltagem  V(t)  em  um  circuito  quando 
e ligada  uma  chave  em  / ~ 5 segundos  e 240  volts  sao 
aplicados  instantaneamente  no  circuito.  Escreva  uma 
fdrmula  para  V(t)  em  termos  de  Hit).  (Note  que  come9ar 
em  t = 5 corresponde  a uma  transla9ao.) 


50.  A funyao  de  Heaviside  definida  no  Exercieio  59  pode 
tambem  ser  i%Ja  para  definir  uma  funcao  rampa 
v ~ amt). qi4e  represents  um  crescimento  gradual  na 
voltagem  ou  c^ente  no  circuito. 

(a)  Esboce  o grafico  da  fun9ao  rampa  y — tHit). 

(b)  Esboce  o grafico  da  voltagem  V(t)  no  circuito  se  uma 
chave  for  ljgada  no  instante  t — 0 e a voltagem  crescer 
gradualmejge  ate  1 20  volts  em  um  intervalo  de  60 
segundos.  Escreva  uma  formula  para  V(t)  em  tennos  de 
Hit)  para  t ^ 60. 

(a  Esboce  o grafico  da  voltagem  V(i)  em  um  circuito  se 
em  t — 7 $ for  ligada  uma  chave  e a voltagem  crescer 
gradualmente  ate  100  volts  em  um  penodo  de  25 
segundos.  Escreva  uma  formula  para  V(t)  em  termos 
de  H(t)  para  t 32. 

61.  (a)  Se  g(x)  — 2x  -f  1 e h(x ) — 4x2  + 4jc  + 7,  encontre 

uma  fungao / tal  que  / ° g — h.  (Pense  sobre  quais 
opera^oes  eleven  arn  ser  feitas  em  g para  chegar  em 
h.) 

(b)  Se  fix)  — 3x:  4-  5 e h(x)  — 3x2  + 3.t  + 2,  encontre 
uma  fun9§o  g tal  que  f 0 g = h. 

62.  Se  f(x)  = r+  4e  h(x)  — 4x  — 1 , encontre  uma  fun9ao 
g tal  que  g cf~  h. 

63.  Suponha  g uma  fun9ao  par  e seja  h ~ f a g.  A fun9ao  h e 
sempre  uma  fun9ao  par? 

64.  Suponha  g tuna  funyao  fmpar  e seja  h ~ f°  g.  A fun9ao  h 
6 sempre  uma  fun9ao  par?  E se/for  finpar?  E se  / for 
par? 
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F1GURA  1 
A janeia  retangular 


a,  b]  por  [c,  d] 


fa)  [-2?  2]  por  [-2.  2 j 


Calculadoras  Graficas  e Computadores 

y v .......  , 

Nesta  seeao  vamos  supor  que  voce  tenha  acesso  a Lima  calculadora  on  a um  computador 
coin  um  software  grafico.  Vamos  ver  como  o uso  desses  dispositivos  nos  possibi lita 
iazer  o grafico  de  {undoes  complicadas  e resolver  problemas  complexes,  que  de  outra 
forma  nao  poderiam  ser  resolvidos.  Vamos  apontar  tambem  alguns  dos  perigos  ocui- 
tos  nessas  maquinas. 

As  calculadoras  graficas  e os  computadores  podem  fazer  graficos  bem  precisos  de 
funqoes.  Mas,  como  sera  visto  no  Capjtulo  4,  so  por  meio  do  calculo  podemos  estar 
seguros  de  ter  coberto  todos  os  aspectos  interessantes  dos  graficos. 

Tanto  calculadoras  quanto  computadores  exibem  uma  parte  retangular  do  grafico  de 
uma  fungao  em  uma  janeia  de  exposicao  on  tela  de  inspegao.  que  sera  chamada  aqui  de 
janeia  retangular.  A visao-padrao  sempre  nos  fornece  uma  imagem  incompleta  on 
enganadora , assim  e import  ante  escolher  com  cuidado  a janeia  retangular.  Se  escolhennos 
a variaqao  de  x de  Xmtn  = a ate  Xmdx  = b e os  valores  de  y de  Ymin  = c ate  Ymdx  = d, 
entao  a parte  do  grafico  que  esta  no  retangulo  e 

[a,  b]  X [c,  d ] = {( v.  v)  | a X x b,  c X y d) 

mostrada  na  Figura  1 . Vamos  nos  referir  a ela  como  janeia  retangular  [a,b]  por  [cyd]. 

A maquina  faz  o grafico  da  f'unqao  / da  mesma  forma  que  voce  faria.  Ela  desenha 
pontos  da  forma  (x,/{x))  para  um  certo  mimero  de  valores  igualmente  espacados  de  x 
entre  a e b.  Se  determinado  valor  de  x nao  estiver  no  domfnio  de  /,  ou  se  f(x)  estiver 
fora  da  janeia  retangular,  ela  vai  para  o proximo  valor  de  x.  A maquina  conecta  cada 
ponto  com  o precedente,  formando  assim  uma  representacao  do  grafico  de  /. 

EXEf$PL0  1 u Em  cada  uma  das  janelas  retangulares  que  se  seguem  faqa  o grafico  de 
fix)  — x2  + 3. 

(a)  [-2,2]  por  [“2,2]  (b)  [-4,4]  por  [-4,4] 

(c)  [-10,1 0]  por  [ - 5 , 30]  (d)  [ ~ 50 , 50]  por  [- 1 00 , 1 .000] 

S0LUCA0  Para  a parte  (a)  escolhennos  Xmfn  «=  -2,  Xmdx  = 2,  Ymm  = -2  e Ymdx  = 2. 

O grafico  resultante  esta  na  Eigura  2(a).  A janeia  esta  em  branco!  Um  instante  de 
reflexao  nos  da  a explicacao:  observe  que  x2  5=  0 para  todo  x,  logo  x2  t 3 5=  3 para  todo 
x.  Assim  a imagem  da  funcao  j (x)  = xi  + 3 e [3,  oc).  Isso  significa  que  o grafico  de  / 
esta  inteiramente  fora  da  janeia  retangular  [-2, 2]  por  [-2, 2], 

Os  graficos  para  as  janelas  retangulares  das  partes  (b),  (c)  e (d)  estao  na  Figura  2. 

Note  que  em  (c)  e (d)  a visao  esta  mais  complefa,  porem  em  fd)  nao  fica  claro  que  o 
intercepto  y e 3. 

30  J.000 


(b)  l - 4, 4J  por  [ — 4, 4] 
FIGURA  2 

Graficos  de  f(x)  --  x 2 + 3 


(c)  [-10,  10]  por  I - 5,  30} 


(d)  [-  50, 50]  por  f-  100,  1.000] 


FIGURA  4 
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A partir  do  Exemplo  1 vemos  que  a escolha  da  janela  retanguiar  faz  uina  grande  dife- 
renca  no  aspecto  do  grafieo.  Algumas  vezes.  para  obter  uma  visao  rriais  conipJeta  ou  mais 
global  do  graft co.  e necessario  ampliar  a janela.  No  exemplo  a seguir  verernos  que  urn  co- 
nheeimento  previo  do  domfnio  e da  imagem  da  hi nc do  da  pistas  de  como  selecionar  a 
janela  retanguiar. 

EXEMPLO  2 Determine  uma  janela  apropriada  para  a funeao  fix)  = 2:v2  e use-a 

para  fazer  o grafieo  de  /. 

SOLUQAO  A expressao  para  f(x)  esta  clefinida  quando 

8 - 2.v2  >3  0 2.v2  • 8 o x2  4 

<=>  j .v  | -A»2  o — 2 x 2 

Portanto,  o domfnio  de  / e o intervalo  [—2, 2].  Tambem, 

0 ^ y;8  ~ 2,rT  « v 8 — 2 -J2  2,83 

logo  a imagem  de  / e o intervalo  [0,  2 N 2 ] . 

Escolhemos  a janela  retanguiar  de  forma  que  o intervalo  sobre  o eixo  jc  fosse  uni 
pouco  maior  que  o domfnio  e o intervalo  sobre  o eixo  y fosse  urn  pouco  maior  que  a 
imagem.  Fazendo  a janela  retanguiar  ser  [-3,  3]  por  [-1,4],  obtemos  o grafieo  da 
Figura  3. 

EXEMPLO  3 Faea  o grafieo  da  funeao  y = x:'  - 1 5 Ox. 

SOltHJAO  Aqui  o domfnio  e IK,  o conjunto  de  todos  os  nurneros  reais.  Is  so  nao  ajuda  na 
escolha  da  janela.  Vamos  fazer  algumas  experiencias.  Se  iniciarmos  com  a janela 
retanguiar  [—5, 5]  por  [—5, 5],  obteremos  o grafieo  da  Figura  4.  Ele  aparenta  estar  vazio, 
mas,  na  verdade,  o grafieo  esta  tao  proximo  de  ser  vertical  que  chega  a se  eonfundir  com 
o eixo  y. 

Usando  o recurso  zoom  da  calculadora  graft c a para  mudar  a janela  retanguiar  para 
[-20,  20 J por  [-20,  20],  obtemos  a imagem  da  Figura  5(a).  O grafieo  aparenta  ser  for- 
mado  por  retas  verticals,  mas  sabemos  que  isso  nao  esta  correto.  Observando  cuidadosa- 
mente  enquanto  o grafieo  esta  sendo  feito,  vemos  que  o processo  se  interrompe  para  depots 
reaparecer.  Isso  indica  que  e necessario  olhar  com  mais  detalhes  na  dire$ao  vertical,  dessa 
forma,  mudamos  a janela  retanguiar  para  [20,  20]  por  [-500,  500].  O grafieo  resultante  esta 
na  Figura  5(b).  Todavia,  ainda  nao  temos  revelados  t<xlos  os  aspectos  principais  da  funeao; 
dessa  fonna,  tentamos  a janela  [-20,  20]  por  [-1 .000.  1 .000]  na  Figura  5(c).  Tudo  indica  que 
finalmente  chegamos  a uma  janela  apropriada.  No  Capftulo  4 verernos  que  realmente  o 
grafieo  da  Figura  5(c)  revela  todos  os  principais  aspectos  da  fungao. 


20  500  1 .000 


-20 

-500 

(a) 

(b) 

FIGURA  5 

f{x)  x-  - 150a 


- 1 .000 
(c) 
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Faca  o grafico  da  funcao  fO 


sen  50a  em  uma  janela  apropriada. 


SOLUCAO  A Figura  6(a)  mostra  o grafico  de  / produzido  por  uma  caieuladora  grafica 
usando  uma  janela  retangular  de  [—12,  1 2]  por  [—  1 ,5, 1 ,5].  A primeira  vista  o grafico 
aparenta  ser  razoavel.  Porem,  se  mudarmos  para  as  outras  janelas  da  Figura  6.  o grafico 
mudara  completamente.  Algo  estranho  esta  acontecendo. 


□ A aparencia  do  grafico  na  Figura  6 
depende  da  maquina  usada.  Os 
graficos  que  voce  obtiver  em  sua 
maquina  podem  nao  ser  parecidos 
com  os  destas  flguras,  mas  com 
certeza  sao  iguaimente  imprecisos. 


FIGURA  6 
Graficos  de/fr)  = sen  50x 
em  quacro  janefas  reiangu  lares 


A fim  de  explicar  a grande  diferenya  no  aspecto  desses  graficos  e achar  uma  janela 
apropriada.  e necessario  enconfrar  o perfodo  da  funcao  v = sen  50a.  Sabemos  que  o 
perfodo  da  funcao  y = sen  x e de  2tt:  assim,  o perfodo  de  y = sen  50a  e 


2 77  7 T 

50  ” 25 


0,126 


1.5 


0,25  - 


: 0.25 


-K5 


FIGURA  7 
f(x)  — sen  50a 


Isso  sugere  que  devemos  trabalhar  com  os  valores  pequenos  de  x para  mostrar  somente 
algumas  oseilayoes  do  grafico.  Se  eseolhermos  a janela  [-0,25,  0,25]  por  [-1,5,  1,5], 
obteremos  o grafico  da  Figura  7. 

Vemos  agora  o erro  que  cometemos  na  Figura  6.  As  oscilayoes  de  v — sen  50a  sao  tao 
rapidas  que  quando  a caieuladora  desenha  pontos  e os  une,  perde  o ponto  maximo  e o 
mmirno,  dando  assim  uma  impressao  errada  sobre  o grafico. 

Vimos  que  a escoiha  de  uma  janela  nao  apropriada  pode  levar  a uma  visao  erronea  do 
grafico  de  uma  funcao.  Nos  Exemplos  1 e 3 resolvemos  o problema  ampliando  a janela,  ao 
passo  que  no  Exemplo  4 a reduzimos.  No  proximo  exemplo  examinaremos  uma  funcao  para 
a qua!  nao  existe  uma  unica  janela  satisfatoria,  que  revele  a verdadeira  forma  do  grafico. 


j 


EXEMPLO  5 o Faya  o grafico  da  funyao  fix)  — sen  a + ^ cos  100a. 

S0LUQA0  A f igura  8 mostra  o grafico  de  f produzido  por  uma  caieuladora  grafica  com  uma 
janela  retangular  de  [-6,5, 6,5]  por  [-1,5,  1 A],  Ele  se  parece  com  o grafico  de  v = sen  a, 
talvez  acrescido  de  algumas  oscilaeoes.  Se  dermos  um  zoom  na  janela  [-0,1 , 0,1]  por 
[-0,1, 0,1]  poderemos  ver  mais  claramente  a forma  das  oscilayoes  acrescidas  na  Figura  9. 


James  Stewart  CAPSTUtO  1 FUNCCcS  E MGDELOS  i:  53 

A razao  para  esse  comportamento  esta  no  fato  de  que  o segundo  termo,  cos  lOO.r.  e 
muito  pequeno  era  comparacao  com  o primeiro,  sen  x.  Assim,  realmente  precisamos  de 
dots  graficos  para  ver  a natureza  verdadeira  dessa  funeao. 


F1GURA8 


FIGURA  9 


EXEMPLO  6 □ Faca  o grafico  da  fungao  y = 

1 — x 

SQLUQAO  A Figura  10(a)  mostra  o grafico  produzido  por  uma  calcuiadora  com  uma 
janela  [ — 9,  9]  por  [—9, 9],  Ao  conectar  os  pontos  sucessivos  sobre  o grafico,  a 
calcuiadora  produz  um  segmento  de  reta  mgreme  do  topo  ate  a base  da  tela.  Esse  seg- 
mento  de  reta  realmente  nao  faz  parte  do  grafico.  Observe  que  o dommio  da  fungao 
y — 1/(1  ~ x)  e {x\x  # 1}.  Podemos  eliminar  a reta  quase  vertical  fazendo  experiencias 
com  uma  mudanga  de  escala.  Quando  mudamos  para  uma  janela  menor  (-4,7, 4,7]  por 
[-4,7,  4,7],  obtemos  um  grafico  muito  melhor.  como  mostrado  na  Figura  10(b). 


□ Para  evitar  a reta  estranha  podemos 
mudar  a maneira  de  fazer  o grafico  na 
calcuiadora  de  taf  forma  que  os  pontos 
nao  sejam  conectados. 

“9 

FIGURA  10 
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EXEIVIPLO  7 o Faga  o grafico  da  fungao  v — yx. 

S0LUQA0  Alguns  recursos  graficos  dispoem  a imagem  como  na  Figura  1 1 , enquanto 
outros  produzem  uma  imagem  como  a da  Figura  12.  Sabemos  da  Segao  1 .2  (Figura  13) 
que  o grafico  na  Figura  1 2 esta  correto;  assim,  o que  aconteceu  na  Figura  1 1 ? A 
explicagao  disso  e que,  cm  algumas  maquinas,  xlfi  e computado  como  eiu3>lnx  e lnx  nao 
esta  definida  para  x < 0.  Logo,  somente  a metade  a direita  do  grafico  e produzida. 


2 


-2 


FIGURA  1 1 


FIGURA  12 
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Voce  deve  experimentar  com  sua  maquioa  para  ver  qua!  desses  do  is  graficos  sera 
produzido.  Se  obtiver  o grafico  da  Figura  1 1 . podera  obter  a jmagem  correta  fazendo  o 
grab co  da  funcao 


fix)  = 


Observe  que  essa  funcao  e igual  a l/x  (exceto  quando  x = 0). 


Para  entender  como  a expressao  para  uina  funcao  relaciona-se  com  seu  grafico.  e 
proveitoso  fazer  o grafico  de  uma  familia  de  funpdes.  isto  e,  uraa  colepao  de  funcSes 
cujas  equacoes  estao  relacionadas.  No  exemplo  a seguir  faremos  os  graficos  de  membros 
de  uma  familia  de  polinomios  cubieos. 


EXERrtPLO  8 d Fapa  o grafico  da  funcao  y = jr3  + cx  para  varies  valores  de  c.  Como 
mudara  o grafico  quando  fizermos  c variar? 


SOIUQAO  A Figura  13  mostra  os  graficos  da  funcao  v = .v3  ■+  cx  para  c — 2.  1.0,  — 1 e 
~2.  Vemos  que.  para  os  valores  positivos  de  c,  o grafico  e crescente  da  esquerda  para  a 
direita  sem  ponto  de  maximo  ou  de  minimo  (picos  ou  vales).  Quando  c = 0.  a curva  e 
achatada  na  origem.  Quando  c e negaiivo.  a curva  tern  um  ponto  de  maximo  e uni  ponto 
de  minimo.  A medida  que  c decresce,  o ponto  de  maximo  fica  cada  vez  mais  alto,  e o 
ponto  de  minimo,  cada  vezi  mais  baixo. 


(b)  y = _x:i  + x 


<c)  v ~ xi 


FIGURA  13 

Varios  membros  da  familia  de  iuncoes 
v x'  + cx  tern  seus  graficos  na  jane! a 
{-2,  2]  por  [-2,5.  2,5) 


Encontre  as  solncoes  da  equapao  cos  x — x com  duas  casas  decimals  de  precisao. 


SOLUQAO  As  solupdes  da  equacao  cos  x — x sao  as  coordenadas  x dos  pontos  de  intersecao 
das  curvas  y = cos  a e y — x.  Da  Figura  14(a)  vemos  que  ha  uma  unica  solucao  e ela  esta 
entre  0 e 1 . Dando  um  zoom  na  janela  [0.  1]  por  [0.  1].  vemos,  da  Figura  14(b).  que  a 
solupao  esta  entre  0,7  e 0,8.  Damos  mais  um  zoom  para  a janela  [0,7, 0.8 1 por  [0,7, 0.8]  na 
Figura  14(c).  Movendo  o cursor  para  o ponto  de  intersecao  das  duas  curvas,  ou  por 
inspepao  e pelo  fato  de  que  a escala  em  x e 0,0 1 , vemos  que  a solupao  da  equacao  e cerca 
de  0,74.  (Muitas  calculadoras  possuem  dispositivos  que  fomecem  pontos  de  intersepao.) 

1 0.8 


1,  / V — -r 
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I A y cos  x 
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/ 

V — COS  .V 


FIGURA  14 

Local izapao  das  soJupoes  (a)  (_5,  5]  por  [-  1,5,  1,5] 
de  cos  .v  = x escala  x = 1 


(b)  [0,  1 ] por  [0,  1] 
escala  x = 0, 1 


(c)  [0,7, 0,8]  por  [0,7, 0,8] 
escala  .V  - 0.01 


' 


Exerclcios 
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1.  Use  uma  ealculadora  grafica  ou  um  computador  para  determ  i- 
nar  qua!  das  janelas  retangulares  dadas  produz  o grafico  mats 
apropriado  da  fungao  fix)  = x4  + 2. 

(a)  [-2, 2]  porf -2. 2] 

(b)  [0. 4]  por  [0, 4] 

(c)  [—4,4]  por  I —4, 4] 

(d)  [ - 8.8]  por  [ — 4 . 40] 

(e)  [-40.40]  por  [-80.800] 

2.  Use  uma  ealculadora  graft ca  ou  um  computador  para  determi- 
nar  qual  das  janelas  retangulares  dadas  produz  o grafico  mais 
apropriado  da  funcao  fix)  — x2  + lx  + 6. 

(a)  [—5,5]  por  [ - 5 , 5] 

(b)  [0, 10]  por  [ -20. 100] 

(c ) | — 1 5 , 8]  por  [ ~ 20 . 1 00] 

(d)  [ -10,3]  por  [-100.  20] 

3.  Use  uma  ealculadora  grafica  ou  um  computador  para  determi- 
nar  qual  das  janelas  retangulares  dadas  produz  o grafico  mais 
apropriado  da  funcao  fix)  — 10  + 25.x  - x\ 

(a)  [—4, 4]  por  [—4, 4j 

(b)  [-10.  10]  por  [-10,  10] 

(c)  [-20, 20]  por  [-100, 100] 

(d)  [- 100, 100]  por  [-200. 200] 

4.  Use  uma  ealculadora  grafica  ou  um  computador  para  determi- 
nar  qual  das  janelas  retangulares  dadas  produz  o grafico  mais 
apropriado  da  funcao  f(x)  = yox  - x2. 

(a)  [—4, 4]  por  [ 4, 4] 

(b)  [-5, 5]  por  [0,100] 

<c)  [-10, 10]  por  [-10,40] 

(d)  [—2. 10]  por  [—2, 6] 

5-18  Determine  uma  janela  retangular  apropriada  para  a funcao 


dada  e use-a  para  fazer  o grafico  da  funcao. 

5.  f(x)  - 5 + 20x  - x2 

6.  fix) 

= x + 30x3  f 200. 

7.  fix)  - 0.0 lx  - + 5 

8-  fix) 

— x(x  + 6)(.v  — 9) 

9.  fix)  — ySl  - x4 

10.  fix) 

- fOAx  + 20 

11.  fix)  = x2  + — - 

12.  fix) 

X 

X2  + 100 

13.  fix)  ~ cos  lOOx 

14.  fix) 

— 3 sen  120x 

15.  f{x)  = sen  (x/40) 

16.  y — 

tg  25x 

17.  v = y** 

18.  y - 

.x2  + 0,02  sen  50x 

19.  Faca  o grafico  da  el  ipse  4:v  + Zy"  = 1 por  meio  dos  graficos 
das  luncoes  que  sao  a metade  superior  e inferior  da  elipse. 

20.  baca  o grafico  da  hiperbole  y~  — 9x~  — 1 por  meio  dos  grafi- 
cos das  funqoes  que  sao  a metade  superior  e inferior  dos  ramos 
da  hiperbole. 

21-23  Encontre  todas  as  soluyoes  da  equacao  com  duas  casas 
decimals  de  precisao. 

21.  x1  - 9.r  -4  — 0 

22.  .v1  — 4.x  - 1 

23.  sen  a 

24.  Vimos  no  Exemplo  9 que  a equayao  cos  .r  = .y  tern  exatamente 
uma  solucao. 

(a)  Use  um  grafico  para  mostrar  que  a equacao  cos  a = 0,3a 
tern  tres  soluqdes  e encontre-as  com  duas  casas  decimals 
de  precisao. 

fb)  Encontre  um  valor  aproximado  m tal  que  a equacao 
cos  x = mx  tenha  exatamente  duas  solitaries. 

25.  Use  os  graficos  para  determinar  qual  das  funedes  fix)  = 10x2 
e £jr(.v)  = x3/ 10  e,  em  ultima  anali.se,  maior  (isto  e,  maior 
quando  x for  mujto  grande). 

26.  Use  os  graficos  para  determinar  qual  dentre  as  funedes 
fix)  ~ x*  — 100.x ' e grf.v)  = x3  e,  em  ultima  analise,  maior. 

27.  Para  quais  valores  de  x e valido  que  | sen  x ~~  x \ < 0,1? 

28.  Faca  o grafico  dos  polindmios  Fix)  = 3x5  ~ 5x}  + 2x  e 

Q{x ) — 3x ' na  mesnta  tela,  usando  primeiro  a janela  retangulai 
[-2,  2]  por  [—2,2]  e entao  mudando  para  [- 10,  10]  por 
[- 10.000, 10.000).  C)  que  voce  pode  observar  a paitir  desses 
graficos? 

29.  Neste  exerefeio  consideramos  a famflia  de  funedes  fix)  — yjx 
onde  n e um  inteiro  positive). 

(a)  Faqa  o grafico  da  funcao  raiz  y ---  vZx , y = yx  e 

y — yx  na  niesma  tela  usando  a janela  retangular 
[-1,4]  por  [-1,3]. 

(b)  Faca  o grafico  das  funedes  y ~ x,  y = yx  e y — yx  na 
mesma  tela  usando  a janela  retangular  [ — 3, 3]  por  [—2.  2 J. 
(Veja  o Exemplo  7.) 

(c)  Faca  o grafico  das  funedes  y — yx,  y — y x,  y — y x e 

y — y x na  mesma  tela  usando  a janela  retangular  [— 1,3] 
por[- 1,2], 


(d)  Que  conclusoes  voce  pode  tirar  desses  graficos? 
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30.  Neste  exercicio  consideramos  a famflia  de  funyoes  f(.x)  = 1/x". 
onde  n e um  inteiro  posit ivo. 

(a)  Faca  o grafico  das  funeoes  y = \/x  e y ~ 1/x3  na  mesma 
tela  usando  a janela  retangular  [-3.  3]  por  [—3. 3], 

(b)  Faya  o grafico  das  funyoes  y = \/x2  e y = 1/x4  na  mesma 
tela  usando  a janela  retangular  dada  na  parte  (a). 

(c)  Faya  o grafico  de  todas  as  funeoes  das  partes  (a)  e (b)  na 
mesma  tela  usando  a janela  retangular  [-1,3]  por  [—1,3]. 

(d)  Que  conclusoes  voce  pode  tirar  desses  graficos? 

31.  Faya  o grafico  da  funcao  f(x)  — x4  + cx2  + x para  varios 
valores  de  c.  Como  mudara  o grafico  quando  c variar? 

32.  Faca  o grafico  da  funcao  fix)  = y 1 + or2  para  varios  valores 
de  c.  Descreva  como  a variayao  de  c afeta  o grafico. 

33.  Faya  o grafico  da  ftinyao  y — xn2~\x  3*  0,  para  n f(x)  - 1.2. 3, 
4,5  e 6.  Como  varia  o grafico  com  o crescimento  de  ril 

34.  As  curvas  com  equayoes 


sao  chamadas  curvas  ponta  de  bala.  Faya  o grafico  de 
algumas  dessas  curvas  para  entender  o porque  de  seu  nome. 

O que  acontece  quando  c cresce? 

35.  O que  acontece  com  o grafico  da  equayao  y2  — c.r3  •+  x2  com 
a variayao  de  c? 

36.  Este  exercicio  explora  o efeito  da  funyao  interior  g sobre  a 
funcao  composta  y ~ f(g(x)). 

(a)  Faca  o grafico  da  funcao  y — sen(y'x)  usando  a janela 
[0, 400]  por  [-1 ,5,  1 ,5].  Qual  a diferenya  entre  esse 
grafico  e o da  funyao  seno? 

(b)  Faca  o grafico  da  funyao  y =*-sen(x2)  usando  a janela 
[—5,5]  por  [-1 ,5,  1 2>],  Qual  a diferenya  com  esse  grafico 
e o da  funyao  seno? 


37.  As  figuras  a seguir  most  ram  os  graficos  de  y = sen  96x  e 
de  y — sen  2x,  conforme  sao  ex  ibid  as  por  uma  calculadora 
grafica  Tl-83. 


y sen  96x  v = sen  2x 

O primeiro  grafico  e inexato.  Bxplique  por  que  os  dois 
graficos  aparentam  ser  identicos.  [Dicer.  A janela  grafica 
da  1*1-83  e de  95  pixels. tQuais  pontos  especfficos  a 
calculadora  desenha?] 

38.  O primeiro  grafico  da  figura  a seguir  e aquele  que  uma 

calculadora  grafica  Tl-83  exibe  como  funyao  y = sen  45x.  Ele  e 
incorreto  e,  portanto,  para  ajudar  a explicar  sua  aparencia, 
desenhamos  a curva  em  questao  no  modo  pontual  da  calculadora 
obtendo  o segundo  grafico. 


Que  duas  curvas  senoidais  a calculadora  aparenta  estar 
desenhando?  Mostre  que  cada  ponto  do  grafico  de 
v — sen  45x  que  a Tl-83  escolhe  para  desenhar  esta,  de  fato, 
em  uma  dessas  duas  curvas.  (A  janela  grafica  da  Tl-83  e 
de  95  pixels.) 


A funcao  fix)  — 2X  e chamada  jungao  exponential,  pois  a variavel,  x,  e o expoente.  Ela 
nao  deve  ser  confundida  com  a funcao  poteneia  gf(x)  = x2,  na  qual  a variavel  e a base. 
Em  geral,  uma  funyao  exponencial  e uma  funyao  da  forma 

fix)  - 

onde  a e uma  constante  positiva.  Vamos  recordar  o que  isso  significa. 

Se  x = n,  um  inteiro  positivo,  entao 

an  — a * a a 

n fiitorcs 

Se  x = 0,  entao  <f  = l,e  se  x ~ ~~n,  onde  n e urn  inteiro  positivo,  entao 

...M  _ 

an 

Se  x for  um  numero  rational,  x — pfq , onde  peg  sao  inteiros  e q > 0,  entao 

ax  = ap/q  = f/aP  = ($a)p 
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Mas,  qua!  o significado  de  a 1 se  x for  um  numero  irrational?  Por  exemplo,  qua]  o signifi- 
cado  de  2V:’  ou  5"? 

Para  ajuda-lo  a responder  a essa  questao  olhamos  primeiro  o grafico  da  funcao  y = 2\ 
no  qual  r e raciona!.  Uma  representacao  desse  graiico  encontra-se  na  Figura  1 . Qneremos 
alargar  o dominio  de  v = V para  incluir  os  numeros  racionais  e irracionais. 


FfGURA  1 

Representacao  de  y — 1 , x rational 


□ Uma  prova  dessa  afirmapao  e dada 
em  J.  Marsden  e A.  Weinstein, 
Calculus  Unlimited  (Menlo  Park,  CA: 
Benjamin/Cummings,  1980). 


No  grafico  da  Figura  1 existem  buracos  correspondentes  aos  valores  irracionais  de  x. 
Queremos  preencher  os  buracos  definindo  f(x)  — 2\  onde  x G R,  de  modo  que/seja  uma 
fungao  crescente,  Em  particular,  uma  vez  que  o numero  irraciona]  %/3  satisfaz 


devemos  ter 


1 .7  < y/3  < 1 ,8 


2 1,7  < 2v  3 < 21 


e sabemos  que  2U  e 21S  tern  um  significado,  pois  1 ,7  e 1 ,8  sao  numeros  racionais.  Da  mesma 
forma,  usando  as  melhores  aproximagoes  para  V3»  obtemos  melhores  aproximagoes  para  2v3: 

1 ,73  < V3  < i ,74  =>  2 1,73  < 2^  < 2J 74 

1 ,732  < V3  < 1 ,733  =>  21732  < 2^  < 21 753 

] .7320  < a/3  < 1 -7321  =>  21 7320  < 2'*  < 2 1 7321 

] ,73205  < V3  < 1,73206  =>  2 5 7321)5  < 2'1  < 2 1 73206 


FIGURA  2 
y = 2\  x real 


Pode  ser  mostrado  que  ha  exatamente  um  numero  maior  que  todos  os  numeros 

2i?7,  21-73,  21732,  2 1 7320,  2 1 73205 , ... 

e menor  que  todos  os  numeros 

21,8  2U4  91-733  2 1 ,7321  9 i, 73306 

Definimos  2V’3  eomo  sendo  esse  numero.  Usando  o processo  de  aproximagao  precedente 
podernos  computa-lo  corretamente  com  seis  casas  decimals: 

2^  « 3,321997 

Da  mesma  forma,  podemos  definir  2X  (011  a\  se  a > 0)  onde  x e um  numero  irracional 
qualquer.  A Figura  2 mostra  eomo  os  buracos  da  Figura  1 foram  preenchidos  para  com- 
pletar  o grafico  da  funcao  f{x)  = 2\x  G K. 
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Se  0 < a < J,  entao  <r  aproxima-se 
de  0 a medida  que  x cresce.  Se  a > i, 
entao  a'  tende  a 0 conforme  x 
deter  esc  e por  va  lores  negatives-  Em 
am  bos  os  casos  o eixo  x e uma 
assintota  horizontal.  Esses  assuntos 
serao  di  scut  id  os  na  Sepao  2.6. 


(a)  y — a \ 0 < « < 1 
FIGURA  4 


Na  Secao  5.6  apresentaremos  uma 
definipao  para  a funcao  exponenciai 
que  vai  nos  capacitar  a dar 
demonstrates  simples  para  as  Leis 
dos  Expoentes. 


Os  graficos  dos  membrbs  'da  fa  raffia  de  fungoes  y — a ' estao  na  Figura  3 para  vario? 
valores  da  base  a.  Note  que  todos  esses  graficos  passant  pelo  mesmo  ponto  (0.  I 1.  pois 
al>  — j para  a 0.  Observe  que  a funcao  exponenciai  cresce  mats  rapidamente  a rnedidr 
que  a fica  cada  vez  ixtaior  (para  x > 0). 


(!)  (O' 


FIGURA  3 


Voce  pode  ver  na  Figura  3 que  basicamente  existent  ties  tipos  de  funcao  exponenciai 
y = a*.  Se  0 < a < Fa  funcao  exponenciai  decresce;  se  a — 1 , e!a  e uma  constante;  e se 
a > K ela  cresce.  Esses  tres  casos  estao  na  Figura  4.  Observe  que  sea  4 i . entao  a funcao 
exponenciai  y — a*  tent  o dommio  Rea  iniagem  (0.  ^).  Alem  disso.  uma  vez  que 
(I AO'  = i fa*  = a"\  o graft co  de  y = (\faY  e a reflexao  do  grafico  de  y — ax  em  tomo 
do  eixo  v. 


y i 

i 

0 1 

X 

! / 

f (0.  ! ) 


(b)  v = 1 ' 


Uma  razao  para  a importance  da  funqao  exponenciai  esta  nas  propriedades  a seguir.  Se 
x e y forem  mirneros  racionais,  entao  essas  propriedades  sao  bent  conhecidas  da  algebra 
elementar.  Pode-se  provar  que  elas  permanecem  ve.rdadei.ras  para  mirneros  reais  arbitrarios 
x e v. 


Lei  dos  Expoentes  Se  a e b forem  mirneros  positivos  e x e y.  mirneros  reals  quais- 
quer,  entao 


4 -JT-ry  X 


. — a a 


2.  ax~y 


3.  (axy=-ax; 


4.  (at?)'  = a '!?  ' 
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Para  uma  revisao  sob  re  as 


reftexoes  e desiocamentos  de 
graficos,  veja  a Secao  1.3. 


:apituio  i 


!si:  < L?.,  j Esboce  o grafico  da  funcao  v — c — 2(  e ctetermine  scu  do  01  in  to  e 
imagem. 

SQLUQAO  Primeiro  refietimos  o grafico  de  y = 2'v  (mostrado  na  Figura  2)  em  torno  do 
eixo  x para  obter  o grafico  de  v - - 2 ' na  Figura  5(b).  A seguir  deslocamos  o grafico  de 
y = 3 unidades  para  cima.  para  obter  o grafico  de  y = 3 - 2V  na  Figura  5(c).  O 

dominio  eRea  imagem,  (-^,3). 


FIGURA  5 (a)  v — 2' 
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A* 

-1  j 
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(b)  y - -2' 


V i 

L 
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0 

\ .V 

\ 
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\ 

(c)  y = 3 --  2* 


EXEMPLO  2 Use  um  recurso  grafico  para  comparar  a fungao  exponencial  fix)  = 2*  e 
a fungao  potencia  gix)  — x~.  Qua!  Funcao  crescent  mais  rapidamente  quando  x for 
grande? 


O Exemplo  2 mostra  que  y = 2J 
aumenta  mais  rapidamente  que  y — x~. 
Para  verificar  quao  rapidamente 
fix)  - 2 ’ cresce,  vamos  razer  o 
seguinte  experimento  mental. 
Comegaremos  com  um  pedago  de 
papel  com  uma  espessura  de  1 
milesirno  de  polegada  e vamos 
dobra-lo  pela  metade  50  vezes.  Cada 
vez  que  dobramos  o papel  pela 
metade,  a sua  espessura  se  du plica; 
assim,  a sua  espessura  re  sultan  te  seria 
de  26C/1  -000  polegadas.  Gue  espessura 
voce  acha  que  isso  represents?  De 
fato,  isso  e mats  que  17  milhoes 
de  milhas! 


SQLUCAO  A Figura  6 mostra  os  graficos  das  duas  fun  goes  na  janela  retangular  [-2,  6] 
por  [0, 40 J.  Vemos  que  os  graficos  se  interceptam  tres  vezes,  mas,  para  x > 4,  o grafico 
de  f{x)  = 2*  fica  aeima  do  grafico  de  g(x)  ~ x2.  A Figura  7 da  uma  visao  mais 
abrangente  e mostra  que,  para  grandes  va  lores  de  x,  a fungao  exponencial  y = 2X  cresce 
muito  mais  rapidamente  que  a fungao  potencia  y — x2. 


FIGURA  6 


FIGURA  7 


L.J  Aplicagoes  das  Funcoes  Exponenciais 

A funcao  exponencial  ocorre  freqiientemente  em  modelos  matematieos  da  natureza  e da 
sociedade.  Vamos  indicar  brevemente  aqui  como  eles  surgem  na  descricao  do  ereseimento  po- 
pulacional  e deeaimento  radioativo.  Em  capltulos  posteriores  darentos  essas  e outras  aplicacoes 
com  mais  detalhes. 

Vamos  considerar  primeiro  uma  populagao  de  baeterias  em  um  meio  nutriente  homogeneo. 
Suponhamos  que  fazendo  amostras  da  populagao  em  certos  intervalos  fique  deteiminado  que  a 
populagao  dobra  a cada  bora.  Se  o nume.ro  de  baeterias  no  instante  t for  /?(/),  onde  t e medido 


$0 
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TABELA  1 




! 

A no 

Populacao 
(mil  hoes) 

1900 

1910 

1 .630 
1 .750 

1 920 

1 .860 

i v M 

! 940 

2.300 

2.560 

3.040 

mo 

4.450 

I QUf) 

5.280 

2000 

6.080 

em  horas,  e a populacao  inicial  for  p( 0)  = 1 .000.  entao 

/?(  })  = 2/7(0)  = 2 X 1.000 
p{ 2)  = 2p{  1 ) = 2J  x 1.000 
p( 3)  = 2/7(2)  - 2-  X 1 .000 
Desse  padrao  parece  que,  em  geral, 

pit)  — 2 X 1.000  = (1.000)2' 

A fun^ao  populacao  e um  multiple  constante  da  fun^ao  exponeneial  v — 2';  logo,  ela  exibe 
o rapido  crescimento  que  observamos  nas  Figuras  2 e 7.  Sob  condigoes  ideais  (espatjo  e 
alimentos  ilimitados  e a u send  a de  doencas)  esse  crescimento  exponeneial  e tipico  do  que 
ocorre  realmente  na  natureza. 

O que  pode  ser  dito  sobre  a populacao?  A Tabela  1 mostra  os  dados  da  populacao 
mundiaj  do  seculo  XX,  e a Figura  8 mostra  o correspondente  mapa  de  dispersao. 

P f 

6 X I09  -f 


j 1 900  1920  1940  1960  1980  2000  1 

FIGURA  8 Mapa  de  dispersao  para  o crescimento  populacional  mundiaj 


O padrao  dos  dados  da  Figura  8 sugere  um  crescimento  exponeneial;  assim,  se  usarmos 
uma  calculadora  grafica  com  capacidade  para  urna  regressao  exponeneial  por  mfnimos 
quadrados,  obteremos  o seguinte  modelo  exponeneial: 

P = (0,008079266)  • (1 ,013731)' 


A Figura  9 mostra  o grafico  dessa  fungao  exponeneial  junto  com  os  pontos  originals. 
Podemos  ver  que  a curva  exponeneial  se  ajusta  razoavelmente  aos  dados.  Os  perfodos  de 
lento  crescimento  populacional  podem  ser  explicados  pelas  duas  guerras  mundiais  e pela 
depressao  dos  anos  30. 


FIGURA  9 
Modelo  exponeneial  para  o 
crescimento  populacional 
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EKtMFl.0  3 :::  A vida  media  do  estroncio-90,  soSr,  e de  25  anos.  Isso  signifies  que  a 
metade  de  qualquer  quantklade  do  Sr  vai  se  desintegrar  em  25  anos. 

(a)  Se  unia  amostra  de  Sr  fiver  uma  massa  de  24  nog.  encontre  uma  expressao  para  a 
massa  m(t)  que  sobrara  apos  t anos. 

(b)  Encontre  a massa  remanescente  apos  40  anos,  correta  ate  o miligrama  mais  proximo. 

(c)  Use  uni  reeurso  grafico  para  fazer  o grafico  de  m{t)  e use  esse  grafico  para  estimar  o 
tempo  necessario  para  que  a massa  iique  reduzida  a 5 mg. 

SOLOCAO 

(a)  A massa  inicial  de  24  mg  e dividida  ao  meio  a cada  perlodo  de  25  anos,  assim 

m(0)  ~ 24 

'"(25)  ={(24)  „„io« 


1 

■ ~(24)  = 

- ~(24) 

2 

2 

2A  ■ 

1 

1 , , 

1 

2 

.^(24) 

- ^(24) 

1 

1 

1 

2 

•^<24) 

^(24) 

Desse  padrao  estipulamos  que  a massa  remanescente  apos  t anos  e 

m(t)  = -Ap(24)  - 24  • T'r-\  ,, 

Trate-se  de  uma  funcao  exponencial  com  a base  a — 2“ 1/25  — 1/2 1 7 25 . 

(b)  A massa  remanescente  apos  40  anos  e 

m(40)  - 24  ■ 2“ 407 25  — 7,9  mg 

(c)  Usamos  uma  calculadora  graftca  ou  um  eomputador  para  fazer  o grafico  da  funcao 

m(f)  = 24  • 2'f/25  que  esta  na  Figura  10.  Nele  esta  tarn  hem  a reta  m — 5,  e usando  o cursor 
podemos  estimar  que  m(t)  — 5 quando  f — 57.  Dessa  forma,  a massa  da  amostra  ficara 
reduzida  a 5 mg  apos  cerca  de  57  anos.  X 

O Numero  e 

Dentre  todas  as  bases  possiveis  para  uma  funcao  exponencial,  ha  uma  que  e mais  conveniente 
para  os  propositos  do  calculo.  Na  escolha  de  uma  base  a pesa  muito  a forma  como  a fungao 
y — ax  craza  o eixo  y.  As  Figuras  11  e 12  mostram  as  retas  tangentes  ao  grafico  de  v = 2X  e 


y « 2X  I 


/ / 

A"  m « 0,7 


p = 37  /" 

in  ~ 1 ,1 


FIGURA  11 


FIGURA  12 


m 
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> — 3 ijoponto  \U,  1;.  (As  ret  as  tangentes  serao  defimdas  precisamente  na  Secao  .2.7:  por 
oia  vamos  pensar  a reia  tangente  ao  grafieo  da  exponencia!  em  um  ponto  conio  a ret  a que 
l0ca  ° Sra^co  em  um  iJnico  ponto.)  Se  medirmos  as  inclinacoes  das  retas  tanaentes  em 
(0.  encontraremos  m = 0,7  para  y = 2 s e m **  1 .1  para  v = 3\ 

Con  forme  sera  visto  no  Capftulo  3.  as  formulas  do  calculo  ficani  muito  simplificadas 
quando  eseolhemos  para  a base  a aquela  para  a qual  result  a urna  reta  tangente  v = a‘  em 
(O’  ^ com  uma  clinacao  de  exatamente  1 (veja  a Figura  13).  Esse  niimero  existe  (como 
veremos  na  Secao  5.6)  realmente  e e denotado  pela  letra  e.  (Essa  notapao  foi  escolhida 
pelt.)  matematico  sufco  Leonhard  Euler  em  1727,  provavelmente  por  ser  a primeira  ietra  da 
palavra  exponential^)  Vendo  as  Piguras  Mel  2,  nao  nos  surpreende  que  o numero  e esteja 
entre  2 e 3 e o grafieo  de  y ~ (>-\  entre  v --  2 s e y --  3X  (veja  a Figura  14).  No  Capttulo  3 
veremos  que  o valor  de  e,  correto  ate  a quinta  casa  decimal,  e 


2*71828 


FIGURA  13 

A funcao  cxponencial  natural  cruza 
O ejxo  y com  uma  inclirsacao  1 


FIGURA  14 


EXEF^PLO  4 Faca  o grafieo  de  y — k<-  — 1 e estabeleca  qual  o dominio  e a imagem. 

SOLUCAO  Comecamos  com  o grafieo  de  y — e*  das  Figuras  13  e 15(a)  e o refietimos  em 
tomo  do  eixo  y para  obter  o grafieo  de  y — e "x  itustrado  na  Figura  15(b).  (Note  que  essa 
curva  cruza  o eixo  y com  uma  inclinacao  de  — 1 .)  Entao  eomprimimos  vertiealmente  o grafieo 
poi  um  fator  de  2 para  obter  o grafieo  de  y — \ e~*  mostrado  na  Figura  15(c).  Finalmente 
deslocamos  o grafieo  para  baixo  uma  unidade,  para  obter  o que  foi  pedido  na  Figura  15(d).  O 
dominio  e 1R  e a imagem  e ( --  1 , no). 


FIGURA  15 


A que  distancia  a direita  da  origem  voce  estara  quando  o grafieo  de  y — ex  ultrapassar 
1 milhao?  O pioximo  exemplo  mostra  a rapidez  do  crescimento  dessa  funeao  dando  uma 
resposta  a essa  pergurtta  que  podera  surpreende-lo. 
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cK cUVC- i.u  -j  Use  urn  recurso  grafico  para  encontrar  os  valorcs  de  x para  7 * -^^0-000- 

SOLUQAO  Na  Figura  !6  fizcmos  os  graficos  de  y = ex  e da  reta  hori/0|^Hi  i .000.000. 
Vemos  que  essas  eurvas  sc  interceptam  quando  .v  % j 3.8.  Assim  qlUUKio 

.v  > 13.8.  E reaimente  surpreendente  quo  a funcao  exponencial  ja  ultraoassoti  1 "Nlhao 
quando  x e somcnte  14. 


FIGURA  16 


Exercicios 


1.  (a)  Escreva  uma  equacao  que  defina  a funcao  exponencial  com 

base  a > 0. 

(b)  Qual  e o domfnio  clessa  funcao? 

(c)  Se  a # 1 , qual  a imagem  dessa  funcao? 

(d)  Esboce  a forma  geral  do  grafico  da  funcao  exponencial  nos 
seguintes  casos. 

(i)  a > 1 (ii ) a = 1 (iii)  0 < a < 1 

2.  (a)  Como  e defmido  o niimero  e? 

(b)  Qual  o valor  aproximado  de  el 

(c)  Qual  a funcao  exponencial  natural? 

3-6  Faya  ern  uma  mesma  tela  os  graficos  das  funyoes  dadas. 
Como  estao  relacionados  esses  graficos? 

3.  y — 2',  y = e*,  y ~ 5l,  y ~ 20* 

4.  y « e\  y = e’\  y = 8?  y •=  8 '" 

5.  y » 3\  y * 10%  y = (5)',  y = 


7-12  Faya  um  esboco  do  grafico  de  cada  funyao.  Nao  use  calcu- 
ladora.  Utilize  somente  os  graficos  dados  nas  Figuras  3 e 14  e,  se 
necessario,  as  transformayoes  da  Seyao  1 .3. 

7.  y — 4'  — 3 8.  y = 

9.  y = -2*  10-  y = 1 + 2e' 

11.  y = 3 - e*  12.  y = 2 + 5(  1 - erf 

13.  Comeyando  com  o grafico  de  y — ex,  escreva  as  equayoes 

correspondentes  aos  graficos  que  resultant  de 

(a)  deslocar  2 unidades  para  baixo 

(b)  deslocar  2 unidades  para  a direita 

(c)  refietir  em  torno  do  eixo  x 

(d)  refietir  ern  torno  do  eixo  y 

(e)  refietir  em  torno  do  eixo  x e,  depois.  em  torno  do  eixo  y 
14  Comeyando  com  0 grafico  de  y = e\  encontre  as  eqtiacoes  dos 

graficos  que  resultant  de 


(a)  refietir  em  torno  da  reta  v = 4 

(b)  refietir  em  torno  da  reta  jc  = 2 

15—18  Encontre  o domfnio  de  cada  funyao 

15.  (a)  /'(/)  - 

1 + e" 

fb)  fit)  = — — 

! - ex 

16.  (a)  /(f)  ~ sente  !) 

(b)  f(t ) = VfoU/ 

17-18  : Encontre  a funcao  exponencial  f(x)  ~ Cd  cujo  grafico  e dado 

17.  n f 18.  y* 


17.  v * 

1 ! 

(3,24)/ 

/ 

( 1 . 6)  ' 

0 

X 

19.  Se  fix)  — 5%  mostre  que 

fix  + h)  -f(x) 


20.  Suponha  que  voce  receba  uma  oferta  para  trabalhar  por  apenas 
um  mes.  Qua!  das  seguintes  formas  de  pagamento  voce  prefere? 

I.  Um  milhao  de  dolares  no  (im  do  mes. 

II.  Um  centavo  de  dolar  no  primeiro  dia  do  mes,  dois  centavos 
no  segnndo  dia,  quatro  centavos  no  terceiro  dia,  e.  em 
geral,  2"  ’ centavos  de  dolar  no  ra-esimo  dia. 

21.  Mostre  que  os  graficos  de  fix)  — x2  e g(x)  = 2X  foram  trayados 
sobre  uma  malha  coordenada  com  1 polegada;  entao,  a uma  dis- 
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tancia  de  2 pes  a direita  da  origem  a aitura  do  grafico  de  /e  de 
48  pes,  enquanto  a aitura  do  grafico  de  g e cerca  de  265  rmihas. 

22.  Compare  as  funcoes  fix)  = xJ  e gix)  = 5'?  por  meio  de  sens 
graficos  em  varias  janelas  retangulares.  Encontre  todas  as 
intersecdes  dos  graficos  corretas  ate  uma  casa  decimal.  Para 
grandes  valores  de  x,  qua!  funcao  cresce  mais  rapidamente? 

23.  Compare  as  funcoes  f(x)  = x 10  e gix)  = e ' por  meio  dos 
graficos  f e g em  varias  janelas  retangulares.  Quando  o grafico 
de  g ultrapassa  o de  / ? 

fH  24.  Use  um  grafico  para  estimar  os  valores  de  x tais  que 
e*>  1.000.000.000. 

25.  Sob  condicoes  ideais  sabe-se  que  uma  certa  populagao  de 
bacterias  dobra  a cada  3 horas.  Supondo  que  inicialmente 
existam  100  bacterias 

(a)  Qual  o tamanho  da  populapao  apos  1 5 horas? 

(b)  Qual  o tamanho  da  populacao  apos  t horas? 

(c)  Qual  o tamanho  da  populacao  apos  20  horas? 

mm  (d)  Faca  o grafico  da  funcao  populapao  e estime  o tempo  para 
a populacao  atingir  50.(X)0  bacterias. 

26.  Um  isdtopo  do  sodio,  24Na,  tern  uma  vida  media  de  15  horas. 
Uma  amostra  desse  isotopo  tern  massa  de  2 g. 

(a)  Encontre  a quantidade  remanescente  apos  60  horas. 


(b)  Encontre  a quantidade  remanescente  apos  / horas. 

(c)  Estime  a quantidade  remanescente  apos  4 dias. 

;||  (d)  Use  um  grafico  para  estimar  o tempo  necessaries  para  que  a 

massa  fique  reduzida  a 0.01  g. 

27.  Utilize  uma  calculadora  grafica  com  capacidade  para  regressao 
exponencial  para  modelar  a populacao  mundial  com  os  dados  de 
1950  a 2000  da  Tabela  1 da  pagina  60.  Use  o modelo  para  estimar 
a populacao  em  1993  e para  predizer  a populacao  em  2010. 

;||  28,  A tabela  fomece  a populapao  dos  Estados  Unidos.  ern  mi Ihoes, 
para  os  anos  19(X)  a 2000. 


A no  | Populacao 

! Ano 

Populate 

*<o 

i jcfio 

179 

j 1970 

20? 

1 , 

... . ... 

]V20  \ iuo 

1 yoO 

Zil  i 

« i ...  ^... 

...... 

i 'j  -Ax  [ \ - A 

i " v(.» 

! 940  | 131 

2000 

281 

i Q-sp  l } SO 

. . ^ X f . x 

Use  uma  calculadora  grafica  com  capacidade  para  regressao 
exponencial  para  modelar  a populacao  do  pais  desde  1900. 
Utilize  o modelo  para  estimar  a populacao  em  1925  e para 
predizer  a populacao  em  2010  e 2020. 


Funcoes  Inversas  e Logaritmos 


A Tabela  1 fomece  os  dados  de  um  experiment  no  qual  uma  cultura  come^ou  com  100 
bacterias  em  um  meio  limitado  em  nutrientes;  o tamanho  da  populacao  foi  registrado  em 
intervalos  de  horas.  O numero  N de  bacterias  e uma  funcao  do  tempo  t:  N — /(f). 

Suponha,  todavia,  que  o biologo  mude  de  ideia  e passe  a se  interessar  pelo  tempo 
necessario  para  a populacao  alcancar  varios  mveis.  Em  outras  palavras,  ele  esta  pensando 
em  t como  uma  fun§ao  de  N.  Essa  funcao,  chamada  funcao  inversa  de  /,  e denotada  por 
f e deve  ser  lida  assim:  “inversa  de  f \ Assim.  t — e o tempo  necessario  para  o 

nfvel  da  popula9ao  atingir  N.  Os  valores  de  f~l  podem  ser  encontrados  olhando  a Tabela  1 
ao  reverso  ou  consultando  a Tabela  2.  Por  exemplo,  / " '(550)  — 6,  pois  /(6)  — 550. 


TAB  E LA  1 N como  uma  funpao  de  t 


v:^,Ia?aonoinslaMeJ 

. 

259 

O'- 

5 so  1 

s 

TAB  ELA  2 t como  uma  funcao  de  N 


Nem  todas  as  funcoes  possuem  inversas.  Vamos  comparar  as  funcoes  / e g cujo  dia- 
grama  de  flechas  esta  na  Figura  1 . 

Observe  que  / nunca  assume  duas  vezes  o mesmo  valor  (dois  inputs  quaisquer  em  A 
tem  outputs  diferentes),  embora  g adquira  o mesmo  valor  duas  vezes  (2  e 3 tem  o mesmo 
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output , 4).  Em  sfmbolos. 


g{  2)  = <7(3} 

mas  /(xf)  ^ fix 2)  sempre  que  Xi  ¥=  x-> 

Funcoes  que  tenham  essa  ultima  propriedade  sao  chamadas  fun  foes  um  a um 


:::  Na  linguagem  de  inputs  e outputs, 
essa  definigao  diz  que/ e um  a um  se 
cada  output  corresponde  a um  unico 
input. 


LU  Definite  Urna  funcao  / e chamada  funcao  urn  a um  se  ela  nunca  assume  o 
mesmo  valor  duas  vezes;  Lsto  e, 

fix  i)  # /{x 2)  sempre  que  xj  # x2 


Se  uma  reta  horizontal  intercepta  o grafico  de  / em  mais  de  um  ponto,  entao  vemos  da 
Figura  2 que  existem  numeros  xt  e x2  tais  que  /(xt ) — /(x2).  Isso  signihca  que  / nao  e 
uma  funcao  urn  a um.  Portanto,  temos  o seguinte  metodo  geometrieo  para  determinar  se  a 
funqao  e um  a um . 


j 

Teste  da  Reta  Horizontal  Uma  funqao  e um  a um  se  e somente  se  toda  reta 
horizontal  intercepta  seu  grafico  ern  apenas  um  ponto.  I 


FIGURA  2 

Esta  funcao  nao  e um  a um, 
pois  /(.*[)  = /(.v2) 


FIGURA  3 

f(x)  = X e um  a um 


EXEMPLG  1 " A funcao  fix)  — x3  e um  a um? 

SOLUQAO  1 Se  xi  # x2,  entao  x3  r xl  (dois  numeros  diferentes  nao  podem  ter  o mesmo 
cubo).  Portanto,  pela  Defini^ao  1,  f(x)  — x3  e um  a um. 

SOLUQAO  2 Da  Figura  3 vemos  que  toda  reta  horizontal  intercepta  o grafico  de  fix)  = x3 
em  apenas  um  ponto.  Logo,  pelo  Teste  da  Reta  Horizontal,  / e um  a um. 

EXEMPLG  2 ::::  A funqao  gix)  — x2  e um  a um? 

SOLUQAO  1 A funcao  nao  e um  a um,  pois,  por  exemplo, 

g{\)  = 1 = g(~  1) 

e,  portanto,  1 e — 1 tem  o mesmo  output. 

S01UQA0  2 Da  Figura  4 vemos  que  existem  retas  horizontais  que  interceptam  o grafico 
de  g mais  de  uma  vez.  Assim,  pelo  Teste  da  Reta  Horizontal,  g nao  e um  a um. 


g(x)  — x2  nao  e um  a um 


As  fungoes  um  a um  sao  importantes,  pois,  precisamente,  sao  as  que  possuem  fungoes 
inversas  de  acordo  com  a seguinte  definigao. 


( 2j  Definscao  Seja  / uma  fungao  um  a um  com  dominio  A e imagem  B.  Entao 
sua  funcao  inversa  /' 3 tem  dominio  B e imagem  A,  sendo  definida  por 

f~l(y)~x  <=>  f(x)  — y 

para  todo  v em  B. 
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Essa  definicao  estabelece  que  se  / trarisforma  x.em  y,  entao  f 1 transforma  de  volt  a v 

em  x.  (Se  j nao  fosse  um  a um,  entao  / ' nab  seria  definida  de  forma  imica.)  O diagrama 
de  dec  has  da  Figura  5 indica  que  / reverie  o efeito  de  /.  Note  que 


dommio  de/"1  ~ imagem  de  / 
imagem  de/  1 = dommio  de  / 


Por  exemplo,  a funcao  inversa  de  fix)  ---  x"  e / 3(.v)  — x " porque  se  v — x'.  entao 

r'(y)  =/-'(  a-3)  - - x 


O reciproco  1 /f(x)  pode,  tod  a via.  ser  escrito  como  [/(x)]'\ 

EXEMPLO  3 ::  Se/(1)  - 5,/(3)  - 7 e/(8)  - -- 1 0 . encontre / 1 (7) , / 3 ( 5)  e 
/•’(-10). 

SOLUCAO  Da  definicao  de  / 1 temos 

/ ’(7)  =»  3 porque  /(3)  — 7 

j ’(5)  = 1 porque  /( 1)  = 5 

/ 1 (—10)  = 8 porque  /( 8)  - - 1 0 

O diagrama  na  Figura  6 torna  claro  que  f 3 reverte  o efeito  de/nesse  caso. 


A letra  x e usada  tradicionalmente  como  a variavel  independente;  logo,  quando  nos  con- 
centrarmos  em  / em  vez  de  /.  geralmente  reverteremos  os  papeis  de  x e y na  Defmigao 
2 e escreveremos 


r1  (x)  ••  y <==>  /( v) 


A funcao  inversa  reverte  inputs  e outputs 


Substituindo  y na  Definicao  2 ex  na  (3),  obtemos  as  seguintes  equagoes  de 
cancelamento: 
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/ :(j{x))—.x  para  todo  x era  A 
/(/ Ma'))  = A'  para  todo  x em  B 


A primeira  lei  do  cancelamento  diz  que  $e  comecarmos  em  a,  aplicando  / e.  em  seguida. 

f \ obteremos  de  volta  a,  de  onde  comecamos  (veja  o diagrama  de  maquina  na  Figura  7). 

Assim,  / 5 desfaz  o que  / faz.  A segunda  equacao  diz  que  / desfaz  o que  f~l  faz. 

/ /(*> 

Por  exempJo,  se  fix)  — x\ entao  / 1 (a)  = a1  e a equacao  de  cancelamento  fica 

rl(f(x))  = (,t3)1/3  = a 
JV ’W)  = (ai/j)3  - x 

Essas  equa9des  simplesmente  dizem  que  a funcao  eubo  e a funcao  raiz  cubica  cancel  am- 
se  de  modo  redproco  quando  aplicadas  sucessivamente. 

Vamos  ver  agora  como  computar  as  funcoes  in versus.  Se  thermos  uraa  funcao  y — f(x) 
e formos  capazes  de  resolver  essa  equapao  para  x em  termos  de  y,  entao,  de  acordo  com  a 
Delinicao  2.  devemos  ter  x = Se  quisermos  chamar  a variavel  independente  de  a, 

trocamos  x por  y e chegamos  a equacao  v = f Hx). 


FIG  LIRA  7 


{ 5~|  Como  Aehar  a Funcao  Invars  a de  uma  Funcao  / Um  a Urn 
Passo  1 Escreva  y — /(a). 

Passo  2 Resolva  essa  equacao  para  x em  termos  de  y (se  posshel). 

Passo  3 Para  expressar  /' 1 como  uma  funcao  de  x,  troque  x por  y. 
A equacao  resultante  e v =/'"'( a). 


EXEMPtO  4 :::  Encontre  a funcao  in  versa  de  fix)  —a3  + 2. 
S01UCA0  De  acordo  com  (5)  escrevemos 

y - a3  + 2 

Entao  resolvemos  essa  equacao  para  a: 

x ‘ — v — 2 
a - < y ~ 2 


n Mo  Exemplo  4,  note  como  f "']  reverte  Finalmente,  trocando  x por  y: 
o efeito  de  /.  A funpao  / estabelece  que 

"sieve  ao  cubo  e entao  adicione  2";  y — yj  — 2 

/ ■■'  estabelece  que  "subtraia  2 e entao 

tome  a raiz  cubica".  Portanto,  a funpao  inversa  e f~l(x)  — \X  — 2.  S 

O princtpio  de  trocar  a por  y para  encontrar  a funcao  inversa  tambem  nos  da  um  metodo 
de  obter  o grafico  de  / ’ a partir  de  /.  Uma  vez  que  fid)  — b se  e somente  se  f Hb)  = 
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6 ponto  { a . b)  esta  no  grafico  de  / se  e somente  se  o ponto  ib,  a)  estiver  sobre  o gra- 
fico de  / Mas  obtemos  o ponto  ib.  a)  de  ( a.b)  refletindo-o  em  torno  da  reta  v ~ x 

(veja  a Fjgiira  8). 


y i 

: 

oi 

\ ( b,a ) yi 

J i > / 

/ \/  , 

/ Ay  /■■■,-■■- 

/ / A 

/ / (a,b) 

ri  T 0 

\ 

A 

/ 

/ 

JC 

/ -V 

/ 

/ 

V = x/ 

V = X / 

! ^ / 

/ 

/ 

/ 

F1GURA  8 FIGURA  9 


Portanto.  conforme  ilustrado  na  Figura  9: 


O grafico  de  /" ! e obtido  refletindo-se  o grafico  de/e m torno  da  reta  y = x. 


EXERflPLO  5 □ Esboce  os  graficos  de  fix)  = - x e de  sua  funyao  inversa  usando  o 

mesmo  sistema  de  coordenadas. 

SOLUQAO  Esboyarnos  primeiro  a curva  y = y"~  1 - x (a  metade  superior  da  parabola 
y2  — — 1 — x ou  jc  = -v2  — 1),  e entao  refletindo  em  tomo  da  reta  y — x obtemos  o 
grafico  de  /"’  (veja  a Figura  10).  Conforme  pode  ser  verificado  em  nosso  grafico, 
observe  que  a expressao  para  f~]  e f'}(x)  — ~x2  — 1 ,x  5s  0.  Assim,  o grafico  de  f ~~l  e 
a metade  a direita  da  parabola  y — ~~x2  ~ l,e  isso  parece  razoavel  pela  Figura  10. 


| { Fun  goes  Logaritmicas 

Se  a > 0 e a 1 , a funcao  exponencial  fix)  — ax  e crescente  ou  decrescente,  e,  portanto, 
urn  a urn  pelo  Teste  da  Reta  Horizontal.  Assim,  existe  uma  funcao  inversa  / \ chamada 
funyao  logarftmica  com  base  a denotada  por  loga.  Se  usarmos  a formulacao  de  funyao 
inversa  dada  por  (3) 

f"Hx)  = y <=>  fiy)  = -v 

teremos 


log£I  x — y <=>  ay  — x 


Dessa  forma,  se  jc  > 0,  entao  log,,  jc  e o expoente  ao  qual  deve  se  elevar  a base  a para  se 
obter  x.  Por  exemplo,  logi00,001  = —3  porque  1 0 ~ 0,001 . 

As  equayoes  de  cancelamento  (4),  quando  aplicadas  a fix)  = a*  e / *(■*)  = logtIx, 


ficam  assim: 

B 


log«(aT)  — x para  todo  x G !R 
— x para  todo  x > 0 
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FIGURA  11 


j NGtagao  para  togaritmos 
Na  maioria  dos  livros  de  caiculo  e 
cienctas,  bem  como  nas  caicuiadoras, 
a notagao  usada  para  os  logaritmos 
naturals  e In  x,  enquanto  a de  log  x e 
utilizada  para  “togaritmos  comuns”, 
log1(jx  Em  textos  mats  avangados  de 
matematica  e iiteratura  cientifica,  e err? 
linguagens  de  computagao,  porem,  a 
notagao  log  x geralmente  denota  o 
iogaritmo  natural. 


CAPITUi.0  1.  FUNyOES  E fdODElCS  I:  efi 

A fungao  logantmica  log*  tem  o domtnio  (0, iyz)  e a imagem  R.  Sen  gfafico  e a reflexac 
do  graft  co  de  y = a*  em  torno  da  reta  y = x. 

A Figura  1 1 mostra  o caso  em  que  a > I . (As  funcoes  logantmicas  mats  importantes  ten- 
base  a > 1.)  O fato  de  que  v — a*  e uma  fungao  que  cresce  muito  rapidaraente  para  a > Q esp 
refletido  no  fato  de  que  y — log,,  x e uma  fungao  de  crescimento  muito  lento  para  a > 1 . 

A Figura  12  mostra  os  graficos  de  y = log,,  a*  com  varies  valores  da  base  a.  Uma  ve: 
que  loga  1 ~ 0,  os  graficos  de  todas  as  fungoes  logantmicas  passam  pelo  ponto  (1 , 0). 

As  seguintes  propriedades  das  fungoes  logantmicas  resultant  das  propriedades  cor 
respondentes  das  funcoes  exponenciais  dadas  na  Segao  1 .5. 


Leis  dos  Logaritmas  Se  x e y l'orern  numeros  positives,  entao 
1.  Ioga(Av)  = log  a X + log  V 


2.  logo 


log,,  x - loge  y 


3,  loga(xr)  = r log0  x (onde  r e qualquer  numero  real) 


EXEMPLO  6 □ Use  as  leis  dos  logaritmos  para  calcular  logs  80  — log2  5. 
SOLUgAO  Usando  a Lei  2,  temos 


loga  80  - log2  5 =r  log 2 


— logs  16  = 4 


porque  24  = 16. 

| Logaritmos  Naturais 

De  todas  as  possfveis  bases  a para  os  logaritmos,  veremos  no  Capitulo  3 que  a escolfi 
mais  conveniente  para  uma  base  e e , definido  na  Segao  1.5.  Os  logaritmos  na  base  e sa 
chamados  logaritmos  naturais  e tern  uma  notagao  especial: 

log,,  x = In  x 


Se  iizermos  a — e e substituirmos  log,  por  ‘fin'5  em  (6)  e (7),  entao  as  propriedades  qu 
definem  a fungao  Iogaritmo  natural  ficam 


1 

\ 8 i I 

In  x — v ey  = x 

\ i 

; — ! 

jlll  j In(fU)  = x xE  R 

j | 

e ',n  x • v x > 0 | 


Em  particular,  se  fizermos  x = 1 , obteremos 


In  e = 1 
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OC-EMPIO  7 Encontre  v sendo  in  .v  ~ 5. 

SOLUQAO  1 De  (8)  vemos  que 

In  .r  ---  5 signs  lie  a e~  = .v 

Portanto,  x cr  . 

(Sc  voce  tiver  ptobJemas  coni  a notagao  “In",  substitua-a  por  log*.  Entao  a equacao 
torna-se  log,,  a:  = 5;  portanto,  peia  definicao  de  logaritnio,  e5  ~ x.) 

SOLUCAO  2 Comece  com  a equacao 

In  x 5 

e entao  aplique  a fun?ao  exponencial  a ambos  os  lados  da  equacao: 

eh*  = es 

Mas  a segunda  equacao  do  cancelamento  em  (9)  estabelece  que  elax  = x.  Portanto, x = e5. 
EXEMPLG  8 Resolva  a equacao  e5"3x  — 10. 

SOLUQAO  Tomando-se  o logaritmo  natural  de  ambos  os  lados  da  equacao  e usando  (9): 

ln(c'~?A)  = In  10 
5 - 3a  - In  10 
3a  = 5 — In  10 
x = |(5  - In  10) 

Uma  vez  que  o logaritmo  natural  e encontrado  em  calculadoras  cientfficas,  podemos 
aproximar  a soluqao  para  quatro  casas  decimals:  x ~ 0,8991 . 

EXEMPLO  $ Expresse  In  a + | In  b como  urn  unico  logaritmo. 

S0LUQA0  Usando  as  Leis  3 e 1 dos  Iogaritmos,  temos 

In  a + | In  b = In  a + In  b 1/2 
= In  a + In  x'h 
— U){ax  h) 

A formula  a seguir  mostra  que  os  iogaritmos  com  qualquer  base  podem  ser  expressos 
em  tennos  dos  Iogaritmos  naturais. 


|tQ|  Hrmuia  de 

Mudanca  de  Base  Para  todos 

os  mimeros  positivos  a (a  ¥=  1), 

temos 

logfl  x — 

In  x 

In  a ! 

| 
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•Prnv-g  . Seja'v  — logu.v.  Entao.  de  (6).  temos  a — x.  Tomando-se  os  logaritmos  naturais 
de  ambos  os  lados  da  equacao,  obtemos  v In  a = In  x.  Ponanto 


I n x 
in  a 


As  calculadoras  cientlficas  tern  uma  tecla  para  os  logaritmos  naturais;  assim,  a Formula  10 
nos  capacita  a usar  a calculadora  para  computar  o logaritmo  em  qualquer  base  (conforme  mostra 
o proximo  exemplo).  Do  mesmo  modo.  a Formula  10  nos  pemiite  fazer  o grafico  de  qualquer 
fungao  logantmica  em  calculadoras  e computadores  (veja  os  Exerdcios  43  e 44). 

EXEMPLO  10  Catcule  logs  5 correta  ate  a sexta  casa  decimal. 

S0LUCA0  A Formula  10  nos  da 

In  5 

logs  5 « 0.773976 

In  8 Q 


EXEMPLO  11  :■  No  Exemplo  3 da  Segao  1 .5  mostramos  que  a massa  do  5liSr  que  per- 
manece  apos  t anos  de  uma  amostra  com  24  mg  e m — fit)  — 24  • 2 ' 25 . Encontre  a 
funcao  inversa  e interprete-a. 

S0LUCA0  Precisamos  resolver  a equagao  m = 24  - para  t.  Vamos  comegar 
tomando  os  logaritmos  naturais  de  ambos  os  lados: 

r.  : m. 

24 


in 


In 


m 

24 


- — In  2=  In  m-  In  24 
25 


^5  25 

pn  m - In  24 ) = — — (In  24  - In  m ) 
In  2 In  2 


Logo,  a fungao  inversa  e 


V A ■ 

/ >’  — e ' 


y = In  x 


f Hm)  — ■ 


25 
In  2 


(In  24  — In  m) 


Essa  funcao  da  o tempo  neeessario  para  a massa  decair  para  m miligramas.  Em  particu- 
lar, o tempo  requerido  para  a massa  ficar  reduzida  a 5 mg  e 


t — f ’{5)  — (In  24  — In  5)  ~ 56,58  anos 

In  2 

Essa  resposta  esta  de  acordo  com  o grafico  estimado  feito  no  Exemplo  3 da  Secao  1 .5. 

Os  graficos  da  funcao  exponencial  y — e*  e de  sua  funcao  inversa,  o logaritmo  natural, 
estao  na  Figura  13.  Lima  vez  que  a curva  y — ex  cruza  o eixo  y com  uma  inclinagao  de  3 . 
segue  que  a curva  y = In  a cruza  o eixo  x com  uma  inclinagao  de  1 . 


FIGURA  13 


Assim  como  todas  as  outras  funyoes  logantmicas  com  base  maior  quo  1.  o logariimo 
natural  e uma  funcao  crescente  definida  em  (0.  »)  e com  o eixo  y como  assfntota  vertical. 
>Ou  seja,  os  vaiores  de  In  x ficam  negativamente  muito  grandes  quando  x tende  a 0.) 

EXEMPLO  12  Esboce  o grafico  da  funcao  v — ln(x  - 2)  - 1 . 

SQLUQAO  Comeyamos  pelo  grafico  y — In  x dado  na  Figura  13.  Usando  as 
transformacoes  da  Secao  1.3,  o deslocamos  duas  unidades  para  a direita,  obtendo  o 
grafico  de  y ~ ln(x  — 2)  e entao  o deslocamos  uma  unidade  para  cima,  para  obter 
o grafico  de  y - ln(x  - 2)  - 1 (veja  a Figura  14). 


y i 

~ 

v = In  x 

/ 0,0) 
/ 

X 

/ 

/ 

/ 

1 

‘y  ~ Infix  - 2) 


y = Infix  - 2)  - 1 


o 1 / 

~ I /fifiO) 

I / 


Em  bora  In  x seja  uma  lunyao  crescente,  seu  crescimento  e muito  lento  quando  x > 1 . 
De  fato.  In  x cresce  mais  lentamente  que  qualquer  potencia  de  x.  Para  ilustrar  esse  fato, 
vamos  comparer  os  vaiores  aproximados  das  funydes  y — Inx  e y — xt/2  = na  tabela 
a seguir,  bem  como  em  seus  gralicos  nas  Figuras  15  e 16.  Voce  pode  ver  que  inicialmente 
os  graficos  de  y = y x e y = Inx  crescem  a taxas  compare veis,  mas,  finalmente,  a funcao 
raiz  ultrapassa  muito  o logaritmo. 


) .(>9  ! | fi  j 


^ 1J_  ! I 


0.49  I 0 


100 

MK) 

1 .000 

10.000  100.000 

4.6 

6.2 

6.9 

9.2  1.1.5 

10,0 

QQ  A 

3 1 ,6 

100  316 

0.46 

0.28 

o y? 

0.09  0,04 

0l  /j 

1 / 

FIGURA  15 


v — in  x 


FIGURA  16 


i.000  -x 


m Funyoes  Inversas  Trigonometricas 

Quando  tentamos  encontrar  as  funydes  inversas  trigonometricas,  temos  uma  dificuldade 
sem  muita  importancia.  Como  as  funydes  trigonometricas  nao  sao  funydes  um  a urn,  eles 
nao  tern  funyoes  inversas.  A dificuldade  e superada  restringindo-se  os  dommios  dessas 
funydes  de  forma  a toma-las  um  a um. 
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Voce  pode  ver  da  Figura  17  que  a funcao  seno  v - sen  x nao  e um  a um  (use  o Teste  da 
Reta  Horizontal),  Mas  a funcao  fix)  = sen  x,  -~/2  as  x «£  tt/2  (veja  a Figura  18)  e um  a um. 
A funcao  inversa  dessa  funcao  seno  restrita  / existe  e e denotada  por  sen",  ou  arcsen.  Ela 
e chamada  inversa  da  fuogao  seno,  ou  funcao  arcsen. 


FIGURA  17 


FIGURA  18 


y = sen  .*,-■§  - 


Uma  vez  que  a defmi^ao  de  uma  funcao  inversa  diz  que 
/'(x)  — y <==>  /(v)  = x 

temos 


sen'1  x = y sen  v — x e ^ ~ 

! J ' 2 ' 2 

Assim,  se  — 1 ^ r ^ 1 , sen"'  x e o niimero  entre  — rr/2  e 7r/2  cujo  seno  e x. 

EXEMPLO  13  :::  Calcule  (a)  sen  l(|)  e (b)  tgfarcsen  ] ). 
soiugAo 

(a)  Temos 

sen  ' (|)  = — 

6 


FIGURA  19 


q 

? 

-1  /' 

'0_ ' T 

V 

2 

FIGURA  20 
y ~ sen  *.v  arcsen  x 


'■ 

1- 

0 

X 

2 X " 

FIGURA  21 


y ~ cos  x.  0 A x -S  7 t 


porque  sen(7r/6)  = | e tt/6  situa-se  entre  — tt/2q  it/ 2. 

(b)  Seja  9 - arcsen  3 . logo  sen  9 = 1 . Entao  podemos  desenhar  um  triangulo  retangulo 
com  o angulo  9 , como  na  Figura  19  e deduzir  do  Teorema  de  Pitagoras  que  o terceiro  lado 
tern  comprimento  v'9  — 1 — 2 y/2.  Isso  nos  possibilita  interpretar  a partir  do  triangulo  que 

tglarcsen  y)  = tg  q = 

O cancelamento  de  equates  para  as  funcoes  inversas  toma-se,  nesse  caso, 

j 7T  77 

I sen1  (sen  x)  = x para  — — ^ x ^ - — 1 

i 2 2 

sen(senf  x)  — x para  — 1 x ^ 1 I 

A funcao  inversa  do  seno,  sen  \ tern  doimnio  [—1.1]  e imagem  [ — rr/2,  7r/2],  e seu 
grafico,  mostrado  na  Figura  20,  e obtido  daquela  restricao  da  funcao  seno  (Figura  18) 
por  rellexao  sobre  a reta  y — x. 

A funcao  inversa  do  cosseno  e tratada  de  modo  similar.  A funcao  cosseno  restrita 
f(x)  — cos  x,  0 =£  x 7r,  e um  a um  (veja  a Figura  2 1 );  logo,  ela  tem  uma  funpao  inversa 
denotada  por  cos  ”1  ou  arccos. 

cos-  lx  — y cos  y — x e 0 y rr 

As  equates  de  cancelamento  sao 

cos (cos  x ) — x paraO  x =£  zr 
| cos(cos"  Jx)  — x para  -1  • x =s  j 


74 


CAICUIG 


Editors  TIigiusch 


A funcao  inversa  do  cosseno.  cos I tem  dominio  [ - 1 . 1 j ] e smagem.  [0-  rr\.  Sea  gra- 

ft co  esta  mostrado  na  Figura  22. 

A funyao  tangente  pode  se  tornar  uni  a um  restringindo-se  ao  intervalo  (-tt/2,  tt/2). 
Assim,  a funyao  inversa  da  Iangente  e definida  como  a inversa  da  funcao  fix)  = tg  a. 
-nil  < x < nil  (veja  a Figura  23).  El  a e den  o tad a por  tg  % ou  arctg. 


tg  "jA  = V 


tg  y — x e 


F IG U RA  22  y = cos"1  x = arcos  a 


I f 


Vo 


FIGURA  23  v = tEx,-S 


EXEMP10  14  Simpiifique  a expressao  cos(tg  U). 

S0LUQA0  1 Seja  y “ tg  1 x.  Entao  tg  y — a*  e ~rr/2  < y < tt/2.  Queremos  determinar 
cos  y,  mas,  uma  vez  que  tg  y e conhecida,  e mais  facil  determinar  sec  y primeiro: 

seeA  = 1 + tg2y  = 1 -y  x 2 


FIGURA  24 


sec  v 


J\  + x7 


V ; 
0 

/ 

X 

■f 

FIGURA  25 


y = tg" 1 x — arctg  x 


, , >'t 

I \ 1 

i VI 


i 


I 

I 

I 


i TT 

I 


V__,V 

1 

2'jt 


! 

| X 
! 

I 

j 


Assim  cos(tg;  !r)  — cos  y ~ — : — = — p======- 

sec  y v 1 + x2 

S0LUQA0  2 Em  vez  de  usar  as  identidades  trigonometricas  como  na  Solucao  1,  talvez  seja  mais 
facil  usar  um  diagrama.  Se  y = tg-1  a,  entao  tg  y a.  e podemos  concluir  da  Figura  24  (que 
ilustra  o caso  y > 0)  que 

, ^ 1 

cos  (tg  a)  — COS  V = — 7= - 

vl  + A ~ 

A funcao  inversa  da  tangente,  tg1  = arctg,  tem  domfnio  U e imagem  {~~tt(2,  tt/2).  O 
grafico  esta  mostrado  na  Figura  25. 

Sabemos  que  as  retas  x ~ ±n/2  sao  assfntotas  verticals  do  grafico  da  tangente.  Uma  vez 
que  o grafico  da  tg_i  e obtido  refletindo-se  o grafico  da  funcao  tangente  restrita  em  tomo  da  reta 
y — x,  segue  que  as  retas  y ~ nj2  ey=  — tt/2  sao  assfntotas  horizontais  do  grafico  de  tg1. 

As  funyoes  inversas  trigonometricas  restant.es  nao  sao  usadas  com  freqiiencia  e estao 
resumidas  aqui . 

IlSj  y = cossec-’  x (]a}  5s  1)  GV>  cossec  v = x e y € (0,  n/2]  U in.,  3tj/2]  j 
y — sec  ’a  ()a[  S2  1)  secy  — x e y € [0.  tt/2)  U [77, 3 tt/2) 

y = cotgV  (a  G R)  <=4>  cotgy  = x e y G (0,  77)  j 


FIGURA  26 


y — sec  a 
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Exercicios 


A escolha  dos  intervales  para  v nas  definicoes  de  cossec  ; e sec  " 1 nao  sao  de  aceitacao  uni- 
versal. For  exemplo.  alguns  autores  usam  v e [0.  tt/2)  U (tt/ 2.  it]  na  defimcao  de  sec‘\ 
(Voce  potle  ver  do  grafico  da  funcao  secante  da  Figure  26  que  ambas  as  escolhas  vac  funcionar.) 


1.  (a)  O que  e uma  funcao  urn  a uni? 

(b)  A partir  do  grafico.  conio  dizer  se  uma  funcao  e urn  a um? 

2.  (a)  Seja/uma  funcao  um  a um  com  domfnio  A e irnagem  B. 

Como  e definida  a funcao  inversa  /“’?  Qual  o domfnio  de 
/”  ! ? Qual  a imagem  de  /"  1 ? 

(b)  Se  for  dada  uma  formula  para/,  conio  voce  encontrara 
uma  formula  para  /”’  ? 

(c)  Se  for  dado  o grafico  de/,  como  voce  encontrara  o grafico 
de/""1? 

3-14  d Uma  funcao /pode  ser  dada  per  uma  tabefa  de  valores.  um 
grafico,  uma  formula  ou  por  meio  de  describe  verbal.  Determine 
se /e  uni  a um. 


A 

i \ 2 

4 ] 5 6 

fix) 

1.5  1 2.0 

3 ,6 

5.3  | 2.8 

Q Q 

! 1 

-*  \ 3 

0 

..  - 

9.  fix)  — | {>  + 5} 


10.  fix)  — 1 + 4x  ~ x2 


11.  g(x)  = jxj  12.  gix)  — /a 

13.  fit)  e a altura  de  uma  bola  t segundos  apos  ser  chutada. 

14.  fit)  e sua  altura  no  tempo  t. 

15-16  □ Use  um  grafico  para  decidir  s e/e  um  a um. 

15.  f{x)  — x ' — x 16.  f(x)  — x~  + x 

1?.  Se/  for  uma  funcao  um  a um  tal  que  /( 2)  — 9,  quanto  e / '(9)? 


18.  Se  fix)  = 3 + xs  4-  tg(/r.v/2),  onde  -1  < x 

(a)  Encontre  f !(3).  (b)  Encontre /(/M(5)). 

19.  Se  g(x)  — 3 + x 4-  e\  ache  g 44). 

20.  E dado  o grafico  de  f. 

(a)  Por  qu e/e  um  a um? 

(b)  Determine  o domfnio  e a irnagem  de  f~\ 

(c)  Estime  o valor  de  /"  !(1). 

v * 


21.  A formula  C — § LF  — 32),  onde  F S5  - 459.67,  expressa 
a temperatura  C ein  grans  Celsius  conio  uma  funcao  da 
temperatura  F em  graus  Fahrenheit.  Encontre  uma  formula  pi 
a funsjao  inversa  e interprete~a.  Quid  o domfnio  da  funcao  invers 

22.  Na  teoria  da  relatividade,  a massa  de  uma  partfcula  com  uma 
velocidade  v e 

,,  , "Jo 

m = f(V ) = ---- - -;«r 

y 1 - tr  V 

onde  nuj  e a massa  da  partfcula  no  repouso  e c e a velocidade  < 
luz  no  vacuo.  Encontre  a funcao  inversa  de/e  explique  seu 
significado. 

=•§  Encontre  uma  formula  para  a funcao  inversa. 


23.  fix)  ------  VlO  - 3x 

25.  f{x)  = exi 
27.  y —■  ln(x  + 3) 


4a -1 

24.  fix)  = ----- 
2 x + 3 

26.  y - 2x;<  + 3 

1 + ex 

28,  v = 

1 - ex 


i 29-30  Encontre  uma  formula  explfcita  de  f 1 e use- a para  faze 

na  mesma  tela  os  graficos  de/"1,/ e da  reta  y — x.  Para  verificar 

seu  trabalho,  veja  se  seus  graficos  de/ e f 1 sao  reflexoes  em  tori 

da  reta. 

29.  fix)  = 1 - 2/ a \ a > 0 

30.  f(x)  ™ v'  A 2 + 2a,  x > 0 
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31.  Use  o grafico  dado  de/p ara  esbocar  o de  f 

v 4 


32.  Use  o grafico  dado  de/para  esbocar  os  graficos  de  /"*  e 3 //. 


33.  (a)  Como  esta  definida  a funcao  logaritmica  y — loga  jc? 

(b)  Qual  o domfnio  dessa  funcao? 

(c)  Qual  a imagem  dessa  funcao? 

(d)  Esboce  a forma  geral  do  grafico  da  funcao 
v = log  a x se  a > 1 . 

34.  (a)  O que  e o logaritmo  natural? 

(b)  O que  e o logaritmo  comum? 

(c)  Esboce  os  graficos  no  mesmo  conjunto  de  eixos  das 
fun9oes  logaritmo  natural  e exponential  natural. 

35-38  □ Encontre  o valor  exato  de  cada  expressao. 

35.  (a)  log2  64  (b)  logs  4 

38.  (a)  logs  2 (b)  In 

37.  (a)  logra  1.25  + logl080 

(b)  logs  10  + logs  20  - 3 logs  2 

38.  (a)  2(,0,i3  + !°fc5)  (b)  e31"2 

39-41  : Expresse  a quantidade  dada  como  um  unico  logaritmo. 

39.  2 In  4 — In  2 40.  In  x + a In  y - b In  z 

ln{  1 + x2)  + \ in  x - In  sen  x 

42.  Use  a Formula  10  para  computar  cada  logaritmo  correto  ate  a 
sexta  casa  decimal.  \ 

(a)  logi,  10  (b)  )og2  8,4 

11  43-44  Use  a Formula  10  para  fazer  o grafico  das  (undoes  dadas 
em  uma  mesma  tela.  Como  estao  relacionados  esses  graficos? 

43.  y = log,  sx,  y - In  x,  y = logi0x.  y = log  so  x 

44.  y — Inx.  y — log k>  x,  y — e\  y = 10' 

45.  Suportha  que  o grafico  de  v = log2  x e feito  sobre  uma  maJha 
coordenada  onde  a unidade  de  comprimento  e de  1 polegada. 


Quantas  irriihas  a direita  da  origem  devemos  percorrer  antes  de 
a altura  da  curva  atingir  3 pes? 

||  48.  Compare  as  fun^'oes  f(.x)  -----  xu“  e p(x)  — In  x por  meio  de  sens 
graficos  /e  g em  varias  janelas  reiangulares.  Quando 
finalmente  o grafico  de/ultrapassa  o de  g? 

47-48  Faca  o esbo^o  do  grafico  de  cada  funcao.  Nao  use  a 
calculadora.  Use  somente  os  graficos  dados  nas  Figuras  12  e 13  e, 
se  neeessario,  as  transformacoes  da  Secao  1 .3. 

47.  (a)  y — log  mix  + 5)  (b)  y = —Inx 

48.  (a)  y — Inf  — x)  (b)  y — ■ In  jxj 

49-52  Resolva  cada  equacao  em  x. 

49.  (a)  2 In  x = 1 (b)  e"  — 5 

50.  (a)  - 7 — 0 (b)  ln(5  - 2.x ) = -3 

51.  (a)  2*'°  — 3 (b)  Inx  4 ln(x  ™ 1)  — 1 

52.  (a)  lnfln  x)  — 1 (b)  C1T  = Ceh\  onde  a ¥=  b 

53-54  Resolva  as  equacoes  tart  x. 

53.  (a)  ex  < 10  (b)  In  x > - 1 

54.  (a)  2 < In  x < 9 (b)  > 4 

55-56  v Determine  (a)  o domfnio  de/e  (b) / 1 e seu  domfnio. 

55.  /(x)  — V 3-<?“'  56.  f(x)  — ln(2  + lav) 

57.  Fa£a  o grafico  da  funcao  fix)  = y,r3  + x2  + x + ! e explique 
por  que  ela  e um  a um.  Use  entao  um  CAS  para  encontrar 
uma  expressao  explfcita  para  f '(x).  (Seu  CAS  vai  produzir  tres 
expressoes  possfveis.  Explique  por  que  duas  delas  sao 
irrelevantes  neste  contexto.) 

58.  (a)  Se  g(x)  ~ x6  -f  x4,x  3=  0,  use  um  sistema  algebrico 

computacional  para  encontrar  uma  expressao  para  g~’(x). 
(b)  Use  a expressao  da  parte  (a)  para  fazer  um  grafico  na 
mesma  tela  de  y = p(x),  y = x e y — g~l(x). 

59.  Se  a populacao  de  bacterias  comey’a  com  100  e dobra  a cada 
tres  boras,  entao  o numero  de  bacterias  apos  t horas  e 

n — f{t)  = 100  • 2,/J  f veja  o Exercscio  25  na  Secao  1 .5). 

(a)  Encontre  a funcao  inversa  e explique  seu  significado. 
fb)  Quando  a populayao  atingira  50.000  bacterias? 

60.  Apos  acionado  o flash  de  uma  camera,  a bateria  imediatamente 
comeca  a recarregar  o capacitor  do  flash , o qual  armazena  uma 
carga  eletrica  dada  por 

Q(t)  ■ Go(l  “ e ‘/a) 

(A  capacidade  maxima  de  carga  e g0,  e t e medido  em  segundos.) 

(a)  Encontre  a funcao  inversa  e explique  seu  significado. 

(b)  Quanto  tempo  levara  para  o capacitor  recarregar  90%  da 
capacidade  se  a = 2? 

61.  Come$ ando  Pei°  grafico  de  y = Inx,  encontre  a equacao  do 
grafico  que  resulta  de 

(a)  deslocar  3 unidades  para  cima 

(b)  deslocar  3 unidades  para  a esquerda 

(c)  fazer  a reflexao  em  torno  do  eixo  x 
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(d) 

(e) 

fazer  a refiexao  em  tomo  do  eixo  y 
fazer  a refiexao  em  tomo  da  reta  y = 

X 

87.  (a)  sen  (sen"1  0.7) 

(b) 

(0 

fazer  a refiexao  em  torno  do  eixox  e 
tomo  da  reta  y — x 

entao  em 

68.  (a)  sec  (arctg  2) 

(b) 

(g) 

fazer  a refiexao  em  torno  do  eixo  y e 
reta  y — x 

entao  em  torno  da 

69.  Prove  que  cos  (sen/E- 

r ) - V 1 - x ’ 

4-tt 


(h)  deslocar  3 unidades  para  a esquerda  e entao  fazer  a 
refiexao  em  torno  da  reta  y = x 

S2.  (a)  Se  deslocarmos  uma  curva  para  a esquerda,  o que  aconte- 
cera  com  sua  refiexao  em  tomo  da  reta  y = x?  Em  vista 
desse  princfpio  geometrico,  encontre  uma  expressao  para  a 
inversa  de  g{ x)  = fix  + c),  onde/e  uma  funcao  urn  a um. 


70-72  Simplifique  a expressao. 
70.  tg  (sen  1 x) 

72.  sen  (2  cos  ! .v) 


71.  sen  fig-1  xi 


(b)  Encontre  uma  expressao  para  a inversa  de  /fix)  - f(cx 
onde  c 0. 

j 73. 

74. 

63-88  Encontre  o valor  exato  de  cada  expressao. 
63.  (a)  sen"1  |V3/2  J (b)cos  '(-l) 

75. 

11  78, 

64.  (a)  arctg  (-1) 

(b)  csc"!  2 

65.  (a)  tg"V3 

(b)  arcsen  1 ! | 

66.  (a)  sec"1 72 

(b)  arcsen  1 

>^,'•1  Revisao 

18  73—74  Obtenha  os  graft  cos  das  fungoes  dadas  em  uma  mesma 
tela.  Como  esses  graficos  estao  relacionados? 

: sen  x;  -tt/2  « x *s  'nil,  v ~ sen  - 1 Jt.  v — x 


aparencia. 

(b)  Faga  o grafico  da  funcao  g{x)  — sen  1 (senx).  Como  voce 
pode  explicar  a aparencia  desse  grafico? 


VERIF1CAQAO  DE  CONCEiTOS 


1.  (a)  O que  e uma  funcao?  O que  sao  dormnio  e irnagem  da  fungao? 

(b)  O que  e o grafico  de  uma  fungao? 

(c)  Como,  a partir  de  uma  curv  a dada.  sabemos  tratar-se  de 
um  grafico  de  uma  fungao? 

2.  Discuta  as  quatro  maneiras  de  representar  uma  fungao.  Ilustre 
com  exemplos. 

3.  (a)  O que  e uma  fungao  par?  Como  saber  a partir  do  grafico  se 

uma  fungao  e par  ou  nao? 

(b)  O que  e uma  fungao  impar?  Como  saber  a partir  do  grafico 
se  uma  fungao  i Impar  ou  nao? 


4.  O que  e uma  funcao  crescente? 

5.  O que  e um  modelo  matematico? 

6.  De  um  exemplo  de  cada  tipo  de  funcao. 

(a)  Fungao  linear  (b)  Fungao  potencia 

(e)  Funcao  exponencial  (d)  Fungao  quadratics 

(e)  Fungao  poli.no.mial  de  gran  5 (f)  Funcao  racional 

7.  Esboce  a mao  no  mesmo  conjunto  de  eixos  os  graficos  das 
seguintes  fungoes. 

(a)  fix)  = x (b)  g(x)  = x2 

(c)  h(x)  = x3  (d)  jix)  ~ x* 


S. 


3. 


Esboce  a mao  o grafico  de  cada  fungao. 


(a)  y = sen  x 
(c)  y = ex 
(e)  v - l/x 
(g)  7 = fx 


(b)  y = tg  x 
(d)  y — In  x 
(f)  y = \x\ 
(h)  y - tg'  i x 


Suponha  que  os  domlnios  de /e  g se  jant  A e B , 
respectivamente. 


(a)  Qual  o domfnio  de  / + g ? 

(b)  Qual  o domfnio  de  fgl 

(c)  Qual  o domfnio  de  f/g? 

10.  Como  esta  definida  a fungao  composta  f°  gl  Qual  seu 
domfnio? 

1 1 . Suponha  que  seja  dado  o grafico  de /.  Escreva  uma  equagao  para  cai 
um  dos  graficos  obtidos  a partir  do  grafico  de / da  seguinte  forma. 

(a)  Deslocando  2 unidades  para  cima. 

(b)  Deslocando  2 unidades  para  baixo. 

(e)  Deslocando  2 unidades  para  a direita. 

(d)  Deslocando  2 unidades  para  a esquerda. 

(e)  Refletindo  em  torno  do  eixo  x. 

( f)  Refletindo  em  tomo  do  eixo  y. 

(g)  Esticando  verticalmente  por  um  fator  de  2. 

(h)  Encolhendo  verticalmente  por  um  fator  de  2. 

(i)  Esticando  horizontalmente  por  um  fator  de  2. 

(j)  Encolhendo  horizontalmente  por  um  fator  de  2. 

12.  (a)  O que  e uma  fungao  um  a um?  Como  decidir  pelo  graficr 

se  uma  funcao  e um  a um? 

(b)  Seja / uma  fungao  um  a um.  Como  esta  definida  sua  fungat 
inversa  /~l?  Como  obter  o grafico  de  / "'  a partir  do  dej 

13.  (a)  Como  a inversa  da  funcao  seno/(x)  = sen  ! x e definida? 

O que  e o seu  dormnio  e o que  € a sua  irnagem? 

(b)  Como  a inversa  da  fungao  cosseno  f{x)  = cos  1 x e definid 
O que  e o seu  domfnio  e o que  e a sua  irnagem? 

(c)  Como  a inversa  da  fungao  seno  f(x)  = tg-*  xe  definida? 

O que  e o seu  domfnio  e o que  e a sua  irnagem? 


L 
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Determine  se  a afirmativa  e falsa  ou  vercladeira.  Se  for  verdadeira,  explique 
por  que;  caso  cont  ratio,  tambem  explique  ou  tie  uni  exempio  em  que  a 
afirmativa  nao  funciona. 

1.  Se  / for  uma  funcao.  entao  j tv  i-  r)  ~ j i s)  -r  ju). 

2.  Se  f(s)  ~/(t),  entao  s = t. 

3.  Se  /for  uma  fungao.  entao  /( 3.x)  = 3/  fir). 

4.  Se  x j < x2  e/ for  uma  funcao  decrescente,  entao.  fix t ) > fix2). 


5.  Uma  reta  vertical  intercepta  o graft co  de  uma  funcao  no  maximo 
uma  vez. 

6.  S e/e  g sao  fun^oes.  entao  /°  g — g */. 

7.  Se  /'for  um  a urn,  entao  f !(.x)  = — — 

/ 1 .v) 

8.  E sempre  possfvel  dividir  por  et 

9.  Se  0 < a < b,  entao  In  a < la  h. 

10.  Se  -V  > 0.  entao  (In  ~ 6 In  x. 

11.  Se  x > 0 e a > 1 . entao  - = In  — . 

In  a a 


EXERCiCIOS 


1.  Seja / uma  funcao  cujo  grafico  e dado. 

(a)  Estirne  o valor  de  /( 2). 

(b)  Esiime  os  valores  de  a tais  que  fix)  — 3. 

(c)  Estabeleca  o domfnio  de  /. 

(d)  Estabeleca  a imagem  de/. 

(e)  Sobre  que  intervalo  a funcao  / esta  crescendo? 

(f)  fc  um  a um?  Explique. 

(g)  f € par.  mipar  ou  nenhum  dos  dois?  Explique. 


2.  E dado  o grafico  de  g. 

(a)  Estabeleca  o valor  de  g( 2). 

(b)  Por  que  g 6 um  a um? 

(c)  Estirne  o valor  de  g"  J(2). 

(d)  Estirne  o domfnio  de  g ‘ . 

(e)  Esboce  o grafico  de  g 5 . 


3.  A distancia  percorrida  por  um  carro  e dada  pelos  valores  na  tabela. 


f (segundos) 

0 | 1 

7 

3 4 

5 | 



d (pes) 

0 j 10 

32 

70  | 

119 

178  j 

(a)  Use  os  dados  para  esbogar  o grafico  de  d como  uma 
funcao  de  /. 

(b)  Use  o grafico  para  estimar  a distancia  percorrida  depois  de 
4.5  segundos. 

4.  Esboce  o grafico  do  rendimento  de  uma  colheita  como  uma 
funcao  da  quantidade  de  fertilizante  usado. 

5-8  f Determine  o domfnio  e a imagem  da  funcao. 

5.  f{x)  = \/4  - 3a1  6.  g(x)  = \/{x  + 1) 

7.  y — 1 + sen  x 8.  y — In  x 


9.  Suponha  que  seja  dado  o grafico  de  /.  Descreva  como  os  graficos 
das  seguintes  fungoes  podem  ser  obtidos  a partir  do  grafico  de/. 
(a)  v — fix)  + 8 (b)  y = fix  + 8) 

(c)  y - 1 + 2 f(x)  (d)  y /<  v - 2)  - 2 

(e)  v = fix)  (f)  v ~ / ’it) 

10.  Dado  o grafico  de  /,  desenhe  os  graficos  das  seguintes  f undoes. 

(a)  y — f(x  — 8}  (b)  y = -fix) 

(c)  y ~ 2 — fix)  (d)  y — kfix)  — 1 

(e)  y ~ f ’ (a)  (f)  v =/“'(jf  + 3) 


11-18  : Use  as  transformagoes  para  esbogar  o grafico  da  funcao. 
11.  y — — sen  2-t  12.  v — 3 In  fir  - 2) 

13.  y --  (1  + e")/2  14.  y = 2-/^v 


15.  /(*)* 


x + 2 


16.  fix)  = {/_  j 


se  -V 
se  x 


0 

0 


17.  Determine  se/ e par.  fmpar  ou  nenhum  dos  dois. 

(a)  fix)  = 2x'  - 3-v2  4-  2 (b)  fix ) — .r3  — r; 

(c)  f{x)  — e x (d)  f(x)  1 -f  sen  a 
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18,  Encontre  uma  expressao  para  a funcao  cujo  grafico  consiste  no 
segmento  de  reta  ligando  o ponto  (-2, 2)  ao  ponto  (-.1 , 0)  junto 
com  a parte  de  ciraa  do  cfirculo  com  cemro  na  origem  e raio  I . 

19.  Se  fix)  = In  „r  e g(x)  = x2  - 9,  encontre  as  fun?oes  f°  g,  g °f\ 
f°f\  g ° g,  e sens  dominios. 

20,  Expresse  a funyao  Fix)  — l/y'.v  + yx  como  uma  composite 
de  tres  funpoes. 

21.  A expectativa  de  vida  aumentou  significativamente  no  seculo 
XX.  A tabela  mostra  a expectativa  de  vida  no  nascimento  (em 
anos)  de  homens  nascidos  nos  Estados  Unities. 


Utilize  um  mapa  de  dispersao  para  escolber  um  tipo  apropriado 
de  modelo.  Use  sen  modelo  para  predizer  a duracao  de  vida  de 
um  homem  nascido  no  ano  2010. 

22.  Um  pequeno  fabricante  descobre  que  custa  $ 9.000  para 
produzir  1 .000  torradeiras  eletricas  em  uma  semana  e $ 12.000 
para  produzir  1 .500  torradeiras  em  uma  semana. 

(a)  Expresse  o custo  como  uma  funcao  do  numero  de 
torradeiras  produzidas.  supondo  que  ele  e linear.  Entao 
esboce  o grafico. 

(b)  Qua!  a inclinable  do  grafico  e o que  ela  representa? 

(c)  Qual  o intereepto  y do  grafico  e o que  ele  representa? 

23.  Se  fix)  =>  2x  + In  x.  encontre  f s(2). 

x + 1 

24.  Encontre  a fun?ao  inversa  de  fix)  = 

2x  + 1 
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25.  Encontre  o valor  exato  de  cada  expressao. 

^ (b)  log  to  25  + logto  4 

(c)  tg  (arcsen  |)  (d)  sen  (cos-  |) 

28.  Resolva  cada  equaciio  para  x. 

(a)  e*  = 5 (b)  ln.x  = 2 

(c)  = 2 (d)  tg  1 x ~ 3 

27.  A nieia-vida  do  paladio-100,  iW>Pd,  e de  quatro  dias.  (Assim.  a 
metade  de  quakjuer  quantidade  de  ! Kl Pd  vai  se  desintegrar  em 
4 dias.)  A massa  inicial  de  uma  amostra  e 1 grama. 

(a)  Encontre  a massa  restante  apos  16  dias. 

(b)  Encontre  a massa  m(t)  restante  apos  t dias. 

(c)  Encontre  a fungao  inversa  de  mil)  e explique  seu 
signifieado. 

(d)  Quando  a massa  ficara  reduzida  a 0,01  g? 


28.  A populagao  de  uma  certa  especie  em  um  ambiente  limitado, 
com  a populagao  inicial  igual  a 300  e capacidade  para 
suportar  1.000  individuos,e 


Pit)  = 


100.000 
100  + 900<f f 


onde  t e medido  em  anos. 

Us?  (a)  Faca  o grafico  dessa  fungao  e estime  quanto  tempo  levara 
para  a populacao  atingir  900  indjvfduos. 

(b)  Encontre  a inversa  dessa  funcao  e explique  seu  signifieado. 

(c)  Use  a funcao  inversa  para  encontrar  o tempo  necessario 
para  a populacao  atingir  900  individuos.  Compare  o 
resultado  com  o da  parte  (a). 


11  29.  Faca  o grafico  dos  membros  da  famflia  de  fungoes 

j (x)  ~ ln(x"  — c)  para  varios  valores  de  c.  Como  o grafico  se 
modificara  quando  c variar? 


Ip  30.  Faca  o grafico  de  tres  f undoes  y — x“,  v — a ' ev  = 3oga  x e 
sobre  a mesma  tela  para  dois  ou  tres  valores  de  a > 1 . Pam  os 
grandes  valores  de  x,  quais  dessas  {undoes  terao  valores 
maiores  e quais  terao  valores  menores? 


: I 11  1 CIS 


P's 


Nao  existem  regras  rigidas  que  garantam  sucesso  na  solucao  de  problemas.  Porem.  e pos- 
sivel  esbogar  alguns  passos  gerais  no  processo  de  problema-solugao  e fornecer  aiguns 
prindpios  que  poderao  ser  uteis  na  solucao  de  certos  problemas.  Esses  passos  e prindpios 
sao  tao-somente  o senso  comum  tornado  explfcito.  Eles  foram  adaptados  do  livro  de 
George  Polya,  How  to  Solve  It. 


O primeiro  passo  e ler  o problema  e assegurar-se  de  que  o entendeu  claramente.  Fag  a a si 


mesmo  as  seguintes  perguntas: 


O que  e desconhecido? 

Quais  sao  as  quant tdades  dadas? 

Quais  sao  as  condicoes  dadas? 

Para  muitos  problemas  e proveitoso 

fazer  um  diagrama 

e identificar  no  diagrama  as  quantidades  dadas  e pedidas. 

Geralmente  e necessario 

introduzir  uma  notaqdo  apropriada 

Ao  escolher  os  sfmbolos  para  as  quantidades  desconhecidas  frequentemente  utilizamos  as 
letras  tais  como  a,  b,  c,  m,  n,  x e y,  mas,  em  alguns  casos,  ajuda  usar  as  iniciais  como  sfm- 
bolos  sugestivos;  por  exemplo,  V para  o volume  ou  t para*o  tempo. 


I 2 i Plane jando  Encontre  uma  conexao  entre  a informagao  dada  e a pedida  que  o ajudara  a encontrar  a 

desconhecida.  Em  geral  ajuda  perguntar-se  explicitamente:  “Como  posso  relacionar  o que 
toi  dado  com  o que  foi  pedido?”.  Se  nao  for  possivel  visualizar  a conexao  imediatamente, 
as  jdeias  que  se  seguem  podem  ser  iiteis  para  delinear  um  piano. 

Tente  Reconhecer  Algo  Familiar  Relacione  a situacao  dada  com  seu  conheei- 
mento  anterior.  Focalize  na  incognita  e tente  se  lembrar  de  um  problema  mais  familiar  que 
a envolva. 

Tente  Reconhecer  os  Padroes  Alguns  problemas  sao  resolvidos  reconhecendo-se 
o tipo  de  padrao  no  qual  ocorrem.  O padrao  pode  ser  geometrico,  numerico  ou  algebrico. 

- Voce  pode  ver  a regularidade  ou  a repetigao  em  um  problema  ou  ser  capaz  de  conjecturar 
sobre  o padrao  de  seu  desenvolvimento  para  depois  prova-lo. 

Use  Analogias  Tente  pensar  sobre  os  problemas  analogos,  isto  e.  um  problema  simi- 
lar, um  problema  relacionado,  mas  que  seja  mais  simples  que  o problema  original.  Se  voce 
puder  resolver  o problema  similar  mais  simples,  isso  podera  Ihe  dar  pistas  para  a solugao 
do  problema  original,  mais  diffcil.  Por  exemplo,  se  um  problema  envolver  numeros  muito 
grandes,  voce  podera  primeiro  tentar  um  problema  similar  com  numeros  menores.  Caso  o 
problema  envolva  a geometria  tridimensional,  voce  podera  tentar  primeiro  um  problema 
similar  bidimensional.  Se  seu  problema  for  generico,  tente  primeiro  um  caso  especial. 

Introduzindo  Algnma  Coisa  Extra  As  vezes  pode  ser  necessario  introduzir  algo 
novo,  um  auxtlio  extra,  para  que  voce  fag  a a conexao  entre  o que  foi  dado  e o que  foi 
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pedido.  Por  exemplo,  em  urn  problema  no  qua]  o diagrams  e fundamental,  a ajuda  extra 
pode  ser  o traeado  de  uma  nova  reta  ne!e.  Em  problemas  mais  algebricos  pode  ser  a im.ro- 
ducao  de  uma  nova  incognita  relacionada  com  a original. 

Dividindo  em  Cases  Algumas  vezes  temos  de  dividir  o problema  em  varies  casos 
e usar  para  cada  urn  deles  uni  argumento  diferente.  Por  exemplo,  empregamos  essa  estrate- 
gia  quando  tratamos  com  os  valores  absolutos. 

Trabalhando  Retroativamente  As  vezes  e proveitoso  imaginar  que  seu  problema 
foi  resolvido  e trabaihar  passo  a passo  retroativamente  ate  chegar  ao  que  foi  dado.  E entao 
voce  podera  ser  capaz  de  reverter  seus  passos  e,  portanto,  construir  uma  solucao  para  o 
problema  original.  Esse  procedimento  e usado  freqiientemente  na  solucao  de  equapoes. 
Por  exemplo,  ao  resolver  a equapao  3x  - 5 = 7,  supomos  que  x seja  urn  ntimero  que  satis- 
fapa  3x  - 5 = 7 e trabalhamos  retroativamente.  Adicionamos  5 a ambos  os  lados  da 
equacao  e entao  dividimos  cada  lado  por  3 para  obter  jc  — 4.  Como  cada  um  desses  pas- 
sos pode  ser  revertido,  resolvemos  o problema. 

Estabelecendo  Submetas  Em  um  problema  complexo  e freqiientemente  proveitoso 
estabelecer  submetas  (nas  quais  a situapao  desejada  esta  apenas  parcialmente  satisfeita). 
Voce  pode  atingir  primeiro  essas  submetas  e,  depots,  a partir  delas,  chegar  a meta  final. 

Raciocinio  Indireto  Algumas  vezes  e apropriado  atacar  o problema  indiretamente. 
Para  provar,  por  contradipao,  que  P implica  Q , supomos  que  P e Q sao  falsos  e tentamos 
mostrar  por  que  isso  nao  pode  acontecer.  De  certa  forma  temos  de  usar  essa  informapao  e 
chegar  a uma  contradipao  do  que  sabemos  perfeitamente  ser  verdadeiro. 

Indupao  Matematica  Para  provar  as  afirmapoes  que  envolvem  um  ntimero  inteiro 
positivo  n , e freqiientemente  util  usar  o principio  que  se  segue. 

— — - | 

Principio  da  indupao  Matematica  Seja  Sn  uma  afirmapao  sobre  o ntimero  inteiro  n.  j 

Suponha  que 

1.  Si  seja  verdadeira. 

2.  Sk+ 1 seja  verdadeira  sempre  que  5?.  for  verdadeira. 

Entao  S„  e verdadeira  para  todo  n inteiro  positivo. 


Cumprindo  o Plano 
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Isso  e razoavel,  pois  uma  vez  que  Si  e verdadeira,  segue,  da  condicao  2 (com  k — 1), 
que  S 2 e verdadeira.  Entao,  utilizando  a condicao  2 com  k — 2,  vemos  que  S3  e verdadeira. 
E novamente  usando  a condipao  2 e,  dessa  vez,  com  k = 3,  temos  S4  como  verdadeira. 
Esse  procedimento  pode  ser  seguido  indefinidamente. 

Na  etapa  2 um  piano  foi  delineado.  Para  cumpri-lo  devemos  verificar  cada  etapa  do 
piano  e escrever  os  detalhes  que  provam  a correpao  de  cada  etapa. 

Tendo  completado  nossa  solupao,  e prudente  revisa-la,  em  parte,  para  ver  se  foram 
cometidos  erros  e,  em  parte,  para  ver  se  podemos  deseobrir  uma  forma  mais  facil  de 
resolver  um  problema.  Outra  razao  para  a revisao  e que  ela  nos  familiarizara  com  o 
metodo  de  solucao  que  podera  ser  util  na  solupao  de  futuros  problemas.  Descartes  disse: 
“Todo  problema  que  resol vi  acabou  se  tomando  uma  regra  que  serviu  posteriormente 
para  resolver  outros  problemas”. 

Esses  prinefpios  da  solupao  de  problemas  estao  ilustrados  nos  exemplos  a seguir. 
Antes  de  ver  as  solupoes,  tente  resolve-los  usando  os  prinefpios  estudados  anteriormente. 


MI 


hntendendo  o problems 


Desenhando  urn  diagrams 


Pode  ser  proveitoso  consuitar  de  tempos  em  tempos  esta  secao,  quando  estiver  resol- 
vendo  os  exercfcios  nos  demais  capita  los  do  livro. 

Exempict  1 Expresse  a hipotenusa  h do  triangulo  retangulo  com  uma  area  de  25  nr 
como  uma  funcao  do  sen  perimetro  P. 

Solugao  Classifique  primeiro  as  informagdes  identilieando  a quantidade  desconhecida  e 
os  dados: 

Incognita : hipotenusa  h 
Quantidad.es  dadas : perimetro  P,  area  25  nr 
E util  Inzer  urn  diagrams;  assim,  fizemos  isto  na  Figure  1 . 


FIGURA  1 


Ligando  os  dados  com  a incognita 
introduzindo  afquma  coisa  extra 


Relacionando  com  algo  familiar 


A fim  de  conectar  o que  foi  dado  a incognita,  introduzimos  duas  variaveis  extras,  a e /?, 
que  sao  os  eomprimentos  dos  outros  dois  lados  do  triangulo.  Isso  nos  possibilitara  expres- 
sar  a condieao  dada,  de  o triangulo  ser  retangulo,  pelo  Teorema  de  Pitagoras: 

h2  = a~  + b2 

As  outras  conexoes  entre  as  variaveis  surgem  escrevendo-se  as  expressdes  para  a area  e 
ojperlmetro: 

25  — lab  P = a + b 4*  h 

Uma  vez  que  P e dado,  observe  que  temos  agora  tres  equagoes  em  tres  incognitas  a,  b e h: 

h2  — a2  + b' 

25  = \ab 

[|]  P — a + b + h 

Embora  tenhamos  um  numero  correto  de  equacoes,  elas  nao  sao  faceis  de  ser  resol vidas 
diretamente,  Porem,  se  usarmos  as  estrategias  de  problema— solucao  para  tentar  reco- 
nhecer  algo  familiar,  entao  poderemos  resolver  essas  equacoes  de  forma  mais  facil. 
Olhando  os  segundos  membros  das  Equagoes  1,  2 e 3.  eles  nao  Ihe  lembram  algo  fami- 
liar? Observe  que  eles  contem  os  ingredientes  de  uma  formula  familiar: 

(a  + by  = a + lab  + b2 

Usando  essa  ideia,  vamos  expressar  (a  + b)2  de  duas  maneiras.  Das  Equacoes  1 e 2 
temos 


(a  + b )2  — (a1  + bA)  + lab  = lr  + 4(25) 

Da  Equacao  3 temos 

(. a + b?  = (P  - hf  - P2  -2PhP  h2 
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Essa  e a expressao  requerida  para  h como  uma  funcao  de  P. 


n Dividindo  em  casos 


Como  no  cxcmplo  iiustrado  a seguii,  e freqtien  {entente  ncccssarto  usar  o princlpio  dc 
dividir  em  casos  quando  tratamos  com  valores  absolutos. 


Exempio  2 Resolva  a desigualdade  \x  - 3 [ + jx  4-  2|  < 1 1 


Soiucao  Lembre-se  da  defini^ao  de  valor  absoluto: 


.x 


se  x ^ 0 
se  x < 0 


Segue-se  que 


(x  ~ 3) 


se  x — 3 3=  0 
se  X ~ 3 < 0 


x — 3 
x + 3 


se  x 3=  3 
se  x < 3 


Analogamente 


x + 2 


x + 2 
~{x  + 2) 

x "f~  2 
— x — 2 


se  x + 2 5M) 
se  .i-  + 2 < 0 

se  x z*  —2 
se  x < ~2 


Essas  expressoes  mostram  que  devemos  considerar  tres  casos: 

x < -2  —2  =£  .v  < 3 x 3 


CASO  1 o Se  x < -2,  temos 


\x  — 3 1 + | .v  + 2 | < 1 1 
— x 4-  3 — x — 2 < II 
-2.v  < 10 


x > -5 


CASO  if  o Se  -2  x < 3,  a desigualdade  dada  toma-se 
x t 3 + i + 2 < 11 

5 < 1 1 (se 

CASO  ill  d Se  a ■ 3,  a desigualdade  toma-se 

x - 3 + x + 2 < 11 
2 a < 12 


Combinando  os  cas.os  I-,  II  e ill,  veraos  que  a desiguaidade  esia  satisfeita  quando 
--5  < x < 6.  Logo  a solucao  e o intervalo  (—5,  6). 


No  exemplo  a seguir  tentaremos  configurar  a resposta  examinando  os  casos  espeeiais  e 
reconhecendo  urn  padrao.  A seguir  vamos  prova-lo  por  indueao  matematica. 

Ao  usar  o Princfpio  da  Indueao  Matematica,  vamos  seguir  as  tres  etapas: 

Passo  1 Prove  que  S„  e verdadeira  quando  n ~ 1 . 

Passo  2 Presuma  que  S„  e verdadeira  quando  n = k e deduza  cjue  S„  e verdadeira  quando 
n ~ k + 1 . 

Passo  3 Conclua  que  S„  e verdadeira  para  todo  n pelo  Princfpio  da  Indueao  Matematica. 

Exempts  3 Se  fd.x)  — x/{x  + i)  e f„+i  — °f„  para  n — 0,  1,2,.,.,  encontre  uma 

formula  para  f,(x) . 

m Anaiogia:  Vamos  tentar  um  probiema  Soiuqao  Comecamos  por  encontrar  formulas  para  fn(x)  nos  casos  especiais  n = 1 , 2 e 3. 
mais  simples 

f\(x)  = ( fi)  °fo)(x)  —ft)(fo(x))  = fil — 7“—) 


Procurando  por  um  padrao 


X + 1 

x + 1 

X 

JC 

1 1 

2x  + 1 



2x  + 1 

J J 

X + 1 

— / -f  O \ f vl 

x + I 

— f { f ( vVl  — 

f(  x 

v/o  /i.MV 

X 

X 

fl\2x+  1 

2,y  + 1 

2x  + 1 

X 

X 

3x  + 1 

J 

~3x + I 

2x  + 1 

2x  + 1 

= (/«»/2)W 

= MMxj)  =. 

3x  + 1 , 

X 

X 

3*  + 1 

3x  + 1 

X 

X 

1 + I 

3x  + 1 

4x  +■  1 

3v  + 1 

Observamos  um  padrao:  o coeficiente  de  x no  denominador  de  fn(x)  e n + 1 nos  tres 
casos  calculados.  Assim  sendo,  fazemos  a seguinte  conjectura,  no  caso  geral. 


' in  + 1 )x  + 1 

Para  provar.  usamos  o Princfpio  da  Indupao  Matematica.  .la  vimos  que  (4)  e verdadeira 
para  n — 1 . Suponha  que  ela  e verdadeira  para  n — k,  isto  e, 


(A-  + 1 ).v  + 1 


Entao  /i+l(jt)  = (Jo  c,./i)U')  = /o(/*(jc))  — 


(&  + 1 ),v  + 1 


(k  t 1 ).y  + 1 


(k  + })x  + 1 


(k  + l)x  + I 


+ 1 


t&  + 2}x  + 1 (k  + 2)x  + 1 
(k  + !)*  + 1 


Essa  expressao  mostra  que  (4)  e verdadeira  para  n ~ k 4-  1 . Portanto,  por  inducao 
matematica,  e verdadeira  para  todo  n inteiro  positivo. 


Problemas 

1.  Dm  dos  lados  de  urn  trianguio  retanguio  tem  4 cm  de  eomprimento.  Expresse  o comprimento 
da  altura  perpendicular  a hipotenusa  como  uma  funcao  do  comprimento  da  hipotenusa. 

2.  A altura  perpendicular  da  hipotenusa  de  urn  trianguio  retanguio  mede  12  cm.  Expresse  o 
comprimento  da  hipotenusa  como  uma  funcao  do  perimetro. 

3.  Resolva  a equacao  j 2x  — 1 j — j x + 5 \ — 3. 

4.  Resolva  a desigualdade  | x — 1 | — j x — 3 | 3*  5. 

5.  Esboce  o grafico  da  funcao  fix)  — | x2  ~ 4jjc  | + 3 |. 

6.  Esboce  o grafico  da  funcao  g(x)  — \x2  — 1 j — jx2  — 4 

7.  Faca  o grafico  da  equacao  x + ! jt  t = v + 1 y I. 

8.  Faca  o grafico  da  equacao  x*  - 4x2  — jrV  + 4v2  = 0. 

9.  Esboce  a regjaQjdo  piano  que  consiste  em  todos  os  pontos  (x,y)  tal  que  | x j + } y j *£  1 . 

10.  Esboce  a regiao  do  piano  que  consiste  em  todos  os  pontos  (x,  v)  tal  que 


| x - y | + | x j - J y | =£  2 

11.  Compute  (log2  3}  (log3  4)  (log4  5)  * • • Oogai  32). 

I~y 

12.  (a)  Mostre  que  a funcao  / (.t)  = In  (x  + vx‘  +1)  e impar. 

(b)  Encontre  a funcao  inversa  de  /. 

13.  Resolva  a desigualdade  In  {.r  - 2x  - 2)  *£  0. 

14.  Use  de  urn  raciocmio  inverso  para  provar  que  log?  5 e urn  numero  irracional. 

15.  Uma  pessoa  inicia  uma  viagem.  Na  primeira  metade  do  percurso  ela  viaja  sossegadamente  a 
30  mi/h;  na  segunda,  ela  vai  a 60  mi/h.  Qual  sua  velocidade  media  na  viagem? 

16.  E verdadeiro  que  f 0 (g  + h)  — f°  g +/°A? 

17.  Prove  que,  se  n for  um  inteiro  positivo,  entao  7"  — 1 e divisive!  por  6. 

18.  Prove  que  1 + 3 + 5 + • • • + (2 n — 1)  = n2. 

19.  Se  fix)  — x2  e /„+  t(x)  = fo(  fix))  para  n — 0,  1 , 2, . . . , encontre  uma  formula  para  fix). 

20.  (a)  Se  fix)  = — - — e /rt+t  — f0  ° fn  para  n ~ 0.1.2 encontre  uma  expressao  para 

2 — x 

fix)  e use  a inducao  matematica  para  prova-la. 


mz 


(b)  Fa$a  os  graficos  na  mesma  tela  de  fo,fi,fi,f}  e descreva  os  efeitos  da  composigao  repetida. 


Limites  e 
Derivadas 


A ideia  de  um  limite  e 
ilustrada  por  retas  secantes 
tendendo  a uma  reta  tangente. 


Em  Uma  Apresentacao  do  Calcuio  viroos  como  a ideia  de  lirnite  esta  subentendida 
em  varios  ramos  do  calcuio.  For  isso,  e apropriado  comepar  nosso  estudo  de  calcuio 
pesquisando  os  iimites  e suas  propriedades.  0 tipo  especial  de  iimite  usado  para 
encontrar  as  tangentes  e as  veiocidades  da  origem  a ideia  central  do  calcuio  diferen- 
ciai  - a derivada. 
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8 Os  Problemas  da  Tangente  e da  Velocidade 

Nesta  se^ao  vamos  ver  como  surgem  os  Iimites  quando  tentamos  encontrar  a tangente  ; 
uma  curva  ou  a uma  velocidade  de  um  objeto. 


L,i  O Problema  da  Tangente 

A palavra  tangente  vem  do  Jatim  tangens , que  signifka  “tocando".  Assim,  uma  tangente  i 
uma  curv'a  e uma  reta  que  toca  a curva.  Ou  seja,  uma  reta  tangente  deve  ter  a mesm; 
direcao  e sentido  que  a curva  no  ponto  de  contato.  Como  tomar  precisa  essa  ideia? 

Para  um  circulo  poderiamos  simplesmente  seguir  Euclides  e dizer  que  a tangente  e um, 
reta  que  intercepta  o circulo  uma  unica  vez,  conforme  a Figura  1(a).  Para  as  curvas  mai 
complicadas  essa  definiyao  e inadequada.  A Figura  1(b)  mostra  duas  ret  as,  let,  passand< 
por  um  ponto  P sobre  uma  curva  C.  A reta  / intercepta  C somente  uma  vez,  mas  certament 
nao  aparenta  o que  pensamos  ser  uma  reta  tangente.  A reta  r,  por  outro  lado.  aparenta  se 
uma  tangente,  mas  intercepta  C duas  vezes. 


FIGURA  t 


(a) 


Para  sermos  objetivos,  vamos  examinar  no  exemplo  a seguir  o problema  de  encontra 
uma  reta  tangente  t a parabola  y = x2. 


EKE  Ml  FLO  1 Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a parabola  v = x2  no  ponto 

P{  M)- 

SOLUQAO  Se  soubermos  como  encontrar  a inclinacao  m seremos  capaz.es  de  achar  uma 
equa£ao  da  reta  tangente  t.  A dificuldade  esta  em  termos  somente  um  ponto  P,  sobre  t,  a< 
passo  que  para  calcular  a inclinacao  sao  necessarios  dois  pontos.  Observe,  porem.  que 
podemos  calcular  uma  aproximagao  de  m escolhendo  um  ponto  proximo  Q(x,  r)  sobre  a 
parabola  (como  na  Figura  2)  e computando  a inclinacao  mpQ  da  reta  secante  PQ. 

Vamos  escolher  x T 1 de  forma  que  OTP.  Entao 

x2  - 1 

tnpQ  = r 

x — 1 

Por  exemplo,  para  o ponto  <3(1,5,  2,25),  temos 


mpQ  = 


2,25  - 1 
1,5-1 


1,25 

0.5 


- 2,5 
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As  tabelas  mostram  os  valores  de  mPQ  para  varies  valores  de  x proximos  de  I. 
Quanto  mais  proximo  Q estiver  de  P,  mais  proximo  x estara  de  1 , e fiea  evidente  que  mPQ 
estara  mais  proximo  de  2.  Isso  sugere  que  a inclinacao  da  reta  tangente  r deva  ser  m = 2. 

Dizemos  que  a inclinacao  da  reta  tangente  e o limite  das  inclinacoes  das  retas 
secantes,  e expressamos  isso  simbolieamente  escrevendo  que 

iim  mPQ  — m e iim  — — 2 

Q-*r  i-»i  x - 1 

Supondo  que  a inclinacao  da  reta  tangente  seja  realmente  2,  podemos  usar  a forma 
ponto-inclinacao  da  equapao  de  uma  reta  (veja  o Apendice  B)  para  escrever  a equapao 
da  tangente  no  ponto  (J , 1)  como 

v — 1 — 2{x  — 1)  ou  y — 2x  — 1 

A Figura  3 ilustra  o processo  de  limite  que  ocorre  neste  exemplo.  A medida  que  Q 
tende  a P ao  longo  da  parabola,  as  retas  secantes  correspondentes  giram  em  torno  de  P e 
tendem  a reta  tangente  t. 


Q tende  a P pela  direita 


\ 

\ 

/ 

t 

\ 1 / 

\ / " 
\ ^ / 

\ 

\ 

\ 

■Vf  / 

1 i 

P / 

\e  . /* 

\ 

V iqA 

0 

FfGURA  3 

X 

. 0 . 

■ i 
f 

Q tende  a P peja  esquerda 

/ 

A 

l 

Em  ciencias,  muiias  funcoes  nao  sao  descritas  por  equacoes  explicitas;  elas  sao 
definidas  por  dados  experimentais.  O exemplo  a seguir  mostra  como  estimar  a inclinacao 
da  reta  tangente  ao  grafico  de  uma  dessas  funcoes. 


m 


James  Stewart  CAFITULO  2 LI  MITES  E OERSVADAS  I 

tKtvh'riu  i O flash  de  uma  camera  opera  armazenando  carga  era  am  capacitor  e 
liberando-a  instantaneamente  cjuando  o flash  e disparado.  Os  dados  a esquerda 
descrevem  a carga  Q armazenada  no  capacitor  (mcdida  em  microcoulombs)  no  instante  i 
(medido  em  segundos  apos  o flash  ter  sido  disparado).  Use  os  dados  para  fazer  o grafico 
dessa  funcao  e estime  a incJina^ao  da  reta  tangente  no  ponto  onde  i — 0.04.  [Nota-  A 
inclina^ao  da  reta  tangente  representa  urn  fluxo  de  corrente  eletrica  do  capacitor  para  o 
flash  (medido  em  microamperes).] 

S0LUQA0  Na  Figura  4 desenhamos  os  dados  usados  para  esbocar  uma  curva  que  aproxi- 
ma  o grafico  da  funcao. 

Q f ; : ; 


FIGURA  4 


Dados  os  pontos  P(0.04,  67.03)  e R fO.OO,  100.00)  sobre  o grafico.  descobrimos  que  a 
inclina^ao  da  reta  secante  PR  e 


mPR  = 


100,00  - 67.03 
0,00  - 0,04 


-824,25 


R 

mpft 

(0.00.  100.00) 

2S 

,-p  ,-p  o > O'?) 

74?  00 

'Ui.  ’ .L  • / 

,■()  ()6  54,88’ 

607.50 

(0.08.  44.93) 

......  s 5 ? 50 

(0J0.  36.76) 

504.50 

O significado  flsico  da  resposta  no 
Exempio  2 e que  a corrente  que  fiui  do 
capacitor  para  o flash  apos  0,04  s e 
cerca  de  -670  microamperes. 


A tabela  a esquerda  mostra  os  resuitados  de  calculos  semelhantes  para  as  inclinasdes  de 
outras  retas  secantes.  A partir  dela  podemos  prever  que  a inclina^ao  da  reta  tangente  en 
t = 0,04  esta  em  algum  ponto  entre  —742  e —607,5.  De  fato,  a media  das  inclina^oes  da 
duas  retas  secantes  mais  proximas  e 

| (-742  — 607,5)  = -674,75 

Logo,  por  esse  metodo  estimamos  que  a inclinacao  da  reta  tangente  e —675. 

Outro  metodo  e tratpar  uma  aproximayao  da  reta  tangente  em  P e medir  os  lados  do 
triangulo  ABC , como  na  Figura  4.  lsso  da  uma  estimativa  da  inclinacao  da  reta  tangente 
como 


| AB  ] ^ 80,4  - 53t6 

\BC\  ~ 0,06-0,02 


O Problem  a da  Velocidade 

Se  voce  observar  o velocimetro  de  um  carro  no  trafego  urbano,  vera  que  o ponteiro  na 
fica  parado  por  muito  tempo;  isto  e,  a velocidade  do  carro  nao  e constante  (nao  estarnc 
considerando  os  congestionamentos).  Podemos  supor  da  observacao  do  velocimetro  que 
carro  tenha  uma  velocidade  definida  em  cada  momento.  Mas  como  esta  deftnida  ess 
velocidade  “instantanea”?  Vamos  esmiu^ar  o exempio  da  bola  caindo. 
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BXtMPU)  3 : Suponha  que  uma  bo] a e solta  a partir  do  ponto  de  observacao  no  aito  da 
Torre  CN  em  Toronto.  450  m acima  do  solo.  Encontre  a velocidade  da  hoia  apos  5 
segundos. 

S0LUQA0  Por  meio  de  experimentos  feitos  seeulos  atras,  Galileu  descobriu  que  a distancia 
pereorrida  por  qualquer  objeto  em  queda  livre  e proporcional  ao  quadrado  do  tempo  em 
que  ele  esteve  caindo  (esse  modelo  para  a queda  livre  despreza  a resistencia  do  ar).  Se  a 
distancia  pereorrida  apos  t segundos  for  chamada  s(t)  e medida  em  metros,  entao  a Lei 
de  Galileu  pode  ser  expressa  pela  equa^ao 

jt(z)  = 4.9/ ' 

A diiiculdade  em  encontrar  a velocidade  apos  5 segundos  esta  em  tratarnios  de  itnt  unico 
in st ante  de  tempo  (/  — 5),  ou  seja,  nao  temos  uni  intervalo  de  tempo.  Porem.  podemos 
aproximar  a quantidade  desejada  computando  a velocidade  media  sobre  o breve  intervalo 
de  tempo  de  urn  decimo  de  segundo,  de  t - 5 ate  t ~ 5.1: 

, ...  ...  distancia  pereorrida 

tempo  decorrido 

^ a'(-5J)  ~ -v(5) 

0,1 


4,9(5,  l)2  - 4,9(5)2 


— 49,49  m/s 


A label  a a seguir  mostra  os  resultados  de  calculos  similares  da  velocidade  media  em 
penodos  de  tempo  cada  vez  menores. 


Intervalo  de  tempo 

Velocidade  media  (m/s) 

5 « ? 6 

53.9 

5 =£  t -S  54 

49.49 

5 5.05 

49.245 

5 5.0 ; 

49  049 

s * nn  i 

_ 

Fica  evidente  que,  a medida  que  encurtamos  o periodo  do  tempo,  a velocidade  media 
fica  cada  vez  mais  proxima  de  49  m/s.  A velocidade  instantanea  quando  t - 5 e definida 
como  o valor  Finite  dessas  velocidades  medias  em  penodos  de  tempo  cada  vez  menores. 
comeyando  em  t — 5.  Assim,  a velocidade  (instantanea)  apos  5 segundos  e 

v --  49  m/ s 

\oce  de\  e ter  visto  que  os  calculos  usados  na  solucao  desse  problema  sao  muito  seme- 
Ihantes  aqueles  usados  anteriormente  nesta  secao  para  encontrar  as  tangentes.  Na  reali- 
dade, ha  uma  estreita  relacao  entre  os  problemas  da  tangente  e do  calculo  de  velocidades. 
Se  tracarmos  o grafico  da  funcao  distancia  pereorrida  pela  bola  (como  na  Figura  5)  e consi- 
derarmos  os  pontos  P(a,4,9a2)  e Q(a  + hA9(a  + hf)  sobre  o grafico,  entao  a incli- 
n a?ao  da  reta  secante  PQ  e 


a 
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que  e igual  a velocidadc  media  no  intervalo  de  tempo  [a.  a + h].  Logo,  a velockk 
instante  t — a (o  limite  dessas  velocidades  medias  quando  h tende  a 0)  deve  sef  1‘ 
indinacao  da  reta  tangente  em  P (o  limite  das  inclinacoes  das  retas  secantes). 


s — 4.9r 


Indinacao  da  reia  secante 
velocidade  media 


s ~ 4.9/ : 


/ Indinacao  da  tangente 
p — velocidade  instantar 


FIG  UR  A 5 


0 1 / a a + /? 

f / 

(a) 


Os  Exemplos  1 e 3 .mostram  que  para  resolver  os  problemas  da  velocidade  e da  tangente 
devemos  ser  capazes  de  encontrar  os  limites.  Apos  estudarmos  os  metodos  para  o calculo 
de  limites  nas  proximas  quatro  segoes.  vamos  re  torn  ar  aos  problemas  de  encontrar  tan- 
gentes  e velocidades  na  Se^ao  2.7. 


Exercicios 


1.  Um  tanque  com  capacidade  para  1 .000  galoes  de  agua  e 

drenado  pela  base  em  meia  hora.  Os  valores  na  tabela  mostram 
o volume  Vde  agua  remanescente  no  tanque  (em  galoes)  apos 
t rainutos. 


t (mini  I 

5 j 10 

15 

20 

25 

30 

V'  (calces)  j 

694  j 444 

250 

111 

28 

o 

(a)  Se  P for  o ponto  (15,  250)  sobre  o grafico  de  V,  encontre 
as  inclinacoes  das  retas  secantes  PQ,  onde  Qco  ponto 
sobre  o grafico  correspondente  a t — 5, 10,  20,  25  e 30. 

(b)  Estime  a indinacao  da  reta  tangente  em  P pela  media  das 
inclinacoes  de  duas  retas  secantes. 

(c)  Use  o grafico  da  funcao  para  estimar  a indinacao  da  reta 
tangente  em  P.  (Essa  indinacao  representa  a taxa  segundo 
a qual  a agua  fiui  do  tanque  apos  15  minutos.) 

Um  monitor  e usado  para  medir  os  batimentos  cardiacos  de  um 
paciente  apos  uma  cirurgia.  Ele  fornece  um  niimero  de 
batimentos  cardiacos  apos  / minutos.  Quando  os  dados  na 
tabela  sao  colocados  em  um  grafico.  a indinacao  da  reta 
tangente  representa  a taxa  de  batimentos  cardiacos  por  minuto. 


530  I 2.661  ! 2.806  j 2.948  i 3.080 


Batimentos 

cardiacos 


O monitor  estima  esse  valor  calculando  a indinacao  de  uma 
reta  secante.  Use  os  dados  para  estimar  a taxa  de  batimentos 


cardiacos  apos  42  minutos  utilizando  a reta  secante  entre  os 
pontos  com  os  valores  de  t dados. 

(a)  t = 36  e t = 42  (b)  t = 38  e t = 42 

(c)  t — 40  e r — 42  (d)  t = 42  e t - 44 

Quais  sao  suas  conclusoes? 

3.  O ponto  F(1 . |)  pertence  a curva  v = x/(1  + a). 

(a)  SeQeo  ponto  (x  pcf  ( 1 + a)),  use  a calculadora  para 
determinar  o eoeficiente  da  reta  secante  PO,  com 
precisao  de  seis  casas  decimals,  para  os  seguintes 
valores  de  x: 

(i)  0,5  (ii)  0.9  (iii)  0,99  (iv)  0,999 
(v)  13  (vi)  U (vii)LOl  (viii)  1,001 

(b)  Usando  os  resultados  da  parte  (a),  estime  o valor  da 
indinacao  da  reta  tangente  a curva  no  ponto  P(\.\). 

(c)  Utilize  a indinacao  obtida  na  parte  (b)  para  achar  uma 
equacao  da  reta  tangente  a curva  em  P(  1 , i). 

4.  O ponto  P( 2.  In  2)  pertencente  a curva  y = In  x. 

(a)  Se  Q e o ponto  (a.  In  a),  use  sua  calculadora  para 
determinar  o eoeficiente  angular  da  reta  secante  PQ. 
com  precisao  de  seis  casas  decimals,  para  os  seguintes 
valores  de  a: 

0)  L5  (v)  2,5 

(ii)  1,9  (vi)  2,1 

(iii)  1,99  (vii)  2,01 

(iv)  1 ,999  (viii)  2,001 

(b)  Usando  os  resultados  da  parte  (a),  estime  o valor  da  incli- 
na^ao  da  reta  tangente  a curva  no  ponto  P( 2,  In  2). 
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(c)  Use  a inclinacao  obtida  na  parte  (b)  para  achar  uma 
equacao  da  re 5 a tangente  a curva  era  P( 2,  In  2). 

(d)  Faca  uma  figura  utibzando  duas  dessas  ret  as  secantes  e a 
reta  tangente. 

5.  lima  bola  e atirada  no  ar  com  uma  veloeidade  de  40  pes/s,  e 
sua  altura  em  pes  apos  f segundos  e dada  por  v — 40/  — 16/’. 

(a)  Encontre  a veloeidade  media  para  o penodo  de  tempo  que 
come^a  quando  / — 2 e dura  de 

(i)  0,5  s (ii)  0,1  s 

(iii)  0,05  s (tv)  0.01  s 

(b)  Encontre  a veloeidade  instantanea  quando  / = 2. 

5.  Uma  fleeha  e lancada  para  cima  corn  uma  veloeidade  de  58  m/s, 
e sua  altura  em  metros  apos  t segundos  e dada  por 
h ~ 58/  - 0,83r. 

(a)  Encontre  a veloeidade  media  durante  os  intervalos  de 
tempo  dados: 

(i)  [1,2]  (ii)  [I,  151  (iii)  [1,  1,1] 

(tv)  [K  1?0I]  (v)  [1,  3,0011 

(b)  Encontre  a veloeidade  instantanea  apos  1 segundo. 

7.  O deslocamento  (em  pes)  de  uma  certa  parttcula  movendo-se 
em  linha  reta  e dado  por  s = t '/ 6,  onde  ? e medido  em 
segundos. 

(a)  Encontre  a veloeidade  media  durante  os  perfodos  de 
tempo  a seguir: 

(i)  [1,3)  (ii)  {.1,2] 

(iii)  [1.1 ,5]  (iv)  [ 1,  1 ,1 } 


(b)  Encontre  a veloeidade  instantanea  quando  t ~ 1. 

(c)  Faca  um  grafico  de  s como  uma  funcao  de  / e trace  ret  as 
secantes  com  inciinacoes  iguais  as  velocklades  medias 
encontradas  na  parte  (a). 

(d)  Trace  a reta  tangente  cuja  inclinacao  e a veloeidade 
instantanea  da  parte  (b). 

8.  A posicao  de  um  carro  e dada  pelos  valores  mostrados  na 
tabela. 


(a)  Encontre  a veloeidade  media  para  o pertodo  de  tempo 
comegando  quando  t ~ 2 e durando 

(i)  3 s (ii)  2 s (iii)  1 s 

(b)  Use  o grafico  de  s como  uma  fungao  de  / para  estimar  a 
veloeidade  instantanea  quando  t = 2. 

9.  O ponto  jP(1 , 0)  esta  sobre  a curva  y ~ sen(10ir/^). 

(a)  Se  Q for  o ponto  (:r,  sen(  IQtt/x)),  encontre  a inclinacao  da 
reta  secante  PO  (correta  ate  a quarta  casa  decimal)  para 
x = 2, 1,5, 1,4, 1,3.  1,2,  KK 0,5, 0,6,0,7,0,8  6 0,9.  Ficaevi- 
dente  ou  nao  que  as  inclinacoes  tendem  a tun  limite? 

SB  (b)  Use  um  grafico  da  curva  para  expiicar  por  que  as 

inclinacoes  das  retas  secantes  da  parte  (a)  nao  estao 
proximas  da  inclinacao  da  reta  tangente  em  P. 

(c)  Escolhendo  as  retas  secantes  apropriadas,  estime  a 
inclinacao  da  reta  tangente  em  P. 


O-Ljjpite  de  uma  Fungao 


v * 

fix) 

* / v =.r:  - X + 2 

tende  a 

-4  — 4- 

4,0 

t /, 

\ 

/ | 

\ 

Sw"r  s 

1 1 

1 i 

_ 0 

► 2 *-  x 

Quando  x tende  a 2,0 


FIGURA  1 


Tendo  visto  na  segao  anterior  como  surgem  os  limites  quando  queremos  encontrar  as  tan- 
gentes  a uma  curva  ou  a uma  veloeidade  de  um  objeto,  vamos  voltar  nossa  atengao  para 
os  limites  em  geral  e para  os  metodos  de  computa-los. 

Vamos  investigar  o comportamento  da  funcao  /definida  por  fix)  = A - x + 2 para 
valores  de  x proximos  de  2.  A tabela  a seguir  fomeee  os  valores  de  f(x)  para  valores  de  x 
proximos  de  2,  mas  nao  iguais  a 2. 


ff  y ) 

•v 

Au 

in 

2,000000 

8-000000 

] .5 

2,750000 

2 -5 

5 J.5(  K K if) 

!.j: 

3.440000 

J.,2 

4,640000 

3-7  1 0000 

2 * i 

1 4 \ r\n()i  \ 

! .95 

..a  8 2 3 00 

2 .05 

4 .3  52500 

1 -99 

3.970100 

2.01 

4,030100 

i -VSO 

3.985025 

2.005 

4 .01 5025 

i.999 

3.997001 

2.00  S 

4,00300  i 

Da  tabela  e do  grafico  de  /(uma  parabola)  mostrado  na  Figura  1 vemos  que  quando  x 
estiver  proximo  de  2 (de  qualquer  lado  de  2 ),/(x)  esfara  proximo  de  4.  De  fato,  e evidente 
que  podemos  tornar  os  valores  de  / (x)  tao  proximos  de  4 quanto  quisermos  tomando  x 
suficientemente  proximo  de  2.  Expressamos  isso  dizendo  que  “o  limite  da  funcao 
fix)  — x2  ~~  x + 2 quando  x tende  a 2 e igual  a 4”. 
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A notacao  para  isso 


lim(x2  — x + 2)  --  4 


'Em  geral,  usamos  a seguinte  notacao. 


; 1 ! pgfmt-qSo  Escrevemos 

limf(x)  = L 

x -*  a 

e dizemos  “o  limite  de  fix),  quando  x tende  a a,  e iguai  a If 

se  pudermos  tomar  os  valores  de  fix)  arbitrariamente  proximos  qe  L (tao  proximos  de  L 
quanto  quisermos),  tornando  x suficientemente  proximo  de  a (por  ambos  os  lados  de  a) 
mas  nao  iguai  a a. 


Grosso  rnodo.  isso  signiiica  que  os  valores  de  fix)  beam  cada  vez  mais  proximos  do 
numero  L a medida  que  .t  tende  ao  nurnero  a (por  qualquer  lado  de  a ),  mas  x a.  Uma 
defmicao  mais  precisa  sera  dada  na  Secao  2.4. 

Uma  notagao  alternativa  para 

lim  f{x)  — L 


e fix)  -*■  L quando  x a 

que  deve  ser  lida  assim:  “fix)  tende  a L quando  x tende  a ci', 

Preste  atencao  na  frase  '‘mas  x ^ a”  na  defmicao  de  limite.  Isso  significa  que  ao  procu- 
rar  o limite  de  fix)  quando  x tende  a a nunca  consideramos  x — a.  Na  realidade,  /(a)  nao 
precisa  sequer  estar  defmida  quando  x ~ a.  A unica  coisa  que  importa  e como  / esta 
definida  proximo  de  a. 

A Figura  2 mostra  os  graficos  de  tres  funcoes.  Note  que,  na  parte  (c ),f{a)  nao  esta 
defmida  e,  na  parte  (b),  fid)  ¥=■  L.  Mas  em  cada  caso,  nao  importando  o que  acontece  em 
a.  lim,  -*(1f{x)  = L. 


y j 

y i 

v , 

L 

jf'" 

i 

i 

L 

,/f 

/ ! 

| 

1 

/ N\, 

/ 

{ 

\ 

\ 

\ 

\ 

x 

y""  v 

/ i 
/ ! 

\ * 

..1. ... 

; 

0 

a 

X 

0 

a x 

a 

X 

(a) 

(b) 

(c) 

FIGURA  2 

lim  fix)  — L nos  tres  casos  * - 1 

x^u  fXEMFLO  1 Encontre  o valor  de  lim  

x-i  ,f  ~ 1 

SOLUCAO  Observe  que  a funcao  fix)  — (x  - l)/(x2  - 1)  nao  esta  definida  quando  x = 1 . 
Mas  isso  nao  importa,  pois  a definigao  de  \imx_a  fix)  diz  que  devemos  considerar 
valores  de  x que  estao  proximos  de  a , mas  que  nao  sao  iguais  a a.  As  tabelas  dao  os 
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J 

1 .00  ] 

! .000 .! 

v a lores  defix)  (corretas  ate  a sexta  casa  decimal)  para  os  vaiores  de  x que  tendem  a 1 
(mas  hao  sao  iguajs  a 1).  Com  base  nesses  vaiores  podemos  determinar  que 


lim  — r~ 


0.5 


O Exemplo  1 esta  ilustrado  pelo  grafico  de/ na  Figura  3.  Vamos  agora  mudar  ligeira- 
mente/definindo  seu  valor  como  2 quando  .v  = 1 e chamando  a funqao  resultante  de  g: 


x - 1 

s 

e A'  + 1 
C A ---  1 

g(x)  - ■ 

X 2 - j 
2 s 

Essa  funeao  g tern  o mesmo 

limits  quando  x tende 

a 1 (ver  Figura  4), 

\ 

V 

\ 

\ 

\ 4- 

\ 

\ 

\ 

t 

0,5  - 
A 

y _ X — 1 



. 

¥ 

0,5  - 

& 

x.  >’  = ^(  v> 

0 

X 

0 

••»]•<?  A' 

FIGURA 

3 

FIGURA  4 

flPtQ  2 □ Encontre  lim 

/-*  o 


S0LUCA0  A tabela  fomece  uma  lista  de  vaiores  da  funqao  para  varios  vaiores  de  t proxi- 
mos  de  0. 


f 

vf ’ + 9 

±0.0005 

0,16800 

±0.0001 

0.20000 

±0.00005 

0,00000 

± 0 .0000 ! 

0.00000 

A medida  que  t tende  a 0,  os  vaiores  da  funeao  dao  a impressao  de  que  eles  aproxi- 
mam-se  de  0,1 666666...  Assim.  depreendemos  que 


lim 

r-»0 


/t~  9 - 3 
t2 


l 

6 


O que  aconteceria  no  Exemplo  2 se  tivessemos  tornado  os  vaiores  ainda  menores  para 
??  A tabela  mostra  os  resultados  obtidos  em  uma  calculadora;  voce  pode  notar  que  algo 
estranho  esta  acontecendo. 
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Para  matores  esclarecimentos  do 
& porque  de  as  calcuiadoras  darem 
resoStados  eventualmente  talsos. 

: veja  a paging  na  web 

www.  s tewartcalculus.  com 


Clique  errs  Additional  Topics  e depois 
em  Lies  My  Calculator  and  Computer 
Told  Me.  Em  particular,  veja  a secao 
chamada  The  Perils  of  Subtraction. 


Sc  voce  ten  tar  fazer  esses  calculos  em  sua  calculadora,  podera  obter  os  valores 
diferentes,  mas  final  mente  vai  obter  o valor  0 se  fiver  t suficientemente  pequeno.  Isso 
sign  die  a que  a resposta  e realmentc  ()  e nao  ^ ? Nao,  o valor  do  limite  e , conformc  veremos 
na  proxima  secao.  O problema  e que  ;*  rakukdora  da  valores  pois  y'/2  + 9 e niuito 
proximo  de  a quando  t e pequeno.  (Na  realidade,  quando  / e suficientemente  pequeno.  uni 
valor  obtido  na  calculadora  para  s/t1  + 9 e 3,000  . . . com  tantas  casas  decimals  exatas 
quanto  for  capaz  de  computar  a calculadora,) 

Algo  niuito  parecido  acontece  quando  tentamos  fazer  o grafico  da  funyao 
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do  Exemplo  2 em  uma  calculadora  grail ca  ou  computador.  As  partes  (a)  e (b)  da  Figura  5 
mostram  graficos  hem  precisos  de  /,  e,  quando  usamos  trace  mode  (se  dispomvel), 
podemos  facilmente  estimar  que  o limite  e cerca  de  J.  Porem.  se  denuos  um  zoom,  como 
nas  partes  (c)  e (d),  obteremos  graficos  imprecisos.  novamente  em  virtude  de  problemas 
com  a subtracao. 


(a)  [ 5.  5]  per  [-0,  1 . 0.3] 
FIGURA  5 


0,2 

0,2  i 

| 

0,1 

0,1 

11 

i 

If 

(b)  [-0,1 , 0,1]  por  ( -0,1, 0,3] 


(c)  [-10"%  10  ']  por  [-0,1 . 0,3] 


(d)  1-10%.  10”]  por  [-  0,1, 0,3] 


senx 

EXEIV1PLD  3 □ Encontre  lim  

JC 


S0LUCA0  Novamente  a funyao  f(x)  = (sen  x)/x  nao  esta  definida  quando  x — 0.  Usando 
uma  calculadora  (e  lembrando  que  se  x £ IR,  sen  x significa  o seno  de  um  angulo  cuja 
medida  e x radianos ),  constmfmos  a tabela  a seguir  para  os  valores  eorretos  ate  a oitava 
casa  decimal.  Da  tabela  e do  grafico  da  Figura  6 tentos  que 


lim 

,*-»o 


sen  a 


1 


Essa  conjectura  e de  fato  correta,  como  sera  provado  no  Capitulo  3 usando  argumentos 
geometrieos. 


sen  . < 

i i .o 

0,84147098 

-0.5 

0,95885 108 

y 

r()4 

0,97354586 

, sen  ,v 

1 y = ---- 

±02 

± o,  j 

0.99833417 

±0-05 

0.99958339 

±0,0  i 

0,99998333 

-I  0 

1 x 

.1 0.005 

0.99999583 

r 0-001 

0,99909983 

FIGURA  6 
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35.  -j  CALCliLO 


r:  CAS 

Os  sistemas  algebricos  computacionais 
(CAS  - Computer  Algebra  Systems) 
tern  comanbos  para  computar  os 
llmites.  A fim  de  evitar  faihas  como  as 
demonstradas  nos  Exemplos  2,  4 e 5, 
eies  nao  e neon  tram  os  I i mites  por 
experimentagao  rsumerica.  Em  vez 
disso,  usam  tecnicas  mats  sofisticadas, 
como  o calculo  por  series  infinitas.  Se 
voce  tiver  aces  so  sum  CAS,  use  o 


comando  de  timite  para  computar  os 
limites  nos  exemplos  desta  segao  e 
verificar  suas  respostas  aos  exercicios 
deste  capltuio. 


E X £ W P 1 0 4 : En  c outre  Hm  sen  ■— 

***o  x 

SOLUQAO  Mais  uina  vez  a funcao  /(  l/n)  ~ sen(7r/x)  nao  esta  clefinida  era  0.  Obtendo  a 
funcao  para  ajguns  vaJores  pequenos  de  x,  temos 

/(I ) - sen  7T  = 0 /(I)  = sen  2rr  = 0 

/(I)  ==  sen  37t  = 0 f(()  = sen  4 rr  — 0 

/(0,1 ) = sen  lOrr  = 0 / (0.01 ) = sen  IOOtt  = 0 

Da  mesma  forma  / (0,001)  — f (0.0001 ) — 0.  Com  base  nessa  informacao  poderiamos 
ser  tentados  a conjecturar  que 

lim  sen  — — 0 

,V“>0 


iSS  Dessa  vez,  no  entanto,  nossa  conjee tura  esta  errada.  Observe  que  embora /(!/«)  = sen  nrr  = 0 
para  todo  nurnero  inteiro  n,  e tanibem  verdadeiro  que  fix)  — 1 para  inlinitos  valores  de  x 
que  tendem  a 0.  [De  fato,  sen (tt/x)  = 1 quando 


7T  77 

x 


+ 2mr 


e,  resol vendo  para  xt  obternos  x = 2/(4 n + l).j  O grafico  de/e  dado  na  Figura  7, 


FIGURA7 


As  curvas  tracejadas  indicam  que  os  valores  de  senf^/v)  oscilam  entre  1 e - 1 
infinitas  vezes  quando  x tende  a 0 (veja  o Exercfcio  37).  Uma  vez  que  os  valores  de  fix) 
nao  tendem  a um  nurnero  fixo  quando  x tende  a 0, 

lim  sen  —nao  existe 

x ->  0 x 


EXEMPL0  5 Encontre  lim  [ x3  + — — ') 


10.000  j 

S0LUQA0  Como  antes,  construfmos  uma  tabela  de  valores.  Da  tabela  pareee  que 


/ , cos  5x 
lim  xJ  + 

x-*o\  10.000 


- 0 
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Mas  se  contin'uarmos  com  os  valores  ainda  menores  de  x,  a segunda  tabela  sugere  que 

/ , cos  5x  \ 1 

lim  A'  -f  — — - 0,000100= 

10.000/  1 0.000 

Mats  tarde  verernos  que  lim^0  cos  5a  = 1 „ e entao  segue  que  o limite  e 0.000 1 . 

88f  Os  Exemplos  4 e 5 ilustram  algumas  das  fas  has  na  conjectura  sobre  o valor  de  urn 

E faeil  concluir  pelo  valor  falso  se  usannos  os  valores  nao  apropriados  de  a,  mas  e difieil 
saber  quando  parar  de  calcuiar  esses  valores.  Assim.  eomo  rnostra  a discussao  apos  o 
Exemplo  2,  algumas  vezes  as  calculadoras  e eomputadores  dao  valores  falsos.  Nas  duas 
prdximas  segues.  porem.  vamos  desenvolver  metodos  infaliveis  no  calculo  de  limites. 


y i 

1* 

— 

— 

0 

FIGURA  8 


EXEMPLO  6 A fungao  de  Heaviside,  H.  e definida  por 

Hit)  — |°  SC'<0 
[\  set  ^ 0 

[Essa  funcao,  cujo  nome  homenageia  o engenheiro  eletrico  Oliver  Heaviside  (1850- 
1925),  pode  ser  usada  para  descrever  uma  correlate  eletriea  que  e estabeiecida  em  t = ().] 
Seu  grafico  esta  na  Figura  8. 

Quando  t tende  a 0 pela  esquerda,  H(t)  tende  a 0.  Quando  / tende  a 0 pela  direita,  Hit) 
tende  a 1 . Nao  ha  urn  numero  unico  para  o qual  H(t ) tende  quando  i tende  a 0.  Portanto, 
Hit)  nao  existe.  v 


' Limites  Laterals 

Vimos  no  Exemplo  6 que  H(t)  tende  a 0 quando  t tende  a 0 pela  esquerda,  e tende  a 1 
quando  t tende  a 0 pela  direita.  Indicamos  essa  situacao  simbolicamente  escrevendo 

lim  H(t)  - 0 e lim  //(/)  - 1 

t->  cr  (U 

O stmbolo  0 " indica  que  estamos  considerando  somente  valores  de  t menores  que  0. 
Da  mesma  forma,  “r-*0+”  indica  que  estamos  considerando  somente  valores  de  t maiores 
que  0. 


j [fj  Beftnioao  Escrevemos 

lim  /(a)  — L | 

X 11  \ 

e dizemos  que  o limite  esquerdo  de  f(x ) quando  x tende  a a |ou  o limite  da  fix) 

\ quando  x tende  a a pela  esquerda]  e igual  a L se  pudermos  tornar  os  valores  de 

| fix)  arbitrariarnente  proximos  de  L,  tomando-se  a suficientemente  proximo  de  a e 

j x menor  que  a. 


Observe  que  a Definigao  2 difere  da  Definigao  1 pelo  fato  de  exigirmos  que  x seja 
menor  que  a,  Analogamente,  se  for  exigido  que  x seja  maior  que  a,  obteremos  “o  limite 
direito  de  fix)  quando  x tende  a a eomo  igual  a L’\  e escrevemos 

lim  f(x)  — L 

x a* 


/ S3-  ,,  cieSV'-S 


wtm>  ?'■ 


Dessa  forma,  o sfmbolo  x —*  a'  indjca  que  estamos  considerando  somente 
definicoes  estao  ilustradas  na  Figura  9. 


fcssas 


fix) 


fix) 


FSGURA  9 


(a)  lim  fix)  - L 


(b)  lim  fix)  L 


Comparando  a Definigao  1 com  a de  limites  laterals,  vemos  ser  verdadeiro  o que  esta  a 
seguir. 


V 1 

4 

• 

3 - 

y ~ g(x) 

/ 

/ 

* 

t - 

—4 1 1 1 H 

12  3 4 5 


FIGURA  10 


— L se  e somente  se  lim  fix)  — L e lim  fix)  = L 


EXEMPLO  1 □ O grafico  de  urna  fun^ao  g esta  na  Figura  10.  Use-o  para  estabelecer 
(easo  existam)  os  seguintes  limites: 

(a)  lim  g(x)  (b)  g(x)  (c)  lim  gix) 

(<-!)  lim  gix)  (e)  lirn  gix)  (f)  lint  g(x) 

S0LUQA0  A partir  do  grafico  vemos  que  os  valores  de  gix)  tendem  a 3 a medida  que  os  de 
x tendem  a 2 pela  esquerda,  mas  se  aproximam  de  1 quando  x tende  a 2 pela  direita.  Logo 

(a)  lim  gix)  = 3 e (b)  lim+  g(x)  — 1 

(c)  lima  vez  que  sao  diferentes  os  limites  esquerdo  e direito,  eonelufmos  de  (3)  que  o 
lim;_2  9(x)  nao  existe. 

O grafico  mostra  tambern  que 

(d)  lim  gix)  — 2 e (e)  lim  gix)  = 2 

fi-  V 5+  ■ 

(1)  Agora  o limite  esquerdo  e o direito  sao  iguais;  assim,  de  (3)  segue-se  que 

lim  g(x)  — 2 

.x— >5  ' 

Apesar  desse  fato,  observe  que  g(5)  2. 


L..J  Limites  Infinites 

EXEMPLO  8 □ Enconfre  se  existir  o lirn 

x-X)  x“ 

S0LUQA0  A medida  que  x se  aproxima  de  0,  v2  tambem  se  aproxima  de  0,  e \/x2  fica 
muito  grande  (veja  a tabela  na  pagina  a seguir).  De  fato,  evidencia-se  do  grafico  da 
Figura  1 1 que  a funcao  fix)  = \/x2  pode  se  tomar  arbitrariamente  grande  ao  tomarmos 
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os  valores  de  x proximos  de  0.  Assim.  os  valores  de  /(x)  nao  tender  a um  numero.  e nao 
existe  lim  ( 1/-V2 ) . 


V A 


Para  indicar  o comport amento  tie  uma  fun^ao  analogo  ao  da  fimcao  do  Exemplo  £ 
u samos  a notacao 

lim  — = ^ 

•r-»0  x" 

Isso  nao  significa  considerar  20  como  um  numero.  Tampouco  significa  que  o limite  exists 
E simpiesmente  uma  maneira  de  expressar  uma  forma  particular  da  nao-existencia  do  li- 
mite: 1/x3  pode  assumir  valores  tao  grandes  quanto  quisermos,  bastando  para  isso  eseo- 
lhermos  os  valores  de  .v  adequadamente  proximos  de  0. 

Em  geral,  simbolicamente.  escrevemos 


Jim  /(x)  = oc 

X**tl 

para  indicar  que  os  valores  de  f(x)  tornam-se  cada  vez  maiores  (ou  “crescem  sem  li- 
mites”),  quando  x torna-se  maior,  quanto  mais  proximos  estivermos  de  a [ou  que  os  valo- 
res de/(x)  “crescent  sem  limita^ao”]. 


1 4 1 Definicgo  Seja  / uma  fun^ao  definida  em  ambos  os  lados  de  a , exceto  pos- 
sivelmente  em  a.  Entao 

liin/fx)  = •* 

significa  que  podemos  fazer  os  valores  de  fix ) ficarem  arbitrariamente  grandes 
(tao  grandes  quanto  quisermos)  tomando  x suficientemente  proximo  de  a,  mas  nao 
igual  a a. 

Outra  notacao  para  lim*-**  fix)  — =•-  e 


y i 

j \ y »/(x) 

/ ' X 

/ \ 

\ 

\ 

/ 

\ ; 

i 

/ 

\ 

x - a 

FIGURA  12 
lim/Cv)  x 

j~*a 


fix ) -*  oo  quando  x a 

Novamente  o simbolo  oo  nao  e um  numero,  mas  a expressao  lim  fix)  — oo  normal 
mente  e lida  como 

“o  limite  de/(.t),  quando  x tende  a a,  e infinite” 
ou  "fix)  torna-se  infinita  quando  x tende  a a" 

ou  ainda  ‘/(x)  eresce  sem  limitacao  quando  x tende  a a” 

Essa  defiuicao  esta  ilustrada  na  Figura  12. 


Vf 

I 


x — a 

a 

0 

/X,. 

l;m  tipo  analogo  de  hmite,  que  ocorre  quando  a funcao  toroa-se  grande  em  valor  abso 
Into,  porem  e negative  quando  x se  aproxima  de  a,  cujo  signifieado  esta  na  Defimgao  5 < 
ilustrado  na  Fisura  13. 


>’  = /(*) 


FIGURA  13 
lirn  fix)  — 


- Seja  f uma  funcao  definida  em  ambos  os  lados  de  «,  exeeto  possivt 

mente  em  a.  Entao 

lim  fix)  — — oo 

;r-»« 

significa  que  os  valores  de  fix)  podem  ser  arbitrariamente  grandes,  porem  nega- 
tivos,  escolhendo-se  os  valores  de  x proximos  de  a,  mas  diferentes  do  proprio  a. 


()  simbolo  lim,T_>„  fix)  = — oo  pode  ser  lido  das  seguintes  formas:  "o  limite  de  fix)  e 
me  nos  infinito  quando  x tende  a a ",  ou  'fix)  decresce  sem  I i mitagao  quando  x se 
aproxima  de  d\  Por  exemplo,  temos 


iim 

v-*0  V .T 


Definicoes  similares  podem  ser  dadas  no  caso  de  limites  laterals 
iim  fix)  — oc  iim  fix)  — oo 

lim  fix)  — — c » Iim  f{x)  = — oo 

lembrando-se  de  que  “x  a ''  significa  considerar  somente  os  valores  de  x menores  que  a, 
ao  passo  que  "x  —>a*  significa  considerar  somente  valores  de  x > a (veja  as  ilustraqdes  para 
os  quatro  easos  na  Figura  14). 


y > 

I 

l 

1 

i 

/ 

y i 

1 

| 

y j 

x : 

V 

/ 

/ 

/ 

/ \0 

a .x 

0 

a \ x 

~’X 

0 

\ . a x 

\ 

0 

“^3/ 1 

(a)  limyfiv)  = * 
FIGURA  14 

(b)  Iim  jlx)  = » 

(c)  lim  fx)  ~ 

(d)  lim  /Ev)  =■  -oc- 

Li.)  Definigao  A reta  .t  = ae  chamada  assmtota  vertical  da  curva  y — fix)  se 
pelo  menos  uma  das  seguintes  condi goes  estiver  satisfeita: 

hm f(x)  = oo  lim  f(x)  = oc  lim  f(x)  — oo 

x->cX 

lim f(x)  = -oo  fim  fix)  = -oc  Jim  fix)  - -oo 

Jt'*°  x-*a  x-*a+ 


Por  exemplo,  o eixo  y e uma  assmtota  vertical  da  curva  y ~ 1/x2,  pois  lim^ofl/.r2)  — oo. 
Na  Figura  14  a reta  x — a e uma  assmtota  vertical  em  cada  urn  dos  quatro  casos 
considerados.  Em  geral  o conhecimento  de  assfntotas  verticals  e muito  util  no  esboco  de 
graficos. 


FIGURA  16 
V = tg  X 


FIGURA  1? 

O eixo  v e uma  assfntota  vertical  da  funcao 
logaritmo  natural . 
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2x  2x 

k/itMPl l:  j Encontre  lim — e iim . 

x^+  x 3 -r-*?-  x — 3 

S01UCA0  Se  x esta  proximo  a 3 mas  e maior  que  3,  entao  o denominador  x -3  e um 
numero  positivo  pequeno  e 2x  esta  proximo  a 6.  Portanto,  o quociente  2x/(x  - 3}  e um 
mimero  positivo  grande.  Entao.  intuitivamente.  vemos  que 

2x 

lim  — — = oc 
*-*3+  x — 3 

Analogamente,  se  x esta  proximo  a 3 mas  e menor  que  3.  entao  x - 3 e urn  numero  nega- 
tivo  pequeno,  mas  2x  ainda  e um  numero  positivo  (proximo  a 6).  Portanto,  2 xl(x  - 3)  e 
um  numero  negativo  numericamente  grande.  Entao 


lim 


DO 


O gralico  da  curva  y = 2 x/(x  - 3)  esta  dado  na  Figura  15.  A reta  x = 3 e uma  assfntota 
vertical. 

EXEMPLO  19  □ Encontre  as  assfntotas  verticals  de  f(x)  ~ tg  x. 

SOLUQAO  Como 

senx 

^ COS  X 

existem  assfntotas  verticais  potenciais  em  que  cos  x — 0.  De  fato.  como  cos  x -*0+  quandc 
x~Myix!2)~  e cos  x-^O-  quando  x->(ir/2)+,  considerando  que  sen  x e positivo  quando  x esta 
proximo  de  tt/2.  temos 

lim  tg  x = oo  e lim  tg  x — -oc 

Isso  mostra  que  a reta  x = tt/2  e uma  assfntota  vertical.  Por  raciocfnio  analogo  mostra 
que  as  retas  x = (2 n + onde  n e um  inteiro.  sao  todas  assfntotas  verticais  de 

fix)  — tg  x.  O grafico  da  Figura  16  confirma  isso. 

Outro  exemplo  de  uma  funcao  cujo  grafico  tem  uma  assfntota  vertical  e a funcao  loga- 
ritmo natural  y ~ Inx.  Da  Figura  17  vemos  que 

I lim  Inx  = — oo  j 


e assim  a reta  x — 0 (o  eixo  v)  e uma  assfntota  vertical.  Na  realidade,  isso  e valido  pars 
y = logsX  desde  que  a > 1 . (Veja  as  Figuras  1 1 e .12  na  Se^'ao  1 .6.) 


Exercicios 


1.  Explique  com  suas  palavras  o significado  da  equacao 


2,  Explique  o que  significa  para  voce  dizer  que 


J.im/(x)  ~ 5 

E possfvel,  diante  da  equacao  anterior,  que  /( 2)  - 3?  Explique. 


lim  fix)  ~ 3 e lim  fix)  — 7 


Nessa  skuacao  e possfvel  que  !im.^ , /(x)  exista?  Explique. 


ISiAtClltS' • ' Editors  TI?offistfn:V  ;: 

-■:■■■•  . ■ 

^’•"V  ^ v ...... 

Z'i',  '-;:?:  • • - . . 

3,  Explique  o significado  de  cada  uma  das  nota90.es  a seguir. 

(a)  lim  fix)  — (b)  lim  f{x)  — ~ oc 

4.  Para  a luncao/ cujo  grafico  e dado,  determine  0 valor  da  quan- 
tidade  indicada.  se  da  existir.  Se  nao  existir.  explique  por  que. 


fa)  lim  f(x) 

' ' ,v-*cr 

(c)  liny/flx) 
(e)  ./  (3) 


(b)  lim  fix) 
(d)  lim  fix) 


• y 

; : 

X 

: 7 "i 

1... 

k^-  * 

: ; *sr: ; 

\ 

0-2  ; 4 : Uj 

5.  Use  o grafico  dado  da  funcao/para  determinar  o valor  de  cada 
quantidade,  se  ela  existir.  Se  nao  existir,  explique  por  que. 

(a)  lim  / (x)  (b)  lim  fix) 

(c)  lim/(x)  (d>  lim /(.r) 

(e)  / (5) 


6.  Para  a funcao  g cujo  grafico  e dado,  determine  o valor  de  cada 
quantidade,  se  ela  existir.  Se  nao  existir,  explique  por  que. 


y 

• 0 

t : j t i m m 

::M 

| 

■ — r — 1 i - y - 1 

Ijli  / 1 / : 

> : v 1 i : J.H  iL  V 

! 

y 



-3  -2 

-1  0 

i 2 

3 

4 

: f ft ! 

' / - 

-1 

; i 

f 1 4 1 

(a)  lim  g(x) 

x 2'" 

(b) 

lim  g(x) 

(c) 

lim  g(x) 

(d)  g{~ 2) 

(e) 

lim  g{x) 

(0 

lim  g(x) 

x-+2* 

(j>  inn  g(x)  (k)  g(0)  (])  lim  a(.v) 

?.  Para  a luncao  g cujo  grafico  e dado,  determine  o valor  da  cada 
quantidade.  se  ela  existir.  Se  nao  existir.  explique  por  que. 


(a) 

lint git) 

(b)  lim  gin 
/-*0+ 

(c)  lim  git) 

(-■>  0 

(d) 

Jim  git) 

(e)  lim  g(t) 

(f)  lim  git) 

(g) 

g(  2) 

(h)  lim  gin 

8.  Para  a funcao  R cujo  grafico  e mostrado  a seguir.  determine, 
(a)  lim  R(x)  (b)  lim  Rix) 

•*-*2  x-t-S 

(c)  lim ijR(x)  (d)  lim  R(x) 

(e)  As  equates  das  assmtotas  verticals. 


9.  Para  a funcao  / cujo  grafico  e mostrado  a seguir,  determine, 
(a)  lim  f(x)  (h)  lim  fix)  (c)  lim  fix) 

I-*-1 

(d)  Inn  f(x)  fe)  lim  f(x) 

.i 

(1)  As  equacoes  das  assmtotas  verticals. 


19.  Urn  paciente  recebe  uma  injecao  de  150  mg  cie  uma  droga  a 
cada  4 boras.  O grafico  mostra  a quant  idade /(f)  da  droga  na 
correnie  sangiiinea  apos  t horas.  (Posterionnente  seremos 
capazes  do  computar  a dosagem  e intervaios  do  tempo  quo 
garantam  quo  a concentracao  da  droga  nao  atinja  niveis 
peri  gosos . ) Encon  t re 

lint  /'(/)  e iim  fit) 

i -»I2  “ .v  — 1 2+ 

e explique  o signiftcado  desses  limites  laterals. 


/(f)  1 

\ 

j 

300 

\ \ 

\ \ 

150 

\ \ 

0 

4 8 12  16  1 

||  11.  Use  o grafico  da  fungao  fix)  — 1/(1  + ehx)  para  estabelecer  o 
valor  de  cada  limite,  se  ext  stir.  Se  nao  existir.  explique  por  que. 
(a)  lim  fix)  lb)  lim  fix ) (c)  lim fix) 

■ A -*0  " .T-*0+ 


12.  Esboce  o grafico  da  fungao  a segnir  e use-o  para  determ inar  os 
valores  de  a para  os  quais  limr_(,/(.r)  existe: 

{2  — x se  -V  < 1— 

x se  — 1 x < 1 

(x  — l)2  se  .r  s?  1 

13-14  r Esboce  o grafico  de  um  exemplo  de  uma  fungao / que  sa- 
tis fag  a todas  as  condicoes  dadas. 

13.  Iim  f(x)  — 4.  lim  fix)  = 2,  lim  fix)  = 2, 

..v  ->•  3+  x -*■  3"  **  “2 

/( 3)  - 3,  /(— 2)  = 1 

14.  lim  fix)  = 1 , lim  fix)  — - 1,  lim  fix)  — 0 

A--»0+  ,X~>2+ 

lim  fix)  1,  /( 2)  “ 1,  /(0)  nao  esta  definida 


15-18  Eslime  o valor  do  limite  (se  ele  existir)  por  meio  dos 
valores  da  fungao  nos  numeros  dados  (com  precisao  de  sets  casas  deci- 
mals). 

x2  - 2.x 

15.  lim  -r — , x = 2,5,  2,1 , 2,05,  2,0 i , 2,005,  2,001 . 

1,9.  i .95,  1.99.  1.995,  1.999 


. x'  - 2x 

16.  Iim  — — x = 0, -0,5 -0,9, -0,95, -0.99, 
- 0 ,999 , -2,  -1,5,  -1 ,1,-1, 01,  -1  ,(K) ! 
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17-  jim  - x - J . ±0.5,  ±0.1.  ±0.05,  ±0.01 

18.  Iim  x In  ( x + ;r  },  x l . 0.5. 0.1 . 0.05 . 0.01 . 0.005 . 0.001 


•22  2 Use  uma  tabela  de  valores  para  estimar  o valor  do  finite. 
Se  voce  fiver  algum  mecanismo  que  faca  graficos,  use-o  para 
confirmar  seu  resultado. 


VAt 

hm  


fx  + 4 - 2 


te  3x 
20.  lim  -5--- 
•'■•'°  tg  Ox 


21.  fim 

.!-!  A"J 


22.  lirn 


23.  lim 


25-  fim 


Determine  os  limites  infmitos. 
6 


27.  lim  — xz — — 

.x-*-2+  x‘fx  + 2) 


29.  lim  secx 

xM-tr/2r 


Determine  iim 


24.  lim  “ 

x-*S-  X 


X - 1 

26.  hm v; rr 

.v-*o  x xx  + 2} 


28.  lim  cossec  x 

.X  77"' 

30.  lirn  ln(x  — 5) 


— e lim  — 

1 .v-»t+  X' 


(a)  estimando  f(x)  ~ l/(x  ’ — 1)  para  os  valores  de  ,x  que 
tendem  a 1 pela  esquerda  e direita, 

(b)  raciocinando  como  no  Exemplo  9,  e 

(c)  a partir  do  grafico  de/. 

32.  (a)  Encontre  as  assintotas  verticals  da  fungao 

x 

x 2 — x - 2 

(b)  Confirme  sua  resposta  da  parte  (a)  fazendo  o grafico  da 
fungao . 

33.  (a)  Estime  o valor  do  limite  iim  (1  + x)!  l corn  cinco  casas 

decimais.  Esse  numero  ihe  parece  familiar? 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  fungao  v = { I + x)IA. 

34.  A inclinacao  da  reta  tangente  ao  grafico  da  fungao  exponential 
y — 2X  no  ponto  (0.  1)  e lirn.  ^o  (2Jf  — 1 )/x.  Estime  a 
inclinacao  ate  tres  casas  decimais. 


CAtSmO  Editors  TbeiRseo 


35.  •{ a)  Estime  a funtxio  / Or)  — x*  - (2V 1 .000)  para  x 1.0, 8.0 ,6 ,0.4, 

0,2, 0.1  e 0,05  e faca  urn  a conjectura  sabre  o valor  de 


U - VL ) 

V i ooo  / 


(b)  Estime  fix)  para  .v  = 0,04,  0,02, 0,0 1 , 0,005, 0.003  e 
0,001 . Faca  novamente  um a conjectura. 

(a)  Estime  h(x)  ~ (tg  x — x)/x-  para  x ~ 1 . 0,5, 0,1 , 0,05. 

0,01  e 0,005. 

X — X 

(b)  Conjecture  qua!  o valor  de  lim ; 

,i-a  .r' 

(c)  Estime  h(x)  para  os  valores  sucessivamente  menores 
de  x ate  finalmente  atingir  os  valores  0 para  k(x).  Voce 
ainda  e capaz  de  sugerir  que  o resultado  de  (b)  esta 
correto?  Explique  po.r  que  voce  acaba  obtendo  os 
valores  0.  (Na  Secao  4.4  veremos  um  metodo  para  calcular 
esse  limite.) 

(d)  Fa?a  o grafico  da  funqao  h na  janela  de  mspecao  f— 1,1] 
por  [0,  1].  De  entao  um  zoom  na  direcao  do  ponto 

onde  o grafico  corta  o eixo  v para  estimar  o limite  de  h(x) 
quando  x tende  a 0.  Continue  dando  zoom  ate  observar  dis- 
torcoes  no  grafico  de  h.  Compare  com  os  resultados  da 
parte  (c). 

Fa^a  o grafico  da  funcao  fix)  ~ sent  tt/x)  do  Exemplo  4 na 
janela  de  inspecao  [—  1 , 1 ] por  [—  1 , 1 ].  Entao  de  um  zoom  em 
direfao  a origem  por  v arias  vezes.  Comente  o comportamento 
dessa  funcao. 


Na  teoria  da  relatJvidade.  a rnassa  de  uma  particula  corn 
velocidade  v e 


em  que  mo  e a rnassa  da  particula  no  repouso  e c,  a velocidade 
da  luz.  O que  acontece  se  v ~->c? 

Use  um  grafico  para  estimar  as  equacoes  de  todas  as 
assintotas  verticais  da  curva 

V = tg(2  sen  jr)  — it  ,x  sS  rr 

Encontre,  entao,  as  equates  exatas  dessas  assintotas. 

(a)  Use  as  evidencias  numericas  e graficas  para  fazer  uma 
conjectura  sobre  o valor  do  limite 


(b)  A que  distancia  de  1 devera  estar  x para  garantir  que  a 
funcao  da  parte  (a)  esteja  a uma  distancia  de  05)  de  seu 
limite? 


Calculos  dos  Liinites  Usando  suas  Leis 


Na  Se^ao  2.2  empregamos  graficos  e caleuladoras  para  fazer  uma  conjectura  sobre  o valor 
de  limites,  mas  vimos  que  esses  metodos  nem  sempre  levam  a uma  resposta  correta.  Nesta 
secao  usaremos  as  seguintes  propriedades  dos  limites,  chamadas  Leis  do  Limite , para  cal- 
cula-los. 


ds  do  Limite  Seja  c uma  constante  e suponba  que  existam  os  limites 

lim  f(x)  e lim  g(x ) 


; 1.  lim  [j{x)  + g(*)]  = lim  f(x)  + lim  g{x) 

x-*:i  x a 

| 

I [/(•*)  ~ #(•*)]  = lim  fix)  — lira  g{x) 

| 

| 3.  lim  (c/(x)]  — c lim  fix) 

j 4-  1™  [fU)g(x)l  = lim  fix)  • lim  g(x) 

f 

I . fix)  lim/W 

| 5_  jjm  — JL_2 — gg.  }jm  Q 

j g(x)  lim  g(x)  ■ 
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Essas  cinco  leis  podem  ser  enuneiadas  da  seguinte  forma: 

1.  O limite  de  uma  soma  e a soma  dos  limites. 

2.  O limite  da  diferenca  e a diferenca  dos  limites. 

3.  O limite  de  uma  constante  vezes  uma  funcao  e a const  ante  vez.es  o limite  da 
fun^ao. 

4.  O limite  de  um  produto  e o produto  dos  limites. 

5.  O limite  de  um  quociente  e o quociente  dos  limites  (desd<i  que  o limite  do 
denominador  nao  seja  zero). 

E facil  acreditar  que  essas  propriedades  sao  verdadeiras.  Por  exemplo,  $e  fix)  estiver  pro- 
ximo de/.  e g(.x)  proximo  de  M,  e razoavel  concluir  que/O)  + g(X)  esta  proximo  de  L + M. 

Isso  nos  da  uma  base  intuitiva  para  acreditar  que  a Lei  n“  1 e verdadeira.  Na  Se^ao  2.4 

daremos  uma  defin^ao  precisa  de  limite  e a usaremos  para  provar  essa  lei.  As  provas  das 
leis  remanescentes  encontram-se  no  Apendiee  F, 

fcXEfVlPLG  1 c UvSe  as  Leis  do  Limite  e o grafieo  de  / eg  na  Figtira  1 para  calcular  os 
seguintes  limites,  se  eles  existirem. 

(a)  lim  [fix)  + 5g(x)]  (b)  lim  [f(x)g(x)]  (c)  lim 

g{x) 

S0LU£A0 

(a)  Dos  graficos  de/e  g vemos  que 

lim i/(.y)  — 1 e lim  q(x)  — — 1 

Portanto,  temos 

lim  [f(x)  + 5g{x)]  = lim  fix)  + Jim  [5^(a*)]  (pda  Lehr  1) 

= lim  f(x)  + 5 lim  g(x)  (pda  Lein-  3) 

= 1 + 5( — 1)  = -4 

(b)  Vemos  que  f(x)  = 2.  Mas  lim g(x)  nao  existe,  pois  os  limites  a esquerda  e 

a direita  sao  diferentes: 


lim  g(x)  — —2  lim  g(x)  — — 1 

Assim,  nao  podemos  usar  a Lei  na  4.  O limite  dado  nao  existe,  pois  o limite  esquerdo 
nao  e igual  ao  direito. 

(c)  Os  graficos  mostram  que 

lim  fix)  ~1,4  e lim  g(x)  — 0 

Como  o limite  do  denominador  e 0,  nao  podemos  usar  a Lei  n8  5.  O limite  dado  nao 
existe,  pois  o denominador  tende  a 0,  enquanto  o numerador  tende  a um  niimero 
diferente  de  0. 

Usamos  a Lei  do  Produto  repetidamente  com  g(x)  - f(x)  para  obter  a seguinte  lei. 


\ (-]0  P0tencia 


6.  lim  [/(*)]"  — lim  /(.i)]" 


onde  n e um  inteiro  positive 


Ac?  aplicar  essas  sels  leis.  vamos 


precisar  usar  dois  limites  especlais: 


7.  lim  c 


8.  tin?  x a 


hsses  limites  sao  obvios  do  ponto  de  vista  intuitivo  (fa^a  um  enuncjaclo  para  eles  e 
esboce  os  graficos  de  v c e y = a),  mas  as  provas  baseadas  na  defmi^ao  precisa  serao 
pedidas  nos  excret'd  os  da  Secao  2.4. 

Se  pusermos  agora /(x)  - x lias  Leis  na  6 e 8.  vamos  obter  outro  util  limite  especial. 


9.  lim  a”  — a !!  onde  n e um  intei.ro  positive 


Um  limite  similar  pode  ser  verificado  para  as  raizes  da  forma  a seguir.  (Para  as  raizes 
quadradas  a prova  esta  esbo^ada  no  Exercfcio  37  da  Segao  2.4.) 


10.  lim  4x  •---  {fa  onde  n e um  inteiro  positivo 
(Se  n for  par,  supomos  tjue  a > 0.) 


Corn  mais  genei alidade,  temos  a seguinte  lei,  cjue  e demonstrada  como  um  conse- 
qiiencia  da  Lei  n*  10  da  Secao  2.5. 


11.  lim  ‘4  f{x)  - 4 lim  fix')  onde  n e um  inteiro  positivo 
JSe  n for  par,  supomos  que  lim  fix')  > 0.J 


EXEWPLO  2 Calcule  os  limites  a seguir  justificando  cada  passagem. 
(a)  lim  (2x2  — 3a  + 4) 


(b)  lim 


x3  + 2xz  ~ 1 


5 - 3a 

SOLUgAO 

(a)  (2a i — 3.x  4-  4)  — lim  (2a2)  — lim  (3a)  + lim  4 

2 lim  x"  — 3 lim  a 4-  lim  4 


— 2(5")  3(5)  4-  4 

= 39 


I 


(b)  C omecamos  pela  Lei  ns  5,  mas  seu  uso  so  sera  completamente  justificado  na  passa- 
gem final,  quando  virmos  que  os  limites  do  numerador  e do  denominador  existem  e o do 
denominador  nao  e 0. 


................ 


'fP , , 

iiHI'.  Isaac  Newton  nasceu  no  ciia  de  Natal 

H'7  de  1642.  a no  da  morte  de  Galileu. 

Quando  entrou  para  a Universidade  de 
Cambridge,  em  1661.  Newton  nao 
sabta  rnuita  rnatematica,  mas  aprendeu 
rapidamente  iendo  Euciides  e 
Descartes  e assistindo  as  aulas  de 
Isaac  Barrow.  Cambridge  esteve 
fechada  por  causa  da  peste  em  1665  e 
1666,  quando  Newton  retornou  a sua 
casa  para  refietir  sobre  o que  havia 
aprendido.  Esses  dois  anos  foram  de 
incrivei  produtividade.  Foi  nesse 
periodo  que  Newton  fez  quatro  dentre 
suas  maiores  descobertas:  (1)  sua 
representagao  de  funcoes  corno  somas 
de  series  infinitas,  inclusive  o teorema 
binomial;  (2)  seu  trabalho  sobre  o calculo 
integral  e diferencial;  (3)  suas  lets  do 
movimento  e da  gravitagao  universal  e 
(4)  seus  experimentos  com  prismas 
sobre  a natureza  da  luz  e da  cor. 
Receando  controversias  e criticas, 
Newton  reiutou  quanto  a publicar  suas 
descobertas,  e nao  o fez  ate  1 687, 
quando,  pressionado  pelo  astronomo 
Halley,  publicou  os  Pnncipia 
Mathematics.  Nesse  trabalho.  o maior 
tratado  cientlfico  feito  ate  entao, 
Newton  tornou  publica  sua  versao  do 
calculo  e usou-a  para  pesquisar 
mecamca,  dinamica  dos  fluidos  e 
movimentos  das  ondas,  e para  explicar 
o movimento  dos  planetas  e cometas. 

Os  prindpios  do  calculo  sao 
encontrados  na  forma  de  achar  as 
areas  e os  volumes  por  eruditos  da 
Grecia  antiga,  como  Eudoxio  e 
Arquirrtedes.  Embora  os  aspectos  da 
ideia  de  limites  estejam  implicitos  em 
seu  Metodo  de  Exaustao,  Eudoxio  e 
Arquimedes  nunca  formula  ram 
explicitamente  o conceito  de  limite.  Da 
mesma  forma,  matematicos  como 
Cavaiierl,  Fermat  e Barrow,  precursors 
tmediatos  de  Newton  no 
desenvolvimento  do  calculo,  reaimente 
nao  usaram  os  limites.  Foi  Isaac 
Newton  o primeiro  a talar 
explicitamente  sobre  dies.  Eie  explicou 
que  a ideia  principal  por  tras  dos  limites 
e que  as  quantidades  “ficam  mais 
proximas  do  que  quaiquer  drferenca 
dada”.  Newton  estabeleceu  que  o 
limite  era  o conceito  basico  no  calculo, 
mas  foi  deixado  para  os  matematicos 
posteriores,  como  Cauchy,  tornar 
claras  suas  ideias  sobre  os  limites. 


isni  {.v ' + 2.V'  - 1 ) 

lirn  (5  — 3;v) 

!im  ,r3  + 2 In  f t v 2 - lim  I 
Inn  5 — 3 lim  x 

_ ( — 2)3  4-  2(  — 2)2  - 1 
5 - 3(  — 2) 

l 

ll 

NOTAoSe  tomarmos  fix)  — 2x2  - 3.v  + 4,  entao  /(5)  = 39.  Em  outras  paiavras, 
tenamos  obtido  a resposta  correta  no  Exemplo  2(a)  substituindo  5 em  x.  Analogamente, 
a substituieao  direta  forneee  a resposta  correta  na  pane  (b).  As  funcoes  no  Exemplo  2 
sao  polinomial  e racional.  respect  ivamente,  e o liso  similar  das  Leis  do  Limite  prova  que  a 
substi-tuigao  direta  sempre  e possfvel  para  essas  fungdes  {veja  os  Exercfcios  53  e 54). 
Enunciamos  esse  fato  a seguir. 


Propriedade  de  Suhstifusgao  Direta  Se /for  uma  funcao  polinomial  ou  racional  e a 
estiver  no  domtnio  de/.  entao 

lim  fix)  — fid) 


As  funcoes  com  essa  propriedade  de  substitute*  direta,  chamadas  de  conttnuas  em.  a, 
serao  estudadas  na  Secao  2.5.  Entretanto,  nem  todos  os  limites  podem  ser  calculados 
pela  substituieao  direta,  como  e mostrado  nos  exemplos  a seguir. 

x~  — 1 

EXEMPLOS  □ Encontre  lim 

* ■ ■■' 1 x ~ 1 

SOLUQAO  Seja  fix)  = (a2  — \)/{x  — 1 ).  Nao  podemos  encontrar  o limite  substituindo 
a — pois  /(  l ) nao  esta  definida.  Nem  podemos  aplicar  a Lei  do  Quociente  porque  o 
limite  do  denominador  e 0.  De  fato.  precisamos  fazer  inicialmente  algumas  operagoes 
algebricas.  Fatoramos  o numerador  como  uma  diferenga  de  quadrados: 

AT  “ 1 _ (A'  - l)(.t+  1) 

X — 1 X — 1 

O numerador  e o denominador  tern  urn  fator  comum,  x — 1 . Ao  tomarmos  o limite 
quando  x tende  a 1,  temos  x r 1 e.  assim,  x ~ 1 # 0.  Portanto,  podemos  cancelar  o 
fator  comum  e cornputar  o limite  como  se  segue; 

A2  - 1 (X  ~ 1 ) (x  + 1) 

Inn  ” Inn — 1-: 

,-..i  v - ] ,-i  a-  - 1 

= lim.  (a  + 1 ) 

-1+1-2 


O limite.  nesse  caso,  apareceu  na  Segao  2.1  quando  estavamos  tentando  encontrar  a 
tangente  a parabola  y — x 2 no  ponto  (1 . 1). 


H If  SMiCU  10  SsSitora  Thomson 


y ~ /U) 


/ y = f/(.;v) 


FIGURA  2 

Grafieos  das  funcoes/{do 
Exemplo  3)  e g(do  Exemplo  4). 


Wfffk  ti  No  exemplo  3 fbmos  capazes  de  calcular  o limite  substimindo  a funcao  dada  /Cv)  = 
(x2  - V)/(x  - 1)  por  outra  mats  simples,  gix)  ~ x + 1 , que  tern  o mesmo  limite,  Isso  e valido  porcjue 
f(x)  — gOc),  exceto  quando  x~  1 . e no  computo  de  urn  limite  quando  x tende  a 1 . nao  considera- 
mos  o que  acontece  quando  x e exatamente  igual  a 1 . Em  geral,  se  fix)  ~ g(x)  quando  x a a.  entao 

lim  /'(>•)  = lim g(x) 

EXEMPLO  4 cd  Encontre  ^ g(x)  onde 


gix)  = 


1 Se  X + j 


SQLUQAO  Aqui  g esta  definido  em  x ~ 1 e g(  1 ) ~ i t,  mas  o valor  do  limite  quando  x tende  a 1 
nao  depende  dos  valores  da  funqao  em  j . Urna  vez  que  g(x)  = x + 1 para  x ^ 1 temos 

lim  g(x)  = dm  (x  + 1)  = 2 * 

Observe  que  os  valores  das  funcoes  nos  Exemplos  3 e 4 sao  identicos,  exceto  quando 
x ~ 1 (veja  a Figura  2),  e assim  eles  tern  o mesmo  limite  quando  jc  tende  a 1 . 


EXEMPLO  5 ed  Calcule  J™ 
S0LUQA0  Se  definirmos 


(3  + h)1  - 9 


F(h)  - 


(3  + hf  - 9 


entao,  como  no  Exemplo  3,  nao  podemos  computar  lim.  ;,-»e  F(h)  fazendo  h — 0,  uma  vez 
que  f (0)  nao  esta  definida.  Mas,  se  simplilicarrnos  algebrieamente  Fiji),  encontraremos  que 

(9  + 6h  + h2)  - 9 6h  + h2 

Fih)  = : = = 6 + h 

h h 

(Lembre-se  de  que  consideramos  apenas  h ¥*  0 quando  fazemos  h tender  a 0.)  Assim 


(3  + h y- 


Jim  (6  + h)  = 6 


.0  6 Encontre  j1™ 


ft 2 + 9-3 


S0LUQA0  Nao  podemos  aplicar  a Lei  do  Quociente  de  imediato,  uma  vez  que  o limite 
do  denominador  e 0.  Aqui  as  operapoes  algebricas  preliminares  consistem  em 
racionalizar  o numerador: 


9 2 + 9 


Jt2  + 9 + 3 


..  it2  + 9)  - 9 r t2 

— lim  r — lim  — --~7 „ r 

ti^t2  + 9 + 3)  /2(yr^T9  + 3) 


r v'>2  + 9 + 3 J j™  (t2  + 9)  + 3 3"+  3 6 

Esse  calculo  confirma  a conjectura  que  fizemos  no  Exemplo  2 da  Secao  2.2. 

Para  alguns  limites  e melhor  calcular  primeiro  os  limites  laterais  (a  esquerda  e a di- 
reita).  O seguinte  teorema  e uma  lembranca  do  que  descobrimos  na  Secao  2.2.  Dizemos 
que  o limite  bilateral  existe  se  e somente  se  os  limites  laterais  (a  esquerda  e a direita)  existirem 
e forem  iguais. 
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CAPfTULD 2 


I 


;G?ama  lim  fix)  -----  L se  e somente  se  lim  fix)  ~ L — lim  fix) 


Quando  coinputamos  os  limites  laterals,  usamos  o fato  de  qoe  as  Leis  do  Limite  sao  va- 
lidas  tambem  para  eles. 

EXEMPLO  1 □ Mostre  que  lim  jxj  — 0. 


c O resuitado  do  Exemplo  7 parece 
piausivel  na  Figura  3. 


S0LUQA0  Lembre-se  de  que 


Uma  vez  que  | jc  [ 5 x para  x > 0,  temos 


x se  x 2*  () 

— x se  x < () 


lim  jx|  = lim  x — () 


Para  x < 0,  temos  \x  j 5 - x,  e assim 


Portanto,  pelo  Teorema  1 . 


lim  |xj  ~ lim  ( — x)  — 0 

xr*  o+  (r 


lim  \x\  — 0 
1 1 


EXEf^PLO  8 □ Prove  que  Hm  - — - nao  existe 

x 


_ 111 


y a 


FIGURA  4 


SOLUgAO 


X X 

hm = lim  — = lim  1 — 1 

o’  x .v  -ir  x •* -•*<>* 


lim  J—  = lim  — = lim  (— 1)  — — 1 

■f-O'  X .t—0'  X .r-»  0- 


Uma  vez  que  os  limites  laterals  a esquerda  e a direita  sao  diferentes,  segue  do  Teorema  1 
que  lim  ,-o  | x \/x  nao  existe.  O grafico  da  funcao/U)  = | x \/x  e mostrado  na  Figura  4 e 
sustenta  o limite  que  eneontramos. 


n Esta  mostrado  no  Exempio  3 da 
Secao  2.4  que  lim  V-v  0. 


EXEMPLO  9 Q Se 


fix) 


■sfx  — 4 se  x > 4 
8 - 2x  se  x < 4 


determine  se  lim  fix)  existe. 

SOLUgAO  Uma  vez  que  fix)  = yx  — 4 para  x > 4,  temos 


lim  fix)  — lim  y/x  — 4 — y 4 — 4 — 0 


Uma  vez  que  fix)  = 8 - 2x  para  x < 4,  temos 

lira  fix)  = lim  (8  - 2jc)  - 8 - 2 * 4 = 0 
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FiGURA  5 

::  Outras  notacoes  para  J.xj]  sao  [jr]  e [x\ 

y * 

2 4 j = BUIl 


] 2 3 4 5 


Os  limites  laterals  (a  esquerda  e a direita)  sao  igua'is.  Dessa  forma,  o h mite  existe  e 

lira  fix)  = 0 

-*■  O grafico  de/esta  mostrado  na  Figura  5. 

EXEMPLQ  10  c A funcao  maior  inteiro  e defmida  por  |xj  = o maior  inteiro,  que  e 
menor  que  ou  igual  a x.  (Por  exemplo,  [4|  = 4,  j[4,8j  = 4,  f tt|  ---  3,  |j  /2  ||  1 . 

I— “il  ~ -I  J Mostre  que  lini.,  -1  1U1  nao  existe. 

SOLUQAO  O grafico  da  funcao  maior  inteiro  esta  mostrado  na  Figura  6.  Uma  vez  que 
f.vf  = 3 para  3 ' x < 4,  temos 

lim  |.rj  = lim  3 = 3 

Uma  vez  que  |.v|  ~ 2 para  2 =£  x < 3,  temos 

lim  W = lim  2-2 

Como  esses  limites  laterals  nao  sao  iguais,  lim., -3  flxj  nao  existe  pelo  Teorema  1 . 

Os  proximos  dois  teoremas  dao  duas  propriedades  adicionais  de  limites.  Suas  provas 
podem  ser  encontradas  no  A pend  ice  F. 


FIGURA  6 

Funcao  maior  inteiro 


2]  Teorema  Se  fix')  g(x)  quando  x esta  proximo  de  a (exceto  possivelmente 
em  a)  e os  limites  de/e  g existem  quando  x tende  a a,  entao 


lim  fix)  *£  lim  g(x. 


[3  j Teorema  do  Confronto  Se  fix)  € g(x)  h(x)  quando  a*  esta  proximo  de  a 
(exceto  possivelmente  em  a)  e 

lim  fix)  — lim  h(x)  — L 
entao  lim  g(x)  ---  L 


O Teorema  do  Confronto,  algumas  vezes  chamado  Teorema  do  Sanduiche  ou  Teorema 
da  Esprernedura,  esta  ilustrado  na  Figura  7.  Ele  dtz  que  se  cj(x)  ficar  espremido  entre  fix) 
e h(x)  nas  proximidades  de  a.  e s e/e  h tiverem  o mesmo  limite  L em  a,  entao  g sera 
tornado  a ter  o mesmo  limite  L em  a. 


FIGURA  7 
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JArsTULO  2 


EKEMFLQ  11  : Mostre  que  iim  xz  sen — = 0. 

0 ;r 

S0LUQA0  Note  primei.ro  que  nao  podemos  us  Jr 

1 

um  x~  sen  — — uni  x”  * Iim  sen  — 

■V--0  x i-0  *-*0  x 

porque  Iimv_0  sen(l/x)  nao  existe  (veja  o Exemplo  4 da  Seeao  2.2).  Porem,  como 

- 1 sen—  ss;  1 
x 


vamos  ter.  eon.for.me  esta  ilustrado  na  Figura  8, 


— x2  *5  ,t‘  sen—  «£  x2 
x 


FtGURA  8 


Sabemos  que 


iimx'  = 0 e 


lim(~..r)  = 0 

ar«*0 


Tomando-se  no  Teorema  de  Confronto  fix)  ~ ~x2,  g(x)  = x?  sen  (1  /x),  e h(x)  — x2 
obtem-s  e 


, 1 

Jim  -x"sen  — — 0 
.-e  x 


Exerdcios 


1.  Dado  que 

Jim  fix)  = -3  Iim  g(x)  — 0 Jim  h(x)  ~ 8 

encontre,  se  existir.  o limite.  Caso  nao  exista.  explique  por  que. 
(a)  Jim  [fix)  + hix)}  (b)  Jim  [/(x)]2 


(c)  lim  f h(x} 
fix) 


Ce)  lim 


h(x) 


, . r fix) 

(e.)  lim 

■*a  g[x) 


(d) 


(f) 


Ss?w 

lim 

j (x) 


2 

(h)  lim  — — 
> h(x) 


fix) 

- fix) 


(c)  lim  f f(x)g(x)] 

j™*0 

(e)  lim  x‘f(x) 


(f)  lim  y'3  -f  fix) 


3-9  c Calcule  os  limites  justificando  cada  passagem  pelas  Leis  do 
Limite  que  forem  usadas. 


v v j + 3x  — 

fazendo  o grafico  da  fungao  fix)  ~ .r/(N;  1 4-  3 a — 1 ). 

(b)  Faca  uma  tabeia  dos  valores  de  f(x)  para  x proximo  de  0 e 
conjecture  qual  sera  o valor  do  limite. 

(c)  Use  as  Lets  do  Limite  para  mostrar  que  sua  conjectura  esta 
correta. 


3. 

lim  (3a-4  a 2:c  - x + l) 

4. 

r 2.x‘  + 1 

*~>2  a‘a6a~4 

5. 

lim(x2  - 4)(x’  + 5.x  - 2) 

6. 

Hm(V2  + ])'(/  + 3 

7. 

r / 1a3a  V 
hm  

8. 

lim  4ux  a 3«  + 6 

x — v'3 


\ 1 a 4.x"1  + 3.x  / 

9.  lim  vl6 -- .x3 

x ■■■*  «4 ' 

10.  (a)  O que  ha  de  erraclo  com  a equa^ao  a segiiir? 

x 2 + x ~ 6 

= ,r  + 3 

x — 2 

(b)  Em  vista  de  (a),  explique  por  que  a equacao 
x2  + x — 6 


11  32.  (a)  Use  o grafico  de 

fix)  = 


para  estimar  o valor  de  lim*--;  fix)  com  duas  casas 
decimals. 

(b)  Utilize  uma  tabeia  de  valores  de  f(x)  para  estimar  o limite 
com  quatro  casas  decimais. 

(c)  Use  as  Leis  do  Limite  para  encontrar  o valor  exato  do 
limite. 


ms 


lim 

x — 2 

esta  correta. 

T-30  Calcule  o limite.  se  existir. 


lim  (x  + 3) 


11. 

lim 

X -♦  2 

A*  + A - 6 

12. 

A A 2 

13. 

lim 

x ->2 

a"  - a + 6 
A - 2 

14. 

15. 

lim 

t2  _ 9 

16. 

It  + ft  + 3 

17. 

lim 

0 

(4  a h )'  - 16 
h 

18. 

19. 

lim 

h-+Q 

(1  A hf  -1 

h 

20. 

21. 

Hm 

f-9 

9 -t 

22. 

3 ~4t 

.x*  + 5.x  + 4 
Lx2  + 3.x  - 4 
x-  - 4.x 
xr  - 3.v  - 4 
x2  - 4.x 
x~  - 3.x  - 4 

x?-l 
,x:  -1 

(2  + A)3 -8 

h 

Vl  + h - 1 


Ji  33.  Use  o Teorema  do  Confronto  para  mostrar  que 

lim  .i—o  c cos  IOttx  — 0.  Ilustre  fazendo  os  graficos  na  mesma 
tela  das  fungoes/U)  = -x\  g(x)  = x2  cos  2 7ix  e hix)  — x1. 

34.  Empregue  o Teorema  do  Confronto  para  mostrar  que 

lim  v ;x 3 + x2sen  ~ 0 
x 

Ilustre  fazendo  na  mesma  tela  os  graficos  de  /.  g e h (como  no 
Teorema  do  Confronto). 

35.  Se  1 f(x)  x 2+  2x  + 2 para  todo.x,  encontre  lim  ?~>-i  f(x). 

36.  Se  3.x  <£  /(a)  -s  a'  + 2 para  0 « 2.  encontre  lim*.,]  fix). 


37.  Prove  que  lim  ,x4  cos  — = 0. 

J-O  X 


38.  Prove  que  lim  y'x  e- 


0. 


39-44  Encontre.  quando  existir,  o limite.  Caso  nao  exista, 
explique  por  que. 


39.  lim  Lx  + 4 


Lx  2 
41.  lim  - — — •— 
.v-2  x -•  2 


40. 

lim 

jx  + 4 j 

A + 4 

42. 

lim 

2a2  - 3x 

I 2a  - 3 ! 

I 
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3,  lire  { — ~ t--t-  ) 

" V x jx  ! / 


44.  lira  | 


45,  A funcao  Final,  denotada  por  sgn.  esta  definida  por 

- i se  x < 0 
sgn  x = • ()  se  x ~ 0 

1 se  x > 0 

V 

(a)  Esboce  o grafico  dessa  funcao. 

(b)  Encontre  on  explique  por  que  nao  existe  cada  um  dos 
limites  que  se  seguejn. 

(i)  lim  sen  x (ii)  lim  sgn  x 


fiii)  lim  sgn  x 


46.  Sep 


Civ)  lim  I sgn  x \ 

X-*0 


se  x > 2 


(a)  Encontre  lim  fix)  e lim  fix). 

(b)  Existe  lim,  ..,2  /(x)? 

(c)  Esboce  o grafico  de  /. 

x2  — 1 

47.  Seja  Fix)  = — — -■■■■- . 

(a)  Encontre 

(i)  lira  Fix)  (ii)  lim  Fix) 

(b)  Existe  lim,.-!  F{x)l 

(c)  Esboce  o grafico  de  F. 

48.  Seja 

x se  x < 0 
h(x)  = * x2  se  0 < x ^ 2 
8 - x se  x > 2 

(a)  Calcule,  se  existirem,  os  limites. 

ii)  lim  h(x)  (ii)  lim  h(x)  (Iii)  lim  h(x) 

S-*iP  ' — 11  ' ' 1 

(iv)  lim  /?(x)  (v)  lim  /fix)  (vi)  lim  h(x) 

(b)  Esboce  o grafico  de  h. 

49.  (a)  Se  o simbolo  | [!  denota  a fungao  maior  inteiro  do 

Exemplo  10.  calcule 

(j)  lim  |x|j  (ii)  lim  JxJ  (iii)  lim  |xj 

jt-*-0+  ’ X~r--2A 

(b)  Se  n for  um  inteiro,  calcule 

(i)  lim  W (ii)  lim  M 

n"  x^n  • 

(c)  Para  quais  valores  de  a existe  lim, „ fxl? 

50.  Seja  fix)  =*  x - JxJ. 

(a)  Esboce  o grafico  de  /. 

(b)  Se  n for  um  inteiro,  calcule 

(i)  lim  f{x)  (ii)  lim  fix ) 


51.  Se/(x)  - JxJ  • 
e igual  a/(2). 


.y|.  most  re  que  lira,......-  fix)  existe.  mas  nao 


52.  Na  Ieoria  da  Relatividade.  a Formula  da  Contracao  de  Lore  no 

L = 

expressa  o comprimeiuo  L de  um  objeto  como  lima  funcao  de 
sua  vclocidade  v em  relagao  a urn  observador,  onde  Ln  e o 
comprimento  do  objeto  no  repouso  e c 6 a velocidade  da  luz. 
Encontre  lim  L e jnterprete  o resultado.  Por  que  e 
necessario  o limite  a esquerda? 

53.  Se  p for  um  polinomio,  mostre  que  lim,..,.,,  pix)  -■  pia ), 

54.  Se  r for  uma  funcao  racional.  use  o Exerdcio  53  para  mostrar 
que  lim  rix)  -■  ria)  para  toclo  numero  a no  dommio  de  r. 


fix)  = 


x2  se  x e racional 
0 se  x e irracional 


prove  que  lim  t...0/'(x)  = 0. 

56.  Mostre  por  meio  de  um  exemplo  que  lim,-0  [fix)  + gix)  | 
pode  existir  mesmo  que  nem  fix)  nem  lim,_a  gix) 


57.  Mostre  por  meio  de  um  exemplo  que  fim,..»„  | /(x)f/(x)]  pode 
existir  mesmo  que  nem  lim  fix)  nem  lim  v_ffl  gix)  existam. 


58.  Calcule  lim 


v/6  — x — 2 


•'•-2  v3  X ! 

59.  Existe  um  numero  a tal  que 

j.  3x?  + ax  + a + 3 
x2  -r  X — 2 

exista?  Caso  afirmativo,  encontre  aeo  valor  do  limite. 

60.  A figura  mostra  um  ctrculo  fixo  C,  com  equaeao  (x  - 1 f + v 2 = 
e um  drculo  C2,  a ser  encolhido,  com  raio  r e cent.ro  na 
origem.  Peo  ponto  (0,  r),  Q e o ponto  de  intcrsegao  superior 
dos  dois  cfreulos,  t R to  ponto  de  interse^ao  da  reta  PQ  com 
eixo  x.  O que  acontecera  com  R quando  C?  encolher,  isto  e. 
quando  r— >0+? 


/ /c, 


(c)  Para  quais  valores  de  a existe  \\vax^n  fix )? 
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sra  nrsmssn 


E tradiciona!  usar-se  a ietra  gregs  5 
{delta)  nessa  situagao. 


A Definicao  Precisa  de  Li  mite 


A definicao  intuitiva  de  limite  dada  na  Secao  2.2  e inadequada  para  alguns  propds.it os.  pots 
as  frases  como  “a  esta  proximo  de  2”  e "fix)  aproxima-se  cada  vez  majs  de  L"  sao  vagas. 
Para  sermos  capazes  de  provar  conclusivamente  que 


imi  a 


cos  o.x 
10.000 


0.0001 


on 


sen  x 

lim 

x 


1 


devemos  dar  a definicao  precisa  de  limite. 

Para  motivar  a definicao  precisa  de  limite.  varrtos  considerar  a funcao 


m 


2.x  — 1 se  v # 3 
6 se  x — 3 

Isso  e intuitivamente  claro  quando  x esta  proximo  de  3,  mas  x 4-  3,  entao fix)  esta  proxi- 
mo de  5,  e sendo  assim,  lim  ...3/(x)  = 5. 

Para  obter  informacoes  mais  detalhadas  sobre  como  fix)  varia  quando  x esta  proximo 
de  3,  fazemos  a seguinte  pergunta: 

Quao  proximo  de  3 devera  estar  x para  que  f(x)  difira  de  5 por  me  nos  que  0,1? 

A distancia  de  x a 3 e ) x — 3 j,  e a distancia  de  fix)  a 5 e j f(x)  - 5 j,  logo,  nosso 
problema  e achar  um  numero  S tal  que 


fix)  - 5 1 < 0,1 


se 


a*  — 3 1 < 8 mas  a 4=  3 


Se  | x 3 j > 0.  entao  x 4 3,  portanto,  uma  formulacao  equivalente  de  nosso  problema 
e achar  um  numero  8 tal  que 

| fix)  - 5|<  0,1  se  0 < | x - 3 | < 5 

Note  que  se  0 < j x — 3 | < (0J)/2  — 0,05,  entao 

I fix)  - 5 j - j (2a  - 1 ) - 5 | - | 2a  - 6 | = 2 [ a 3 | < 0,1 

isto  e,  i fix)  - 5 [ < 0,1  se  0 < I a - 3 1 < 0,05 


Assim,  uma  resposta  para  o problema  e dada  por  8 = 0,05;  isto  6 . se  x estiver  a uma  dis- 
tancia de  no  maximo  0,05  de  3,  entao  fix)  estara  a uma  distancia  de  no  maximo  0,1  de  5. 

Se  mudarmos  o numero  0,1  em  nosso  problema  para  o numero  menor  0,01,  entao 
usando  o mesmo  metodo  achamos  que  fix)  diferira  de  5 por  menos  que  0,01 , desde  que  x 
difira  de  3 por  menos  que  (0,01)/2  --  0,005: 

j f(x)  - 5 i < 0.01  se  0 < j a — 3 j < 0,005 

Analogamente, 

1 f(x)  - 5 | < 0,001  se  0 < | a - 3 j < 0,0005 

Os  numeros  0,1, 0.01  e 0,001,  anteriormente  considerados,  sao  cbamados  erros  de  tole - 
ranch  (ou  simplesmente  tolerancia)  que  podemos  admit ir.  Para  que  o numero  5 seja  pre- 
cisamente  o limite  de/(x),  quando  a tende  a 3,  devemos  nao  apenas  ser  capazes  de  tornar 
a diferenca  entref(x ) e o 5 menor  que  cada  um  desses  tres  numeros;  devemos  ser  capazes 
de  tornar  a diferenca  menor  que  qualquer  numero  positivo.  E,  por  analogia  ao  procedi- 
mento  adotado,  nos  podemos!  Se  chamarmos  s (a  letra  grega  epsilon)  a um  numero  posi- 
tivo arbitrario.  entao  encontramos,  como  anteriormente,  que 


fix) 

esta 

acini 


5 + £ 
5 

5 E 

/ 

0 

3 - 5 

+ & 


FSGURA  1 


quando  x esta  aquj 
ix  4=  3 ) 
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"T  ■ ‘ I fix)  - 5 ! < s se  0 < i r - 3 i < />  = 

' " ' 1 ' ! " 2 

Esta  e urna  maneira  precisa  de  dizer  que  fix)  esta  proximo  de  5 quando  x esta  proximo  de 
3.  pois  (1)  diz  que  podemos  fazer  os  valores  de  fix)  dentro  de  urna  distancia  arbitraria  e 
de  5 tomando  os  valores  de  x dentro  de  uma  distancia  e/2  de  3 (mas  x 3). 

Note  que  ( .1 ) pode  ser  reescrito  eomo 

5 — e < fix)  < 5 4-  e sempre  que  3 — 8 < x < 3 + 8 (x  # 3) 

e isso  esta  ilustrado  na  Figura  1 . Tomando  os  valores  de  x (4=  3)  para  dentro  do  interval© 
(3  - <5,  3 + 8 ),  podemos  obter  os  valores  de  fix)  dentro  do  intervalo  (5  — e,  5 + e). 
Usando  (1)  como  urn  modelo,  vamos  dar  uma  definicao  precisa  de  limite. 


ffl  Defjnigao  Seja /uma  funfao  definida  sobre  algum  interval©  aberto  que  eontern 
o numero  a,  exceto  possivelmente  no  proprio  a.  Entao  dizemos  que  o limite  de 
f(x)  quando  x tende  a a e L,  e escrevemos 

bin  f(x)  — L 

se  para  todo  numero  e > 0 ha  um  numero  correspondente  8 > 0 tal  que 
j/(x)  — L \ < e sempre  que  0 < \x  — a \ < 8 


Outra  maneira  de  escrever  a ultima  linha  dessa  defmieao  e 


se  0 < | x — a j < 8 entao  | f{x)  — L j < e 


Uma  vez  que  \x  ~~  « j e a distancia  de  x a a e | fix)  ■—  L j e a distancia  defix)  a L , e come 
e pode  ser  arbitrariamente  pequeno,  a definicao  de  um  limite  pode  ser  expressa  em 
palavras  da  seguinte  forma: 

lim /U)  — L significa  que  a distancia  entre  fix ) e L pode  ser  arbitrariamente  pequens 
tomando-se  a distancia  de  x a a sufkientemente  pequena  (mas  nao  0). 


Alternativamente, 


lim,..,-  fix)  = L significa  que  os  valores  de  fix)  podem  ser  tornados  tao  proximos  de  L quantc 
desejarmos  tomando-se  x suficientemente  proximo  de  a (mas  nao  igual  a a). 

Podemos  tambem  reformular  a Definicao  2 em  termos  de  intervalos  observando  que  £ 
desigualdade  |x  — a \ < 8 e equivalente  a ~8  < x — a < 8.  que  pode  ser  escrita  come 
a 8 < x < a + 8.  Tambem  0 < \x  - a j e valida  se  e somente  se  x — a -4  0.  isto  e 

x a.  Analogamente,  a desigualdade  i fix)  ~ L\  < e e equivalente  ao  par  de  desigual- 

dades  L — e < fix)  < L + e.  Portanto.  em  termos  de  intervalos,  a Definicao  2 pode  set 
enunciada  como  a seguir: 


lim,.,-  fix)  = L significa  que  para  todo  e > 0 (nao  importa  quao  pequeno  for  e)  podemos  acha: 
8 > 0 tal  que,  se  x estiver  no  intervalo  aberto  (n  — 5,  a + 5)  e x # a,  entao  f\x)  estara  no  inter 
valo  aberto  (L  — s.L  + e). 


Vamos  interpretar  geometric  amen  ie  essa  delmicao  re  presenter)  do 
grama  de  liechas,  como  na  Figura  2.  onde  / leva  uni  subconjunto  t 
junto  de  R. 


;m  outro  subcon- 


FiGURA  2 


/(«) 


fix) 


A definicao  de  iimite  afirma  que,  se  for  dado  qualquer  intervalo  pequeno  (L  — e,  L + e) 
em  torno  de  L.  entao  podemos  achar  urn  intervalo  (a  — <$,  a +•  3)  em  torno  de  a tal  tjue  f 
leva  todos  os  pontos  de  (a  — 5,  a 4-  5)  (exceto  possivelmente  em  a")  para  dentro  do  inter- 
valo (L  — k.  L + e).  (Veja  a Figura  3.) 


FIGURA3 


a 8 a o + 5 


X/(A) 

A L + e 


Outra  inteqareta^ao  geometrica  de  iimite  pode  ser  dada  em  termos  do  grafico  de  uma 
fungao.  Se  tor  dado  e > 0,  entao  tracamos  as  retas  horizontais  y L + sey  = L—  e e 
o grafico  de/ (veja  a Figura  4).  Se  lim fix)  = L,  entao  podemos  achar  urn  nurnero 
5 > 0 tai  que,  se  limitarmos  x ao  intervalo  (a  - 5 , a + 3)  e tomarmos  x t a,  a curva 
v = ./(a)  heard  entre  as  retas  v = L ~ e e y = L + e (veja  a Figura  5).  Voce  pode  ver  que 
se  <5  tiver  sido  eneontrado,  entao  qualquer  5 menor  tambem  funcionara. 

H importante  compreender  que  o processo  ilustrado  nas  Figuras  4 e 5 deve  funcionar 
para  todo  nurnero  positivo  e independentemente  de  quao  pequeno  ele  seja.  A Figura  6 
mostra  que  se  um  s menor  for  escolhido,  entao  sera  necessario  um  8 menor. 


FIGURA  4 


a - 8 « + 8 

qunndo  x esta  aqui 
(x  4 a) 

FIGURAS 


FIGURA  6 


EXEMPL0  1 □ Use  um  grafico  para  achar  um  nilmero  8 tal  que 
| ( V - 5x  + 6 ) — 2 j < 0,2  sempre  que 


x — 


Em  outras  palavras.encontre  um  nurnero  8 que  corresponda  a r = 0,2  na  defmicao  de  limi- 
te de  uma  fungao  fix)  = x3  - 5x  + 6 com  a ~ 1 e L — 2. 
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CAPiTULO  2 LSMSTES  £ OERiVAD^S  l 1 If 

SQLUl AO  Urn  grafico  de/  e mostraoo  na  Pjgura  / . e estamos  interesssdos  na  retiiao  proximo 
do  ponto  (1 , 2).  Note  que  podemos  reescrever  a desigualdade 

| ( \ ' - 5a  + 6)  - 2 | < 0,2 
como  i ,8  < a-3  — 5a  -t  6 < 2,2 

Assim,  precisamos  determinar  os  valores  de  a para  os  quais  a eurva  3?  — a3  - 5a  + 6 esta 
entre  as  retas  horizontais  y = 1 ,8  e y = 2,2.  Portanto,  vamos  fazer  o grafico  das  curvas 
v = x3  - 5.x  + 6,  y = 1 ,8  e y = 2,2  proximo  do  ponto  ( 1 . 2)  na  Figura  8.  Entao  usamos  o 
cursor  para  estimar  que  a coordenada  a do  ponto  de  intersecao  da  reta  y = 2.2  com  a 
curva  y :=  a3  - 5a  + 6 esta  em  torno  de  0,9 1 1 . Analogamente,  y = xf  - 5a  + 6 intersecta  a 
reta  y = i ,8  quando  a « 1 ,124.  Logo,  arredondando-se,  por  seguranya.  podemos  afirmar 
que 

1 ,8  < a’  — 5a  + 6 < 2,2  sempre  que  0,92  < a < 1 ,12 

Esse  intervalo  (0.92.  1 ,1 2)  nao  e simetrico  em  torno  de  x = 1 . A distancia  de  a — 1 ate  0 
ponto  extremo  a esquerda  e 1 - 0,92  = 0,08,  e a distancia  ate  o ponto  do  extremo  direito 
e 0,12.  Podemos  escolher  <5  como  o menor  desses  numeros,  isto  e,  8 ~ 0,08.  Entao 
podemos  reescrever  nossas  desigualdades  em  termos  de  distancias  da  seguinte  forma: 

[ (a3  — 5a  + 6)  — 2 1 < 0.2  sempre  que  j a — 1 j < 0,08 

Isso  somente  nos  diz  que,  mantendo  x dentro  de  uma  distancia  de  0,08  de  1 , somos  capazes 
de  obter/(A)  dentro  de  uma  distancia  de„0,2  de  2. 

Ernbora  tenhamos  escolhido  8 — 0,08.  qualquer  v;ilor  menor  positivo  de  8 poderia  tambern 
ter  funeionado. 

O procedimento  grafico  do  Exemplo  1 da  uma  ilustraqao  da  definicao  parae  ~ 0,2,  mas 
nao  prova  que  o limite  e igual  a 2.  Uma  prova  deve  fornecer  uni  8 para  cada  e. 

Ao  provar  as  questoes  sobre  os  limites,  pode  ser  proveitoso  imaginar  a definigao  de  li- 
mite como  um  desafio.  Primeiro  ele  o desafia  com  urn  niimero  e.  Entao  voce  deve  ser 
capaz  de  obter  um  8 adequado.  Voce  deve  ser  capaz  de  fazer  isso  para  todo  s > 0.  e nao 
somente  para  um  particular  valor  de  s. 

Imagine  uma  competigao  entre  duas  pessoas,  A e B,  e suponha  que  voce  seja  B.  A pes- 
soa  A estipula  que  o numero  fixo  L devera  ser  aproximado  por  valores  de  /(a)  dentro  de 
um  grau  de  precisao  s (digamos  0,01).  O individuo  B entao  responde  encontrando  um 
numero  8 tal  que  | /(a)  - L | < e sempre  que  0 < j a — a | < 8.  Nesse  caso,  A pode  tornar- 
se  mais  exigente  e desafiar  B com  um  valor  menor  de  s (digamos,  0,0001).  Novamente,  B 
deve  responder  encontrando  um  8 correspondente.  Em  geral,  quanto  menor  for  o valor  de 
e,  menor  sera  o correspondente  valor  de  8.  Se  B veneer  sempre,  nao  importando  quao 
menor  A faya  e,  entao  lim  /(a)  — L. 


EXEMPLO  2 Prove  que  lim  (4a  — 5)  — 7. 

x 3 

S0LUCA0 

1.  Uma  andlise  preliminar  do  problema  ( conjecturando  um  valor  para  8).  Seja  e um 
numero  positivo  dado.  Devemos  achar  um  numero  8 tal  que 

j (4a  — 5)  — 7 [ < s sempre  que  0 < | x — 3 | < 8 
Mas  | (4a  — 5)  — 7 I = j 4a  — 12 1 = 1 4 (a  — 3)  | = 4| x — 3 j.  Portanto,  queremos 

4|  a •-  3 ] < e sempre  que  0 < | a ~ 3 | < 8 
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yt 

/ + s 

/ V = 4a 

5 

/ 

7 

7-s 

i 

1 

f 

( 

/ 

1 

0 

/ / 3 \ ’• 

/ / 

/ 3 - S 3 + 5 

isfo  e.  \x  s>  | < — sempre  que 

4 

Isso  sugere  que  podenamos  eseolher  <5  = e/4. 


2.  Prova  { mostrando  que  a escolha  de  8 funciona).  Dado  e > 0.  escoJha  5 
Se  0 < i x — 3 | < 8.  entao 


! (4t  - 5)  — 7 j — j 4x  --  1 2 | = 4j x - 3 | < 46  - 4\  ~ j - e 

Assim 

| (4.v  --  5)  -■  7j  < e sempre  que  0 < \x.  ~ 3 j < 6 
Portanto.  pels  definieao  de  limite, 

Jim  (4x  — 5)  — 7 


Este  exemplo  esta  ilustrado  na  Figura  9. 


Observe  que  na  solucao  do  Exemplo  2 havia  dois  estagios  — conjecturando  e provando. 
Fizemos  uma  analise  preliminar  que  nos  capacifou  conjecfurar  um  valor  para  8.  Entao  eni 
urn  segundo  estagio  tivemos  de  voltar  e provar  euidadosamente  de  forma  logica  que  bze- 
mos  uma  conjectura  correta.  Esse  proeedimento  e tfpico  da  boa  parte  da  matematica.  Por 
vezes  e necessario  primeiro  fazer  uma  conjectura  inteligente  sobre  a resposta  de  um  pro- 
blems e entao  provar  que  a conjectura  e correta. 

As  debnicoes  intuit ivas  de  limites  laterals  dadas  na  Secao  2.2  podem  ser  reformufadas 
precisamente  da  seguinte  forma. 

| [3]  Definieao  de  Limite  Esquerdo  | 

J 3im  f(x)  = L 

| se  para  todo  s > 0 houver  um  numero  correspondente  8 > 0 tal  que 
| j j ( v)  "■  L J < e sempre  que  a -■  8 < x < a 


1 4]  Definieao  de  Limite  Direito 

lim  f(x)  — L 

se  para  todo  e > 0 houver  um  numero  correspondente  8 > 0 tal  que 

I 

| 

| j{x)  - L\  < e sempre  que  a < x < a + 8 


Note  que  a Definieao  3 e igual  a Delinicao  2,  exceto  que  x esta  restrito  a bear  na  metade 
esquerda  (a  - 8 , a)  do  intervalo  (a  ~ 6,  a + 8).  Na  Definieao  4,  x esta  restrito  a bear  na 
metade  direita  (a,  a + 8)  do  intervalo  (a  - 8,  a + 8). 

EXESflPLO  3 □ Use  a Debnipao  4 para  provar  que  lim  yx  — (). 

x 
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£ Cauchy  e os  u mites 
Apos  a invengao  do  caiculo,  no  secuio 
XVII,  seguiu-se  um  periodo  de  livre 
desenvotvimento  do  assunto,  no 
secuio  XVIII.  Matematicos  corno  os 
irmaos  Bernoulli  e Euler  estavam 


ansiosos  por  explorer  o poder  do 
caiculo,  e exploraram  audaciosamente 
as  conseqiiencias  dessa  encantadora  e 
nova  ieoria  matematica  sem  grandes 
preocupagoes  com  a veracidade  e 
corregao  de  suas  provas. 

0 secuio  XIX,  ao  contrario,  foi  a 


Epoca  do  Rigor  na  matematica.  Houve 


um  movimento  de  volta  aos 
fundamentos  do  assunto  - para 
fornecer  definigoes  cuidadosas  e provas 
rigorosas.  Na  linha  de  frente  desse 
movimento  estava  o matematico 


f ranees  Augustin-Louis  Cauchy  (1789- 
1 857},  que  comegou  como  engenheiro 
militar  antes  de  se  tornar  professor  de 
matematica  em  Paris.  Cauchy  pegou  a 
ideia  de  limite  de  Newton,  mantida 
viva  no  secuio  XVIII  pelo  matematico 
Trances  Jean  d'Alembert,  e tornou-a 
rnais  precisa.  Sua  definigao  de  limits 
tem  a seguinte  forma:  ‘‘Quando  os 
valores  sucessivos  atribuldos  a uma 
va navel  aproximam-se  indefinidamente 
de  um  valor  ftxo  de  forma  que  no  final 
diferem  dele  por  tao  pouco  quanto  se 
queira,  esse  ultimo  e chamado  limite  de 
todos  os  outros”.  Mas  quando  Cauchy 
usava  essa  definigao  em  exemplos  e 
proves,  eie  frequentemente  empregava 
as  desigualdades  delta-epsilon 
si  mi  la  res  as  desta  segao.  Uma 
demonstracao  tipica  de  Cauchy  comega 
com:  “Designando  por  See  dois 
numeros  muito  pequenos...”  Ele  usou 
e em  virtude  de  uma  correspondence 
entre  epsilon  e a palavra  francesa 
erreur.  Mais  tarde  o matematico 
alemao  Karl  Weierstrass  (1815-1897) 
estabeleceu  a definigao  de  limite 
exatamente  como  nossa  Definigao  2. 


SOLUCAO 

1,  Conjecturando  um  valor  para  5.  Seja  e uth  numero  positive  dado.  Aqui  a = 0 e L - 0; 
logo,  querent  os  achar  uni  numero  5 tal  que 

j yt  - 0 j < e sempre  que  ()  < _v  < g 

isto  e,  v v < e sempre  que  0 < x < 8 

ou,  elevando  ao  quadrado  ambos  os  lados  da  d^sigualdade  yd  < e,  obtemos 

x < e2  sempre  qae  0 < x < 3 

Isso  sugere  que  devemos  escolher  3 ---  e2. 

2.  Most  rondo  que  esse  3 funciona.  Dado  e > ().  seja  3 — e2.  Se  0 < x < 3 , entao 

V X < V 8 — y s 2 — R 

logo  1 s/x  - 0 1 < e 

Conseqiientemente,  pela  Definicao  4,  isso  mostra  que  lim  VA  = 0. 

EXEMPLQ  4 g Prove  que  lim  .r2  ~ 9. 

SOLUgAO 

1.  Conjecturando  um  valor  para  8.  Dado  r > 0.  Temos  de  achar  um  numero  8 > 0 
tal  que 

\x2  ~ 9 1 < e sempre  que  0 < \x  - 3 j < 5 

Para  conectar  \x2  — 9 1 com  |.v  ~ 3 j escrevemos  \x2  — 9 j = | (x  + 3)(x  — 3)  j.  Nesse 
caso;  queremos 

[ x + 3 1 1 x ~ 3 | < e sempre  que  0 < | x — 3 1 < 8 
Note  que  se  pudermos  achar  uma  constante  positiva  C tai  que  j x + 31  < C,  entao 

j x + 3 j j a'  - 3 I < c\x  - 3 I 

e podemos  fazer  Cj  x - 3 | < e tomando  | x ~ 3 j < e/C  — 8. 

Podemos  achar  esse  numero  C se  restringirmos  x a algum  intervalo  centrado  em  3.  De 
fa  to.  uma  vez  que  esfamos  interessados  apenas  em  valores  de  x que  estao  proximos  de  3, 
e razoavel  supor  que  x esta  dentro  de  uma  distancia  1 de  3,  isto  e,  j x ~ 3 j < 1 . Entao 
2 < x < 4,  logo  5 < x + 3 < 7.  Assim,  temos  j x + 3 j <7;  logo,  C = 7e  uma  escolha 
conveniente  para  a constante. 

Mas  agora  ha  duas  restricoes  sobre  | x - 3 |.  isto  e 

I x — 3 | < 1 e j x — 3 | < — ™ — 
ii  s ! C 7 

Para  ter  certeza  de  que  ambas  as  desigualdades  estao  satisfeitas,  tomemos  5 como  o 
menor  dos  dots  numeros  1 e s/7.  A notacao  para  isso  cS  = min {1 , e/7}. 

2.  Most  ranch  que  esse  S funciona.  Dario  e > 0,  seja  8 — min{l , e/7}.  Se 

0 < j a — 3 [ < 5.  entao  J x ~ 3 j < I 2 < a < 4 =>  | a + 3 j < 7 (como  na  parte  1). 
Temos  tamhem  \x  — 3 j < e/7,  logo 

| a2  — 9 1 = j a + 3 1 1 x — 3 j <7  ■ ~ — e 
Isso  mostra  que  lim*.*,  a2  — 9. 
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'O  Exemplo  4 mostra  que  nem  sempre  e facil  provar  que  $ao  verdadeiras  as  proposi* 
coes  com  limite  usando  a definicao  de  e,  8.  De  fato.  se  nos  fosse  dada  uma  funcao  mais 
complicada.  como/(.r)  = (6r  --  8,v  + 9)/(2r  - 1).  Isso  iria  requerer  uma  grande  dose  de 
engenhosidade.  FeJizmente  isso  e desnecessario.  pois  as  Leis  do  Limite  dadas  na  Secao  23 
podem  ser  provadas  usando-se  a Definicao  2,  e entao  os  Similes  das  funcoes  eompliea- 
das  podem  ser  encontrados  rigorosamente  a partir  das  Leis  do  Limite  sent  recorrer  direta- 
mente  a definicao. 

Por  exemplo,  provamos  a Lei  da  Soma:  Se  lim,,,.,  fix)  = L e iim..,8  g(x)  = M exis- 


tern,  entao 


lim  [fix]  + gix)}  — L + M 


Desigualdade  triangular: 

[ a + b i I a \ + j b j 
(Veja  o Apendice  A.) 


As  lets  restanl.es  estao  provadas  nos  exereicios  e no  Apendice  F. 

Prove  da  lei  da  Soma  Dado  e > 0.  Devemos  encontrar  um  8 > 0 tai  que 

j fix)  4-  g(x)  — (L  + M)  | < e sempre  que  0 < |jc  — a\  < 8 
Usando  a desigualdade  triangular  podemos  escrever 

[f]  J fix)  + g(x)  — (L  + M)  j = | (/{ x)  ~ L)  + ( g(x ) - M)  j 

| / (.r)  ~ L | + j gf(jc)  — M j 

Podemos  fazer  | fix)  4-  g{x)  — (L  + M)\  menor  que  e tomando  cad  a um  dos  termos 
| fix)  — L j e ) g(x)  - M | menor  que  e/2. 

Uma  vez  que  e/2  > 0 e lim  f(x)  — L.  existe  um  numero  8}  > 0 tal  que 


— L | < — sempre  que  0 < | x — a \ < 8i 


Analogamente,  uma  vez  que  lim  x..«u  gix)  — M,  existe  um  numero  82  > 0 tal  que 


| g(x)  — M j < — sempre  que  0 < \x  — a \ < Si 


Seja  8 — min{<5i,  5?}.  Note  que 


se  0 < I x — a ! < 8 entao  0 < I x — a i < d. 


0 < I x — a I < 82 


Conseqiientemente,  por  (5). 


fix)  + g(x)  - (L  + M)  | ^ I f(x)  - L\  + | g(x)  - M j 


e e 

< 1 — - — s 

2 2 


Resumindo, 


| fix)  +■  g(x)  - (L  + M)  | < s sempre  que  0 < | x — a j < 5 
Assim,  pela  definicao  de  limite. 
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CAPITUIO  2 
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jQl  Limites  Infinites 

Os  limites  infinites  podem  tambem  ser  defmidos  de  uma  manejra  precisa.  A seguir  apre- 
senta-se  uma  versa©  precisa  da  Defini^ao  4 da  Seqao  2.2. 

| L!,j  Definigao  Seja/uma  funcao  definida  era  algum  interv%>  aberto  que  contenha 
( o numero  a,  exceto  possivelmente  no  proprio  a.  Entao 

j Urn  fix)  — oo  ! 

; significa  que  para  todo  numero  positivo  M ha  urn  numero  positive  correspondente  j 
j <5  tal  que  i 

fix)  > M sempre  que  0 < j x ~ a j < 8 


Isso  diz  que  o valor  de  fix)  pode  ser  arbitrariamente  grande  (rtiaior  que  qualquer  numero 
dado  M)  tomando-se  x suficientemente  proximo  de  a (dentro  de  uma  distancia  <5,  onde  8 
depende  de  M , mas  com  x # a).  Uma  ilustrapao  geometries  esta  na  Figura  10. 

Dada  qualquer  reta  horizontal  y ~ M,  podemos  achar  urn  numero  8 > 0 tal  que,  se 
restringirmos  x a hear  no  intervalo  (a  ~ 8,  a + 5),  mas  x # a.  entao  a cur\ra  y = fix) 
ficani  aeima  da  reta  y = M.  Voce  pode  ver  que  se  um  M muito  grande  for  escolhido,  entao 
urn  8 muito  pequeno  podera  ser  necessario. 


EXEMfLO  5 ::  Use  a Definigao  6 para  provar  que  lim  — = oo. 

■'--0  V' 

S0LUCA0 

1.  Conjecturando  sobre  um  valor  para  8.  Dado  M > 0,  queremos  achar  um  8 > 0 tal 
que 

1 


— r > M 
x ~ 

sempre  que 

0 < | x 

~ 0\<  8 

isto  e. 

1 

x~  < — 

M 

sempre  que 

W 

V 

c 

< 8 

ou 

i , 1 

|A|  < V® 

sempre  que 

o < | x | 

< 8 

Isso  sugere  que  devemos  tomar  8 — 1/yM. 

2.  Mostrando  que  esse  8 funciona . Se  M > 0 for  dado,  seja  3 — 1 j f M.  Se 
0 < 1 x — 0 1 < 5,  entao 

[ jc  j < 8 =>  x1 2  < 82 

1 1 

==**  — > = m 

,v2  b2 

1 , 

Assim  —7  > M sempre  que  0 < | x — 0 1 < 8 

Portanto,  pela  Definicao  6 

lim  = cc 

X-.-0  X* 
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F!GURA  1 1 


Analogamente,  a seguir  e apresent 
iiustrada  pda  Figura  1 1 . 


ida  uma  versao  precis  a da  Ddinicao  5 da  Secao  2.2. 


Seja/  uma  fun^ao  definida  em  urn  intervalo  aberlo  que  contenha  o 
niimero  a,  exceto  possiveJmente  no  proprio  a.  Entao 

lim  fix)  — —oo 

signilica  que  para  todo  niimero  negativo  N ha  um  niimero  positive  correspondente 
8 ta!  que 

fix)  < N sempre  que  0 < j x - a | < 8 


Exercicios 


1.  Quao  proximo  de  2 devemos  tomar  v para  que  5x  + 3 esteja  a 
uma  distancia  de  13  menor  que  (a)  0.1  e (b)  0.01? 

2.  Quao  proximo  de  5 devemos  tomar  x para  que  6x  - 1 esteja  a 
uma  distancia  de  29  menor  que  (a)  0,01 , (b)  0.001  e (c) 
0.0001? 


3.  Use  o grab  co  dado  de  /U)  = 1/x  para  encontrar  um  numero  8 
tal  que 


0,5  j < 0,2  sempre  que  j,r  — 2 j < 8 


jo  2 jo 


4.  Use  o grafico  dado  de  / para  encontrar  um  niimero  8 tal  que 
\f(x)  — 3 | < 0.6  sempre  que  0 < \x  — 5 i < 8 


5.  Use  o grafico  dado  de  fix)  — V'.v  para  encontrar  um  niimero  5 
tal  que 


| fx  2 < 0.4  sempre  que  Lr  — 4 J < 8 

y a 


6.  Use  o grafico  dado  de/{.v)  = ,r  para  encontmr  um  niimero  8 tal  que 
i-v2  - 1 | < j sempre  que  \x  --  1 [ < 8 


V , 

f 

/ 

1,5- 

1 / >■ = r 

/ ■ 
/ 

”~7f 

! - 

0.5  - 

o' 

? i ? x 

1b  1-  Use  um  grafico  para  encontrar  um  niimero  5 tal  que 

[ y"4v  + 1 — 3 | <0,5  sempre  que  | v ~ 2 [ < 5 
||  8.  Use  um  grafico  para  encontrar  um  mirnero  5 tal  que 

j 

I sen  a - 1 1 <0.1  sempre  que  \x  — — <8 


mm  si  Para  ° 


lira  (4  + x — 3„rv)  — 2 


i lustre  a definite  encontrando  os  va lores  de  <5  que  cor 
respondam  a e ~ lee-  OM  . 

fh 

j§|l  10.  Para  o 1 unite 

I e — 1 

lira — i 

!'••  x-*Q  X 


iiustre  a defmicao  encontrando  os  valores  de  8 que  cor- 
respondam  a e — 0,5  e e ~ 0,1 . 

pp  11.  Use  o grafico  para  encontrar  uni  mimero  8 tal  que 

— t > 1 00  sempre  que  0 < I x — 1 I < 8 

(xl  + 1)  tx  - i f 1 

§!  12.  Para  o iimite 

lim  cotglr  — * 

Hustre  a defmicao  encontrando  os  valores  de  8 que  cor- 
respondam  a (a)  M = 100  e (b)  M -■  1 .000. 

13.  Urn  torneiro  mecanieo  e necessario  para  fabricar  um 
disco  de  metal  circular  com  area  de  1 .000  cm2. 

(a)  Qual  o raio  do  disco  produzido? 

(b)  Se  for  permitido  ao  torneiro  uma  tolerancia  de  erro 
de  ±5  cm2  na  area  do  disco,  quae  proximo  do  raio 
ideal  da  parte  (a)  o torneiro  prectsa  controlar  o raio? 

(c)  Em  termos  da  defmicao  de  e,  8 de  lim  *_,„/(*)  = L, 
o que  e x?  O que  e fix)'?  O que  e al  O que  e L?  Qual 
o valor  de  e dado?  Qual  o valor  correspondence  de  5? 

. ; • 14.  Uma  fomalha  para  a producao  de  cristais  e usada  em 
uma  pesquisa  para  determinar  a melhor  maneira  de 
manufaturar  os  cristais  utilizados  em  componentes 
eletronicos  para  os  vefculos  espaciais.  Para  a producao 
perfeita  do  cristal,  a temperatura  deve  ser  controiada 
precisamente,  ajustando-se  a entrada  da  potencia. 
Suponha  que  a relacao  seja  dada  por 

T{w)  = 0.1  w2  + 2,1  55m?  + 20 
onde  Tea  temperatura  em  graus  Celsius  e w,  a potencia 
de  entrada  em  watts. 

(a)  Qual  a potencia  necessaria  para  manter  a temperatura  a 
200  °C? 

(b)  Se  for  permitida  uma  vanayao  de  ± 1 °C  a partir  dos 
200  °C , qual  sera  a imagem  da  potencia  permitida 
para  a entrada? 

(c)  Em  termos  da  defmicao  e,  5 de  limx^.<(  f{x)  ~ L,  o 
que  e x‘7  O que  e/(x)?  O que  e a?  O que  e L?  Qual  o 
valor  de  e dado?  Qual  o valor  correspondente  de  5? 

15-18  □ Prove  cada  proposicao  usando  a delinicao  e,  8 de 
iimite  e iiustre  com  um  diagrama  como  o da  Figura  9. 


15.  lim  [2x  + 3)  = 5 16.  lim  (4.x + 3)  = 2 

X 1 "‘2  *■ 

17.  lira  (l  -4a-)  = 13  18.  lim  (7  - 3x)  =>  -5 

' .v-»4 

19—32  c:  Prove  cada  proposicao  usando  a defmicao  e . 8 de  Iimite. 
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-IMiT 

ES  E DERIVADA5 

19.  lim  — — 

.t-»3  5 5 

28. 

lim  ( y + 3 j = ~ 

.t— 6 \ 4 / 2 

21.  lim  4 

X~*  "O  \ 

5 J 

22. 

j.  x_  + x —12  n 

•t-*'1  x — 3 

23.  lim  x = a 

24. 

lim  c ~ c 

25.  lim  x‘  — 0 

26. 

lim  xs  = 0 

.cM' 

27.  lira  jx  | = 0 

28. 

lim  y 9 _ -v  " 0 

29.  lim  OC  — 4.i 

+ 5)  = \ 

30. 

lim  (x“  + x - 4)  = 8 

31.  lim  (xJ  — i 

} - 3 

32. 

lim  xs  — 8 

33.  Verifique  que  8 = min {2,  c/8}  e outra  escolha  possivel  de 
S para  mostrar  que  lim  x~  — 9 no  Exemplo  4. 

34.  Verifique.  usando  argumentos  geometricos,  que  a maior 
escolha  possfvel  para  o 5 para  que  se  possa  mostrar  que 
lim  x2  “ 9 e 5 — V9  + e -3. 

35.  (a)  Para  o Iimite  jirn^j  <xJ  + x + 1)  — 3,  use  um  grafico  para 
determinar  o valor  do  5 correspondente  a e - 0,4. 

(b)  Usando  um  sistema  algebrico  computacional  para  resolver 
a equacao  ciibica  x*  + x +1  = 3 + e,  determine  o valor  possfvel 
para  5 que  corresponde  a qualquer  e > 0 dado. 

(c)  Tome  e ;=  0,4  na  sua  resposta  da  parte  (b)  e compare  com  a 
sua  resposta  da  parte  (a). 

36.  Prove  que  lim  — = — . 

x~*2  X 2 

37.  Prove  que  lim  y'x  ~ ya  se  a > 0. 

X'+a 

1 _ — 1 x — a I I 

Sugestdo:  Use  j y x — y !a  \ — -~~y^  ■■■■,—  . | 

V x + \!a 


38.  Se  H for  a funcao  de  Heaviside  definida  no  Exemplo  6 da  Secao  2.2, 
prove,  usando  a Dcfinicao  2,  que  lim  Hit)  nao  existe.  { Dica : 
Use  uma  prova  indireta.  Suponha  que  o Iimite  seja  L.  Tome  e = k 
na  delinicao  de  Iimite  e tente  chegar  em  uma  contradipao.] 

39.  Se  a fungao/ for  definida  por 

, . ( 0 se  x e racional 

= i . . . 

1 1 se  x e irrational 
prove  que  limlM.0  fix)  nao  existe. 

40.  Comparando  as  Definigoes  2.3  c 4. prove  o Teorema  1 da  Secao  2.3 . 

41.  Quao  proximo  de  -3  devemos  tomar  x para  que 

T 1 —T  > 10.000 


(x  + 3)4 

42.  Prove,  usando  a Definicao  6,  que  lim 

43.  Prove  que  lim  In  v -00. 


(x  + 3}4 


44.  Suponha  que  f(x)  -■  » c limr^f  g(x)  — c,  onde  c e um 

mimero  real.  Prove  cada  proposicao 

(a)  lim  [/(x)  + g(x)]  — 

x 

(b)  lim  [/(x)^(x)]  * se  c > 0 

x ~>n 

(c)  lim  [/(x)y(x)]  = se  c < 0 


ffSj. >|te'  CkLZtfin  ESito'ra  Tfecmstsn 


Continuidade 


Notamos  na  Seyao  2.3  que  o limite  de  uma  iuncao  quando  x tende  a a pode  muitas  vezes 
ser  encontrado  simplesmente  calculando-se  o valor  da  funcao  em  a.  As  lingoes  com  essa 
propriedade  sao  chamadas  contfnuas  em  a.  Veremos  que  a delmicao  matematica  de  con- 
tinuidade  corresponde  estreitamente  ao  significado  da  paiavra  continuidade  na  iinguagem 
do  dia-a-dia.  (O  processo  contmuo  e aquele  que  ocorre  gradualmente,  sent  interrupcoes  ou 
mudancas  abruptas.) 


hj  Deflnicao  Uma  fun^ao/e  contfnua  em  um  numero  a se 

lint  f{x)  = fia) 


G Como  iiustrado  na  Figura  1,  se  /for 
contfnua,  entao,  sobre  o grafico  de  / 
os  pontos  (jr,/(jc)>  tendem  ao  ponto 
ia.f(a))  sobre  o grafico.  Logo  nao  ha 
buraco  na  curva. 


fix) 

aproxima-se 
de  fia). 


Quando x tende  a a. 


FIGURA  1 


— ~i t 1 t- 

0 1 2 \ 3 4,5 


FIGURA  2 


Observe  que  a Definiqao  1 implicitamente  requer  tres  coisas  para  a continuidade  de  f 
em  a\ 

1,  f(a)  esta  definida  (isto  e,  a esta  no  domfnio  de  f) 

Z.  Yimf(x)  existe 

a lim/(x)  - fia) 

A definiyao  diz  que  / e contfnua  em  a se  fix)  tender  a fia)  quando  x aproxima-se  de  a . 
Assim.  uma  funcao  contfnua /tern  a propriedade  que  uma  pequena  variaqao  em  x produza 
apenas  uma  pequena  modificacao  ern  fix).  De  fato,  a alteraqao  cm  f(x)  pode  ser  mantida 
tao  pequena  quanto  desejarmos  mantendo  a variacao  em  x sulicientemente  pequena. 

Se  / esta  definida  proximo  de  a (em  outras  pal avras./ esta  delinida  em  um  intervalo 
aberto  contendo  a,  exeeto  possivelmente  em  a),  dizemos  que/e  descontinua  em  «.  ou  que 
/ tem  uma  descontinuidade  em  a,  se/ nao  e contfnua  em  a. 

Os  fendmenos  ffsicos^sao  geralmente  contfnuos.  Por  exemplo,  o deslocamento  ou  a veloci- 
dade  de  um  vefculo  varia  continuamente  com  o tempo,  como  a altura  das  pessoas.  Mas  a descon- 
tinuidade ocorre  em  situacao  tal  como  a corrente  eletrica.  [ Veja  o Exemplo  6 da  Seqao  2.2,  onde 
a funcao  de  Heaviside  e descontinua  em  0,  pois  limf_,0  Hit)  nao  existe.] 

Geometricamente,  voce  pode  pensar  em  uma  funcao  contfnua  em  todo  numero  de  um 
intervalo  como  sendo  uma  funcao  cujo  grafico  nao  se  quebra.  O grafico  pode  ser  desenhado 
sem  remover  sua  caneta  do  papel . 

EXEMPLO  1 A Figura  2 mostra  o grafico  de  uma  funcao/.  Em  quais  numeros/e 
descontinua?  Por  que? 

S0LUQA0  Parece  haver  uma  descontinuidade  quando  a - 1 , pois  af  o grafico  tem  um 
buraco.  A razao  reconhecida  para /ser  descontinua  em  1 e que  /( 1)  nao  esta  definida. 

O grafico  tambem  tem  uma  quebra  em  a - 3,  mas  a razao  para  a descontinuidade  e 
diferente.  Aqui/(3)  esta  definida,  mas  limw3/(A)  nao  existe  (pois  o limite  esquerdo  e o 
direito  sao  diferentes).  Logo  f€  descontinua  em  3. 

E sobre  <2  = 5?  Aqui/(5)  esta  definida,  e Iim  v_5/(x)  existe  (pois  o limite  esquerdo  e o 
direito  sao  iguais).  Mas 


lim fix)  * fi 5) 


Logo/e  descontinua  em  5. 


Agora  vamos  ver  como  detectar  as  deseontinuidades  quando  uma  funcao  esta  definida 
por  uma  formula. 
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aXfcMPI  . i Onde  cada  uma  das  seguintes  funcoes  e descontmua? 


(a)  fix)  =;';  : 


a- -2 


| 1 

(b)  /(*)  = )jr 


se  -V  ■*  (} 
se  -v  () 


(c)  ./('r)_i  x-2 


se  x 4-  2 
se  x ~ 2 


(d)  f(x)  = W 


SOLUCAO 

(a)  Note  que/(2)  nao  esta  definida;  logo./e  descontmua  em  2.  Mais  a frente  veremos 
por  que  ft  contmua  em  todos  os  demais  numeros. 

(b)  Aqui/(0)  = i esta  definida.  mas 


3im/(x)'“  lim— 

nao  existe  (veja  o Exemplo  8 da  Secao  2.2).  Logo/e  descontmua  em  0. 
(e)  Aqui /( 2)  - 1 esta  definida  e 


lim  f(x)  - lim 


x2  - X-2 
X -2~ 


ljm(£-2Xx  + l) 
x-2 


lim(x  + })  = 3 


existe.  Porem 


lim/(.r)*  /( 2) 


iogo,/nao  e contmua  em  2. 

(d)  A tuncao  major  inteiro/(x)  = |x|  tem  descontinuidades  em  todos  os  inteiros, 
pois  lim,-*  [fxj  nao  existe  se  n for  um  inteiro  (veja  o Exemplo  JO  e o Exercicio  49  da 
Se^ao  2.3). 


A Figura  3 mosira  o grafico  das  funcdes  no  Exemplo  2.  Em  cada  caso  o grafico  nao 
pode  ser  feito  sem  levantar  a caneta  do  papel,  pois  um  buraco,  uma  quebra  ou  pulo  ocor* 
rem  no  grafico.  As  descontinuidades  ilustradas  nas  partes  (a)  e (c)  sao  chamadas  reinovfveis. 
pois  podemos  remove-las  redefmindo  / somente  no  numero  2.  f A funyao  g(x)  = x + 1 e 
contmua.]  A descontinuidade  da  parte  (b)  e denominada  descontinuidade  infinita  As 
descontinuidades  da  parte  (d)  sao  ditas  pulos  de  descontinuidades.  porque  a funcao 
“pula"'  de  um  valor  para  outro. 


FIGURA  3 Graficos  das  funcoes  do  Exemplo  2 
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1.1  &etm)pae  Uma  iuncao / e contmua  a direita  de  um  ndmero  a 

lim  fix)  - f(a) 


e/e  con timi a a esquerda  de  a 


lim  fix)  = f(a ) 


EXEMPLO  3 □ Em  cada  inteiro  n,  a funcao  fix)  = / \x\  [veja  a Figura  3(d)]  e contmua  a 
direita.  mas  descent mua  a esquerda,  pois 

Iim  fix)  Iim  M tt-:  n = f(n) 


mas 


lim  f(x)  ~ lim  Ixi  »=«-!=#  /'(«) 


[3j  Oefinleao  Uma  funcao /e  contmua  em  um  intervalo  se  for  contmua  cm 
todos  os  numeros  do  interv'alo.  (Se/for  definida  somente  de  um  lado  do  extremo 
do  intervalo,  entendemos  continuidade  no  extremo  como  continuidade  a direita  on 
d esquerda.) 


EXEMPLO  4 d Mostre  que  a funcao  /(.r)«  1 - VI  - .v2  e contmua  no  intervalo  | 
SOLUQAO  Se  -1  < a < 1 , entao.  usando  as  Lets  do  Limite,  temos 

lim  f(x)  = Iim  [ 1 - VU-  x2 

= 1 - lim  \h-x2  (pdas  Leis  n":  2 e 7) 


I-  iJ- 


= I -ylim(l  ~ .r) 


1 - Vi  - a" 

«/(«) 


V i 

i 

| fix)  = i - Vi  FF 

\ 

\ 

i 

1 / 

0 

3 x 

FIGURA  4 

Assim.  pela  Definicao  1 ,/e  contmua  em  a se  -1  < a < 1 . Calculos  analogos  mostram  que 
lim.  / (x)  ~ 1 ~ /(-l ) e lim  fix)  ~ 1 = /( 1 ) 

logo,/e  contmua  a direita  em  -I  e contmua  a esquerda  em  1 . Conseqiientemente,  de 
acordo  com  a Definicao  3,/e  contmua  em  (-1 , 1 ]. 

O grafico  de  / esta  esbocado  na  Figura  4.  E a metade  inferior  do  cfrculo 

x2  +f(y-lY  =1 


Em  lugar  de  sempre  usar  as  Definicoes  1, 2 e 3 para  verificar  a continuidade  de  uma 
funcao  como  feito  no  Exemplo  4,  muitas  vezes  e conveniente  usar  o proximo  teorema,  que 
mostra  como  construir  as  fun^oes  contmuas  complicadas  a partir  das  simples. 
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CAPITULO  2 


tU  ,e0rBT,i8  Se/  e 9 forem  contfnuas  em  a e se  c for  uraa  constante.  entao  as 
seguintes  funcoes  sao  contfnuas,  tambem,  em  a: 

t-f+9  2.  /-  g 3 . cf 

r 

4.  fg  5.  ~ segfmMO 


Pro¥a  Cada  uma  das  cinco  partes  desse  teorema  segue  da  correspondente  Lei  do  Limite 
da  Secao  2.3.  Por  exemplo,  vamos  dar  a prova  da  parte  1 . Uma  vez  qu e/e  g sao  con- 
tfnuas em  a,  temos 


lim  /(x)  = f(a ) e lim  g(x)  - g(a ) 


Conseqiientemente 


!«»(/  + g)(x)  = lim  If(x')  + g(x)] 

= lim/ (*)  + Jim #(x)  (pda  Lei  n i ) 

= /(<*) + 

= {/  + ry)(«) 

Isso  mostra  que  f+ge  contfnua  em  a.  tS 

Segue  do  Teorema  4 e da  Defmicao  3 que  se  / e # forem  contfnuas  ern  ura  intervalo, 
entao / + 3,/-  g,  cf,  fg  e (se  g nunca  for  0)  f/g  tambem  o sao.  O seguinte  teorema  foi  enun- 
ciado  na  Secao  2.3  como  a Propriedade  da  Substitui^ao  Direta. 


j~~~ [5j  Teorema 

I (a)  Qualquer  polinomio  e contfnuo  em  toda  a parte;  ou  seja,  e contfnuo  em 

fg  = (_OC  00). 

! 

j (b)  Qualquer  fungao  racional  e contfnua  sempre  que  estiver  definida;  ou  seja,  e 
contfnua  em  seu  domfnio. 


Prova 

(a)  Um  polinomio  e uma  funcao  da  forma 

P(x)  -■■■  cnx”  - c„_  1x'1  '*  -i + c.x  + c0 

onde  co,  cj, . . . , c„  sao  constantes.  Sabemos  que 

lim  ce—  c0  (pel a nf-  Lei  7) 

e lim  x'"  a T"  m ~ 3 , 2,...,  n (pda  n1'  Lei  9) 

Essa  equacao  e precisamente  a informa^ao  de  que  a funcao /'(x)  = x"  e uma  fungao 
contfnua.  Assim,  pela  parte  3 do  Teorema  4,  a funcao  g(x)  = ex'"  e contfnua.  Uma  vez 
que  Pea  soma  das  fun£oes  desta  forma  e uma  funcao  constante,  segue-se  da  parte  1 do 
Teorema  4 que  P e contfnua. 


calc  mo 
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(b)  Uma  funcao  racional  e'uma  funcao  da  forma 


onde  P e Q sao  polinomios.  O domfnio  de/e  D — {x  e R/Q(.r)  -f  0).  Sabernos,  da 
parte  (a),  que  P e Q sao  contmuos  em  toda  a parte.  Assim,  pela  parte  5 do  Teorema  4,/e 
contfnua  em  todo  o numero  em  D. 


Como  uma  ilustracao  do  Teorema  5,  observe  que  o volume  de  uma  esfera  varia  conti- 
nuamente  com  seu  raio,  pois  a formula  V(r)  = {-nr3  a mostra  que  V'e  uma  funcao  polinomial 
de  r.  Da  mesma  forma,  se  uma  bola  for  atirada  verticalmente  no  ar  com  uma  velocidadede 
50  pes/s,  entao  a altura  da  bola  em  pes  apds  t segundos  e dada  pela  formula  h = 50?  - 1 6 f . 
Novamente,  essa  e uma  funcao  polinomial,  portanto  a altura  e uma  funcao  contfnua  do 
tempo  decorrido. 

O conhecimento  de  quais  funcoes  sao  contfnuas  nos  capacita  a calcular  muito  rapida- 
mente  alguns  Iimites,  como  os  dos  exemplos  a seguir.  Compare-os  com  o Exemplo  2(b)  da 
Secao  2.3. 


EXE1V1PL0  5 c Encontre  lim 


-2  5 - 3x 


S0LUQA0  A funcao 


e racional;  assim,  pelo  Teorema  5,  e contfnua  em  seu  domfnio,  que  e {x  L # 
Portanto, 


X'  -f  ? I 

lim — — = lim  f(x)  ---  f(~2) 

— 2 5-3-y  * 

= (-2)3  + 2(-2/-l  _ 

5 - 3(— 2)  11 


Pi  cos  (t , sen  o) 


4GURA5 


□ Outra  forma  de  estabeiecer  os 
iimites  em  (6)  e fazer  uso  do 
Teorema  do  Confronto  com  a 
desigualdade  sen  B < 0 (para  0 > 0), 
que  esta  provado  na  Segao  3.4. 


Isso  resulta  que  as  funcoes  familiares  sao  contfnuas  em  todos  os  numeros  de  seus 
domfnios.  Por  exemplo,  a Lei  do  Lirnite  10  implica  que  as  funyoes  raizes  sao  contfnuas. 
(O  Exemplo  3 da  Seyao  2.4  mostra  que  /( x)~yfx  e contfnua  a direita  de  0.) 

Da  forma  dos  gralicos  das  funcoes  seno  e cosseno  (Figura  1 8 da  Secao  1 .2)  irfamos  cer- 
tamente  conjecturar  que  elas  sao  contfnuas.  Sabernos  das  definiyoes  de  sen  B e cos  0 que 
as  coordenadas  do  ponto  P na  Figura  5 sao  (cos  0 , sen  0).  A medida  que  0 -*0,  vemos  que 
P tende  ao  ponto  (1,0)  e,  portanto,  cos  0 -*■  1 e sen  0 -*0.  Assim, 


lim  cos 0 

S-K> 


lim  sen  0 - 0 

0-X) 


Uma  vez  que  cos  0 — 1 e sen  0 0,  as  equacoes  em  (6)  asseguram  que  as  funyoes  seno  e 

cosseno  sao  contfnuas  em  0.  As  formulas  de  adicao  para  seno  e cosseno  podem,  entao,  ser 
usadas  para  deduzir  que  essas  funcoes  sao  contfnuas  em  toda  a parte  (veja  os  Exercfcios 
56  e 57). 

Segue  da  parte  5 do  Teorema  4 que 
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c continue.  exceto  onde  cos  x 0.  Isso  acontece  quando  x e ini'!  multiplo  inteiro  imoar  d 
it/2,  portanto  v = tg  x te:m  descontinuidades  infiniias  quando  x =■  -ht/2,  ±3tt/2.  ±5tt/2.  e assir 
nor  dianie  fveia  a Fisura  6). 
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FiGURA  6 
v — ta  X 


□ As  fungoes  trigonometricas  mversas  A fungao  inversa  de  qualquer  fungao  continua  e tambem  continua.  (O  grafico  de  f' 1 

foram  revistas  na  Secao  1 6.  obtido  refletindo  o de/e m tomo  da  reta  v = x.  Portanto,  se  o grafico  de  / nao  tiver  quebr 

isso  tambem  acontecera  com  o de/1.)  Assim  sendo,  as  funcoes  trigonometricas  inversa 
sao  contmuas. 

Na  Secao  1 .5  definimos  a funcao  exponencial  y — a*  de  forma  a preencher  os  buraco 
no  grafico  de  y = a\  onde  x e rational . Em  outras  pal  a vr  as,  a propria  definigao  de  y — c 
torn  a- a uma  funcao  continua  em  R.  Portanto,  sua  funcao  inversa  y = logflx  e continu 
era  (0,  «). 


[f]  Teorema  Os  seguintes  tipos  de  fungoes  sao  contmuas  em.todo  o numero  de 
sens  dominios: 

poiinomio  funcoes  racionais  fungoes  raizes 

fungoes  trigonometricas  funcoes  trigonometricas  inversas 

funcoes  exponentials  fungoes  logaritmicas 


In  x + ig  l x 

EXEMPLO  6 c Onde  a funcao  / W = e continua? 

S0LUQA0  Sabemos  do  Teorema  7 que  a funcao  y — In  x e continua  para  x.  > 0 e que 
y tg  = x e continua  em  SR.  Assim,  pela  parte  1 do  Teorema  4 ,y  = In  x + tg  A e continua 
em  (0, oc).  O denominador  v = f - 1 e urn  poiinomio,  portanto  e contmuo  em  toda  a parte. 
Assim,  pela  parte  5 do  Teorema  4,/ e continua  em  todos  os  numeros  positivos  x,  exceto 
onde  .r  - 1 =0.  Logo,/e  continua  nos  intervalos  abertos  (0,  1)  e (1 , «).  i- 


□ Esse  teorema  afirma  que  um 
si'mboio  de  iimite  pode  ser  movido  por 
meio  de  urn  simboio  de  fungao  se  eia 
for  continua  e se  o iimite  existir.  Em 
outras  paiavras,  a ordem  desses  dois 
simbolos  pode  ser  revertida. 


Outra  forma  de  combinar  as  funcoes  contmuas /e  g para  obter  novas  fungoes  continua 
e fonnar  a fungao  composta / ° g.  Esse  fato  e uma  consequencia  do  seguinte  teorema. 


[8j  Teorema  Seja /continua  em  b e lim#(x)  = entao  lim 
Em  outras  paiavras, 

ljm/(^(x))-/(iirng(x)) 
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Intuitivamente  esse  teorema  e razoavel . pois  se  ,v  estiver  proximo  cie  a,  entao  g(x)  estara 
proximo  de  b\  e como  / e continua  em  h,  se  g(x)  estiver  proximo  de  b.  entao  j\g[x))  es- 
tara  proximo  de  fib).  Uma  prova  do  Teorema  8 esta  dada  no  Apendice  F. 

fcXEMPLO  1 z Calorie  Jim  arcsen  | % --  j . 

SOLUCAO  Uma  vez  que  arcsen  e uma  funcao  continua,  podemos  aplicar  o Teorema  8: 

..  (l-Jx)  ( 

bm  arcsen arcsen  hm 


..  1-d-v 

: arcsen  inn  ~r~~, — 

i i _/7u  i _L 


(l-Vx)(l-i - Vxjj 


arcsen  iim  — -— 
[*-*  1 + >fx) 

1 U 

= arcsen  — = — 

2 6 


Vamos  aplicar  agora  o Teorema  8 no  caso  especial  onde  f(x)  = tfx,  onde  neura  inteiro 
positivo.  Entao 

,/  (</(u)  {ig{  v) 


./ 1 Inn y{  x ) j = Inn  </(\  ) 


Se  colocarmos  essas  expressoes  no  Teorema  8 obteremos 


-«jhmg{x) 


e assim  a Lei  do  Limite  1 1 foi  provada.  (Pressupomos  que  a raiz  exista.) 


1 9 j Teorema  Se  g for  continua  em  a e/em  g { a ),  entao  a fun9ao  composta/c  g 
dada  por  ( f°  g)(x)  =f(g(x ))  e continua  em  a. 


Esse  teorema  e com  freqiiencia  expresso  informalmente  como  se  segue:  “Uma  funcao 
continua  de  uma  funcao  continua  e uma  funcao  continua”. 

Prove  Uma  vez  que  g e continua  em  a,  temos 

lim  g(x)  — g(a ) 

Uma  vez  qu e/e  continua  em  b ~ g (a),  podemos  aplicar  o Teorema  8 para  obter 

K = f(g(a )) 


que  e precisamente  a afirmacao  de  que  a funcao  h(x)  = f(g(x))  e continua  em  a:  isto  e,/°  g 
e continua  em  a.  n 
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F1GURA7 
y = In  (1  + COS  x) 


eXEMPLO  8 :::  Onde  as  segqintes  funcoes  sao  comfriuas? 

(a)  h(x)  ~ scn(.v)  (b)  A(V)  !n(  1 + cos  x) 

soLugAo 

(a)  Temos  que  hix)  = f(g(x)).  onde 

g{x)  = x2  e fix)  = sen  x 

Agora  g e contmua  em  SR,  pois  trata-se  de  um  polinomio,  e/tambem  e contmua  em  toda 
a parte.  Assim,  h = f°  g e contmua  em  SR  pelo  Teorema  9. 

(b)  vSabemos  do  Teorema  7 que  /U)  - In  x e continua  e g(x)  ~ ] + cos  x e contmua 
(pois  ambas,  v = 1 e y ~ cos  a\  sao  conttnuas).  Port  ante,  pelo  Teorema  9,  Fix)  = figix)) 

6 contmua  onde  esta  definida.  Agora  In  (1  + cos  x)  esta  defmida  quando  1 + cos  x > 0. 
Dessa  forma,  nao  esta  definida  quando  cos  x = -1,  e isso  acontece  quando  x = ±77. 

±3tt Logo,  F tern  descontinuidades  quando  x e um  multiplo  fmpar  de  tt  e e con- 
tmua nos  intervalos  entre  esses  valores  (veja  a Figura  7).  & 

Uma  propriedade  importante  das  funcoes  con  tints  as  esta  expressa  pelo  teorema  a seguir, 
cuja  prova  pode  ser  encontrada  em  textos  mais  avancados  de  calculo. 


ITS]  Teorema  do  Valor  Intermediario  Suponha  que /seja  contmua  em  um  intervafo 
fechado  [a.  b]  e seja  N um  numero  qualquer  entre /{a)  c fib),  onde /(a)  =F  f(h). 
Entao  existe  um  numero  c em  (a,  b ) tal  que /(c)  --  jV. 


O Teorema  do  Valor  Intermediario  estabelece  que  uma  fungao  contmua  assume  todos 
os  valores  intermediaries  entre  os  valores  funcionais  f(a)  e f{b).  Isso  esta  ilustrado  na 
Figura  8.  Note  que  o valor  N pode  ser  assumido  uma  vez  fcomo  na  parte  (a))  ou  mais 
[como  na  parte  (b)]. 


FIGURA  9 
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FIGURA  8 (a)  (b) 

Se  pensarmos  em  uma  funcao  contmua  como  aquela  cujo  grafico  nao  tern  nem  buracos 
nem  quebras,  entao  e facil  acreditar  que  o Teorema  do  Valor  Intermediario  e verdadeiro. 
Em  termos  geometricos,  ele  estabelece  que  se  for  dada  uma  reta  horizontal  qualquer 
>’  = N entre  y ~ f(a ) e y ~ //),  como  na  Figura  9,  entao  o grafico  de  / nao  podera  pular 
sobre  a reta  - ele  precisara  interceptar  v = N em  algum  ponto. 

E importante  que  a funcao  / do  Teorema  10  seja  contmua.  O Teorema  do  Valor 
Intermediario  nao  e verdadeiro  em  geral  para  as  fungbes  descontfnuas  (veja  o Exercfcio  44). 

Uma  das  aplicacoes  do  Teorema  do  Valor  Intermediario  e a localizacao  das  raizes  de 
equagoes,  como  no  exemplo  a seguir. 


EXEMPLI!  9 g Mostre  que  existe  uma  raiz  da  equagao 

4ri  - 6.r  + 3-v  -2  = 0 

entre  l e 2. 

S0LUCA0  Seja/(x)  = 4a3  - 6a2  + 3a-  2,  Estamos  procurando  por  uma  solucao  da 
equacao  dada,  isto  e,  um  numero  c entre  1 e 2 tai  que  j\c)  — 0.  Portanto,  tomamos 
a = i , b = 2 e N = 0 no  Teorema  10.  Temos 

/(l)  = 4~6  + 3~2  = ~l  <0 

e /( 2)  = 32  - 24  + 6 - 2 = > 0 

Assim /(!)<()  </( 2),  isto  e,N  — 0 e um  numero  entre /(l)  e/{ 2).  Como/e  contmua 
uma  vez  que  e um  polinomio,  o Teorema  do  Valor  Interrnediario  estabelece  que  existe 
um  numero  c entre  1 e 2 tal  que /(c)  = 0.  Em  outras  palavras.  a equacao  Ax  - 6.r  + 3a  -2  = 0 
tern  pelo  menos  uma  raiz  c no  intervalo  (1 , 2). 

De  fato,  podemos  localizar  mais  precisamente  a raiz  usando  novamente  o Teorema  do 
Valor  Interrnediario.  Uma  vez  que 

/( 1 2)  = - 0,128  <0  e f(l3)  = 0,548  > 0 

uma  raiz  deve  estar  entre  1,2  e 1 ,3.  Uma  calculadora  fomece,  por  tentativa  e erro, 

/(1 ,22)  = - 0,007008  <0  e /{1 ,23)  = - 0,056068  > 0 

assim,  uma  raiz  esta  no  intervalo  ( 1 ,22,  1 ,23).  t" 

Podemos  usar  uma  calculadora  grafica  ou  computador  para  ilustrar  o uso  do  Teorema 
do  Valor  Interrnediario  no  Exemplo  9.  A Figura  10  mostra  o grafico  de/ em  uma  janela  de 
inspe^ao  [-1, 3]  por  [-3,  3],  e voce  pode  ver  o grafico  cruzando  o eixo  x entre  I e 2.  A 
Figura  1 1 mostra  o resultado  de  se  aplicar  o zoom , obtendo  a janela  de  inspegao  ( 1 2,  1 ,3] 
por  [-0,2,0,23. 
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FIGURA  10 


-0,2 

FIGURA  11 


De  fato,  o Teorema  do  Valor  Interrnediario  desempenha  um  papel  na  propria  maneira 
de  funcionar  desses  instrumentos  graficos.  Um  computador  calcula  um  numero  finito  de 
pontos  sobre  o grafico  e iiga  os  pixels  que  contem  os  pontos  ealculados;  ele  pressupde  que 
a funyao  e contmua  e liga  todos  os  valores  intermediarios  entre  dois  pontos  consecutivos. 
O computador,  portanto,  conecta  os  pixels  ligando  os  pixels  intermediarios. 
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1.  Escreva  uma  cquacao  que  exprcsse  o iato  de  que  uma  funcao  / 
e contfnua  no  niimero  4. 

t Se  / e contfnua  em  (-» . =°).  o que  voce  pode  dizer  sobre  sen 
grafico? 


3.  (a)  Do  grafico  de  /.  estabeleca  os  mimeros  nos  quais/e 
descontfnua  e explique  per  que. 

(b)  Para  cada  um  dos  numeros  estabelecidos  na  parte  (a), 
determine  s e/e  contfnua  a direita  ou  a esquerda,  ou  nenhum 
deles. 


4.  Do  grafico  de  g,  estabeleca  os  intervales  nos  quais  g e 
contfnua. 


(b)  Discuta  as  descontinuidades  da  funcao  e sua  significance 
para  alguem  que  use  o estacionamento. 

8.  Explique  por  que  cada  funcao  e contfnua  ou  descontfnua. 

(a)  A temperatura  em  um  local  especffico  como  uma  funcao 
do  tempo 

(b)  A temperatura  em  um  tempo  especffico  como  uma  funcao 
da  distaneja  em  direcao  a oeste  a partir  da  cifiade  de  Nova 
York 

(c  ) A altitude  acima  do  nfvel  do  mar  como  uma  funcao  da 

distaneja  em  direcao  a oeste  a partir  da  cidade  de  Nova  York 

(d)  O custo  de  uma  corrida  de  taxi  como  uma  funcao  da 
distancia  percorrida 

(e)  A corrente  no  circuito  para  as  luzes  de  uma  sala  como  um; 
funcao  do  tempo 

9.  Se /e  g forem  funcoes  contfnuas,  eom/(3)  — 5 e 

lim^3[2/(x)  - g(x)]  ~ 4.  encontre  g( 3). 

10-12  D Use  a definicao  de  continuidade  e propriedades  dos  limitei 

para  provar  que  a funcao  e contfnua  em  um  dado  niimero. 

10.  / (x)  = x*  + \jl  - x.  a.  ~ 4 

11.  fix')  ~ (x  + 2x:-)4 , a — 

12.  g(x)  = X~fl  , a = 4 

2.x-  - 1 

13-14  □ Use  a definicao  da  continuidade  e propriedades  de  iimites 

para  mostrar  que  a funcao  e contfnua  no  intervalo  dado. 

2x  + 3 

13.  fix)  — (2,°°)  4 

x-2 

14.  g(x)  = 2/3^7,  3] 

15-20  □ Explique  por  que  a funcao  e descontfnua  no  niimero  dado 

Esboce  o grafico  da  funcao. 


15. 

fix)  — In  |x  - 

-2| 

a ~ 

2 

1-L 

se  x ^ 1 

16. 

1 

It 

/ — , 

K 

a — 

1 

l2 

se  x - 1 

\e* 

se  x < 0 

17. 

ff-r)  = , 

a — 

0 

K 

se  x & 0 

5.  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  que  e contfnua  em  toda  a 
pane,  exceto  em  x ~ 3 e e contfnua  a esquerda  em  3. 

6.  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  que  tenha  um  salto  de 
descontinuidade  enu-2e  uma  descontinuidade  removfvel  em 
x = 4,  mas  e contfnua  no  restante. 

1 „ Um  estacionamento  cobra  $ 3 pela  primeira  hora,  ou  pane  dela, 
e $ 2 por  hora  sucessiva,  ou  parte,  ate  o maximo  de  $ 10. 

(a)  Esboce  o grafico  do  custo  do  estacionamento  como  uma 
funcao  do  tempo  decorrido. 


18.  f{x)  - 

19.  f(x)  - 


— _ — L.  se  x ^ 1 

\ x2  ~ 1 

1 1 se  x = 1 se  x = 1 

[x2  "-X-12 

— — se  x ?!  -3 

{ x + 3 


J ~5  se  x — -3 

20.  fix)  ~ f 1 + x2  se  x < 1 
|4-x  sex  a 1 


a — 1 


a ~ -3 


a — 1 
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iti?  21-23  n Explique,  usando  os  Teoremas  4.  5.  7 e 9.  por  que  a 
Jjjf  funcao  e continua  em  todo  o numero  era  seu  dominie.  Estabeleca 
odominio. 


21.  F(x)  = ~—-~— 7 

.v"  + 5-V  + 6 

23.  Ri,  v)  x2  + \j  2x  - 1 

25.  f(x)  = e'  sen  5x 
27.  Gf)}  = In  if  - 1 ) 


22.  G(x)  yjx  (l  + xJ ) 

, sen  .x 
24.  h (x)  = 

' ' v+1 

26.  Fix)  — sen  '(.v2  — 1) 
28.  H(x)  - cosje*) 


||  23-39  □ Localize  as  descontinuidades  da  funcao  e ilustre  com  um 
srafico. 


29.  v = - 


30.  y=  InftgTv) 


31-34  □ Use  a continuidade  para  calcular  o limite. 


31.  lim 


33.  lim  e*2 


32.  lim  senCr  -t-  sen  x) 


34.  lim  arctg  

•>  '••*2  ' \3.x‘  - 6.x 


35-36  □ Mostre  que/ 6 continua  em  (-x  , <»). 


35.  f(x) 


j sen  x se  x < ttM 
I COS  X se  -X  tt/4 


se  x 2s  1 


36.  f(x) 


37-39  O Encontre  os  pontos  nos  quais / e descon  tinua.  Em  quais 
desses  pontos / e continua  a direita,  a esquerda  on  em  nenhum 
deles?  Esboce  o grafico  de./ 

f 1 + x*  se  x ':iz  0 


37.  fix)  = J 2 - .v  se  0 x N 


;.x-2)2  sex >2 


a:  +1  se  x =£  1 

38.  fix)  ~ il/x  se  1<  x<  3 


Ix  + 2 se  x 0 

se  0 *£  x « 3 
2 - x se  x > l 


40.  A forca  gravitacional  exerckla  pela  Terra  sobre  uma  unidade  de 
massa  a uma  distancia  r do  centro  do  planeta  e 
’ GMr 

— ~t”  se  r < R 
GM 

— — se  r s R 
r " 

onde  M e a massa  da  Terra;  R e seu  raio;  e G e a const  ante 
gravitacional.  F e uma  funcao  continua  de  ;•? 


41.  Para  quais  vaiores  da  const  ante  r a funcao ft  continua 

{ -■■X-  . cc  )7 

f esc  -+■  j se  ;v  .* 
fix)  = j 

j esc"'  - 1 se  X ■>  o 

42.  Encontre  a constante  c que  torna  g continua  cm  {-:c  . x). 


(esc"  +20  sex  5*  4 

43.  Quais  as  seguintes  funcoes / tem  uma  descontinuidade 

removfvel  em  a?  Se  a descontinuidade  for  removivel.  encontre 
uma  funcao  g que  e igual  a /para  x #”«  e e continua  em  R. 

, . ...  . x*  - 2x  - 8 _ 

(a)  / (,y)  = , a - -2 

' ' x + 2 

(b)  fix)  — — ™,  a = 7 


(c)  /'(A  i 


a ■-  —4 


(d)  /(*)«=  — — , a = 9 

9 - x 

44.  Suponha  que  uma  funcao /seja  continua  em  [0,  1 j.  exceto  em 
0,25. e que /( 0)  = 1 e/(l)  = 3.  Seja  N — 2.  Esboce  dois 
graficos  possfveis  de/,  urn  indicado  que/  pode  nao  satisfazer  a 
conclusao  do  Teorema  do  Valor  Intermediary  e outro 
mostrando  que  /pode  satisfazer  a mesma  conclusao.  (Mesmo 
que  nao  satisfaca  as  hipoteses.) 

45.  Se/(.v)  = x5  - x2  + x,  mostre  que  existe  um  numero  c tal  que 

m - io. 

46.  Use  o Teorema  do  Valor  Intennediario  para  provar  que  existe 
um  numero  c positivo  tal  que  seu  quadrado  e igual  a c2  — 2. 
(Isso  prova  a existencia  do  numero  -l 2 .) 

47-50  D Use  o Teorema  do  Valor  Intermediary  para  mostrar  que 
existe  uma  raiz  da  equacao  dada  no  intervalo  especificado. 

47.  x4  + x - 3 - 0,  (1,2) 

48.  yfx  = .1  — x,  (0,1) 

49.  cos  x ~ x,  (0,1) 

50.  in  x ~ e \ (.1,2) 

51-52  .;  (a)  Prove  que  a equacao  tem  pelo  menos  uma  raiz  real. 

(b)  Use  sua  calculadora  para  encontrar  o intervalo  de  comprimento 
0,01  que  contenha  uma  raiz. 

51.  o’  - 2 - x 52.  x-  - x1  + 2x  + 3 = 0 

Ip  53-54  a (a)  Prove  que  a equacao  tem  pelo  menos  uma  raiz  real. 

(b)  Use  recursos  gnificos  para  encontrar  a raiz  correta  ate  a terceira 
casa  decimal . 

53.  x - ,r  - 4 - 0 54.  yfx-  5 = ----- 

x x-  3 

55.  Prove  que  ft  continua  em  a se  e somente  se 
lim  f(a+h)~f(a ) 

58.  Para  provar  que  seno  e continue,  precisamos  mostrar  que 
lmr.YJ  sen  x - sen  a para  todo  numero  real  a.  Pelo  Exercicio 
55  uma  afirmativa  equivalente  e que 


mm 
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lim  sen(«  + h)  ~~  sen  a 

k o 

Use  (6)  para  mostrar  que  isso  e verdadeiro. 

57.  Prove  que  o eosseno  e uma  fungao  contfnua. 

58.  (a)  Prove  a parte  3 do  Teorema  4. 

(h)  Prove  a parte  5 do  Teorema  4. 

59.  Para  que  valores  de  x a funcao  f 6 contfnua? 

fO  sex  e racional 
fix)  - J 

1 1 se  .v  e irracional 

60.  Para  que  valores  de  x a funcao  g e contfnua? 


g(.x) 


10  se  x e racional 
x se  x e irracional 


61.  Ex  isle  urn  numer0  que  e exatamente  um  a mass  que  seu  cubo? 

62.  (a)  Mostre  que  a funcao  valor  absoluto  Fix)  :=  l.r[  e contfnua 

cm  tod  a a parse. 

(b)  Prove  que  se/for  uma  fungao  contfnua  em  um  intervalo. 
entao  |/|  tambem  e. 

(c)  O inverso  da  afirmativa  da  parte  (b)  tambem  e verdadeiro? 
Em  outras  pa}avras,  se  |/j  for  contfnua,  segue  que/ 
tambem  e?  Se  for  assini,  prove  isso.  Caso  contrario, 
encontre  um  Contra -exemplo. 


83.  Um  monge  tibetano  deixa  o monasterio  as  7 horas  da  manha  e 
segue  sua  caminhada  usual  para  o topo  da  montanha,  chegando 
la  as  7 horas  da  unite.  Na  manha  seguinte.de  parte  do  topo  as 
7 horas  da  manha,  pega  o mesmo  caminho  de  volta  e chega  ao 
monasterio  as  7 horas  cla  node.  Use  o Teorema  do  Valor  Imer- 
mediario  para  mostrar  que  existe  um  ponto  no  caminho  que  o 
monge  vai  cruzar  exatamente  na  mesma  hora  do  dia  em  ambas 
as  caminhadas. 


Limites  no  Infinito;  Assmtotas  Horizontals 
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FIGURA  1 


Nas  Secoes  2.2  e 2.4  estudamos  os  limites  infinitos  e as  assfntotas  verticals.  La  tomamof 
x tendendo  a um  numero  e,  como  result  ado,  os  valores  de  y ficavam  arbkrari  ament  e 
grandes  (em  modulo).  Nesta  secao  vamos  tornarx  arbitrariamente  grande  (em  modulo)  t 
ver  o que  aeonteee  com  v. 

Vamos  comegar  por  analisar  o comportamento  da  funcao  /defmida  por 


/(■*)“ 


xz  -1 


quando  x fica  grande.  A tabela  ao  lado  fomece  os  valores  dessa  funcao  corretos  ate  a sextt 
casa  decimal,  e o graft co  de/feito  por  um  computador  esta  na  Figura  1 . 


Quanto  maior  o x,  mais  proximos  de  1 ftcam  os  valores  de  fix)-  De  fato,  temos  ; 
impressao  de  que  podemos  tomar  os  valores  de  fix)  tao  proximos  de  1 quanto  quisermo: 
tomando-se  x suficientemente  grande.  Essa  situagao  e expressa  simbolicamentt 
escrevendo 


Em  geral,  usamos  a notacao 


lim  ~~ — - = 1 
-V"  +1 


lim  f(x)  - L 


para  indicar  que  os  valores  de/(x)  ftcam  cada  vez  mais  proximos  de  L a medida  que  x fic; 


maior. 


'c  .'■if . ' • ' 


f 1 imi  l : ■ 

£d*tora  Tli  8S5SE0 


'V:'::-^'\' . V';-.;  :;  ' .-'•  ■ 


53  Seja/  uma  iiincao  defiriida  em  alguni  intervalo  (a,  -z).  Entao 
lim  fix)  = L 

ariamente  proximos  de  L 


significa  que  os  valores  de  fix 
tomando-se  x suficientemente  grande. 


Outra  notacao  para  lira,..,,,  /(>)  = i e 

fix)  — L quando  x <» 

O sfmboio  a>  nao  representa  urn  ntimero.  Todavia.  freqiientemente  se  le  a expressao 
iim  f{x)-  L como  “ 

“o  limite  de/(x),  quando  x tende  a infinito,  e L" 


ou 

ou 


**o  limite  de /(.*),  quando  x fica  infinito,  e L“ 

“o  limite  de/(.r),  quando  x cresce  sem  limitacao,  e L" 


O significado  dessas  frases  e dado  pela  Definicao  1 . Uma  defini^ao  mats  preeisa,  analogs 
aquela  de  e,  8 da  Seyao  2.4,  esta  dada  no  final  desta  secao. 

As  ilustrayoes  geometricas  da  Definicao  1 estao  na  Figura  2.  Note  que  existem  muitas 
formas  de  o grafico  de/aproximar-se  da  reta  y ~ L (chamada  assmtota  horizontal)  quando 
fazemos  x ir  bem  para  a direita. 


V 

\ 

k y 

y = L ;| 

v = L 

.V  = fix) 

0 

x 0 

.X 

Com  referenda  a Figura  1 , vemos  que  para  os  valores  de  x com  grande  valor  absolute, 
porem  negativos,  os  valores  de^  (x)  estao  proximos  de  1 . Fazendo  x decrescer  por  meio  de 
valores  negativos  sem  limitagao,  podemos  tornar/(x)  tao  proximos  de  1 quanto  quisermos. 
Isso  e expresso  escrevendo-se 


- .r  + 1 

A definicao  geral  e dada  a seguir. 


[z]  Definicao  Seja/uma  funcao  definida  em  algum  intervalo  (-<*  , a).  Entao 

lim  f{x)  = L 

significa  que  os  valores  de/(x)  podem  ficar  arbitrariamente  proximos  de  L. 
tomando-se  x suficientemente  grande  em  valor  absolute,  mas  negative. 


FIGURA  2 

Exemplos  ilustrando  Sim  f(x)  ~ L 
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Exemplos  ilustrando  lim  f(x)~L 
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Novamente.  o si  m bo  jo  — ^ nao  represen  ta  um  nimiero;  todavia.  a expressao  lim  /(x)  = L 
e frequentemente  lida  como 

”o  limite  de/(x),  quando  x tende  a menos  infinito,  e L" 

A Definicao  2 esta  ilustrada  na  Figura  3.  Note  que  o grafieo  aproxima-se  da  reta  y = L 
quando  olhamos  bem  para  a esquerda. 


j [3  j Befmscao  A reta  y = L e chamada  assmtota  horizontal  da  curva  y = f{x)  se  ou  j 

{ j 

I lim  fix)—  L ou  lim  fix)  — L i 

| .*■**■'  ' * — ' I 

I “ j 

— _____ — ...J 

Por  exemplo,  a curva  ilustrada  na  Figura  1 tem  a reta  y = 1 como  uma  assmtota  hori- 
zontal, pois 


Um  exemplo  de  uma  curva  com  duas  assmtotas  horizontais  e y = tg  lx  (veja  a Figura  4). 
De  fato. 


j 

lim  tg‘‘x—  - — 
2 

lim  tg_ix  — — S 

2 

: 

logo  ambas  as  retas  y ~ -tt/2  e y — tt/2  sao  assmtotas  horizontais,  (Isso  segue  do  fato  de 
que  as  retas  x = ±tt/2  sao  assmtotas  verticals  do  grafieo  da  tangente.) 


EXEMPLO  1 d Encontre  os  limites  infinifos,  limites  no  infinito  e assmtotas  para  a fun§ao 
/ cujo  grafieo  esta  na  Figura  5. 

SOLUQAO  Vemos  que  os  vaiores  de  fix)  ficam  grandes  quando  x -*-l  por  ambos  os 
lados;  logo 

lim  f (x)  = =» 

Observe  que/(x)  torna-se  grande  ern  valor  absoluto  (mas  negativo)  quando  x tende  a 2 a 
esquerda,  porem  grande  e positivo  quando  x tende  a 2 a direita.  Logo 

lim  f{x)  ----  -oo  e lim  fix)  - oo 


Assim,  ambas  as  retas  x — -1  e x ~ 2 sao  assmtotas  verticals . 

Quando  x toma-se  grande,  vemos  que  fix)  tende  a 4.  Mas  quando  x decrese  e,/(x) 
tende  a 2.  Logo 

lim  f{x)  = 4 e lim  fix)  ■-  2 


isso  significa  que  y = 4 e y — 2 sao  assmtotas  horizontais. 
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fcXEMPLO  2:  Encontre  ilm  e lim 

SO  LUC  AO  Observe  que  quando  x e grande.  \/x  e pequeno.  For  exe 
1 i 1 


ioo 


10.000  -=  0,0001  1 .000*000  - 0,000001 


De  fato,  tomando  x grande  o bastante,  podemos  fazer  1 /x  tao  proximo  de  0 quanto  qui- 
sermos.  Portanto,  con  forme  a Definicao  1 . temos 


lim 


0 


Raciocmio  analogo  mostra  que  quando  a e grande  em  valor  absoluto  (porem  negative), 
1/a  e pequeno  em  valor  absoluto  (mas  negativo);  logo  temos  tambem 


lim 


0 


FIGURA  6 


lim  — = 0.  lim  — = 0 


Segue-se  que  a reta  y = 0 (o  eixo  x)  e uma  assmtota  horizontal  da  curva  y = 1/a.  (Esta  e 
uma  hiperbole  eqiiilatera;  veja  a Figura  6.) 

Mu  it  as  das  Leis  do  Limite  que  foram  dadas  na  Secao  2.3  tambem  sao  verdadeiras  para 
os  limites  no  infinito.  Pode  ser  provado  que  as  Leis  do  Limite  listadas  na  Secao  23  (com 
excecao  das  Leis  n--  9 e JO)  sdo  tambem  vdlidas  se  “x  — » a''  for  substituido  par  "x  oo” 
on  “a  -*  -3C'5.  Em  particular,  se  combinarmos  as  Leis  n®  6 e 1 1 com  o resultado  do  Exem- 
plo  2.  obteremos  a seguinte  regra  importante  no  ealculo  de  limites. 


ieorema  Se  r > 0 for  um  niimero  racional,  entao 


lim  — - ~ 0 


Se  r > 0 for  um  niimero  racional  tal  que  x'  seja  definida  para  todo  a,  entao 


lim  — = 0 

— ® xr 


bXEMPLO  3 i Calcule 


*■-*=  5x2  + 4x  + 1 

e indique  quais  as  propriedades  de  limites  que  foram  usadas  em  cada  etapa. 

S0LUCA0  Como  a cresce  indefinidamente,  ambos,  o numerador  e o denominador, 
tambem  crescem  indefinidamente,  logo  nao  e nada  obvio  o que  ocorre  com  a razao  entre 
eles.  Para  eliminar  essa  indeterminacao,  precisaremos  preliminarmente  manipular 
algebricamente  a expressao.  Para  calcular  o limite  no  infinito  de  uma  funcao  racional, 
primeiro  dividimos  o numerador  e o denominador  pela  maior  potencia  de  a que  ocorre 
no  denominador.  (Podemos  assumir  que  a -f  0,  uma  vez  que  estamos  interessados  ape- 
nas  em  valores  grandes  de  a.)  Nesse  caso  a maior  potencia  de  a no  denominador  e a2; 
logo,  temos 
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lim 


lim  ■ 


,SX~  -r  4;V  4 ! 


lim  — 2L 

>-*  c 4 


lim  3 - -■  - - / 

1 X .X* 


Hm  5 


4 1 


lim  3 -lim -2 lim - 

'f  *-*»  x" 


lim  5 + 4 lim - 4- lim ^ 

*-*  *-**  x *-*  x" 


i 


V 


3-0-0 
5 + 0 + 0 

3 

5 


(Pel a Lei  n- 
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3xJ  - x — 2 
OX  4 4x  4 1 


Um  calculo  analogo  mostra  que  o limite  quando  x~*  ~°o  e tambem  | . A Figura  7 ilustra  o 
resultado  desses  caleulos  mostrando  eomo  o grafico  da  funcao  racional  dada  aproxima-se 
da  assintota  horizontal  y — | . % 


EXEMPLO  4 □ Determine  as  assfntotas  horizontal  e vertical  do  grafico  da  funcao 


/(*)  = 


4lx2  41 
3x  - 5 


SOLUgAO  Dividindo  o numerador  e o denominador  por  x e usando  as  propriedades  de 
limites,  temos 


r v2x2  4 1 ]j 
hm hm  — 


2 4 

X" 


(uirta  vez  que  w - x para  x > 0) 


lim  y 2 4 •••• 


y lim  2 4 Hm 


lim 


f3- 


lim  3-5  lim 


v2  4Q  _V2 

3-5  - 0 3 


Port  an  to.  a reta  V 2/3  e uma  assmtota  horizontal  do  grafico  de/. 

_ Computando  o limite  quando  x -*  devemos  lembrar  que,  para  x < 0,  temos 
4~x‘  = |x|  = -x.  Logo,  quando  dividimos  o numerador  por  x,  para  x < 0,  obtemos 

- 4lxl  4 1 - _ ~L  V2xz  +1  - - , 1 2 4 
4 
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Portanto 


lim 


V2x"  + j 


. /2 


,12+  lim 


3 ~5  lim 
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V2x~  + 1 
" 3.r  - 5~ 


vV4 

■ 

•V  = f 

\ 

\ 

\ 

— ~ — - — “ 

X 

II 

7*-. 

\ 

\ 

\ 

1 

5 

x ~ 'r 

Dessa  forma,  a reta  >•=->/ 2/3  e tambern  uma  assmtota  horizontal. 

Uma  assmtota  vertical  provavelmente  ocorre  quanclo  o denominator,  3.r  - 5.  e 0,  isto 
e,  quando  x ~ | . Se  x estiver  proximo  de  § e x>  l , entao  o denominador  esta  proximo  de 
0,  e 3x  - 5 e positivo.  O numerator  v'2x2  + \ e sempre  positive,  logo  f(x)  e positivo. 
Portanto 


® Podemos  pensar  na  fungao 
introduzida  como  tendo  denominador 


s/Zx2  +1 
hm  — 

-<s/3>"  3*  _ 5 


Se  x estiver  proximo  de  ji,  mas  x>  § , entao  3x  - 5 < 0,  logo/(x)  e muito  grande  em 
valor  absoluto  (porem  negativo).  Assim 


A assmtota  vertical  e x = f . Todas  as  tres  assfntotas  estao  mostradas  na  Figura  8 
EXEMPLO  5 


Compute  lim [ vx  + 1 - x j. 

S0LUQA0  Como  dx2  +1  e x sao  grandes  quando  x e grande,  e dificil  ver  o que  acontece 
com  sua  diferenca;  logo,  usamos  a algebra  para  reescrever  a funyao.  Vamos  primeiro 
multiplicar  o numerador  e o denominador  pela  conjugada  radical: 

1 'Jx2  +1  + X 
X 


lim 


n j \lx2  + 1 - .r  j = lim  | _ x j 


Vx2+i 

f x2  + 1 ) - x2 

- lim-^==s=== = lim  ■ 


V x2  + 1 + x v ;t£  + 1 + x 

O Teorema  do  Confronto  poderia  ser  usado  para  mostrar  que  esse  limite  e 0.  Mas  um 
metodo  mais  facil  e dividir  o numerador  e o denominador  por  x.  Fazendo  isso  e usando 
as  Leis  do  Limite,  obtemos 


lim  ( \Lx2  + 1 - x j Hm  — p=L=— - - = lim 

'r  *x  ^ v Jf4,  + 1 -+■  v r—>  '-  ^ j r<- 


Vx”  + 1 + x 

X 


lim 


— --  lim  • 


0 


| j + 1.  ] v 1 + 0 + 1 


A Figura  9 ilustra  esse  resultado. 


O grafico  da  fungao  exponencial  natural  y = ex  tem  a reta  v = 0 (o  eixo  x)  como  uma 
assmtota  horizontal.  (O  mesmo  e verdadeiro  para  qualquer  funcao  exponencial  com  base 


FtGURA  10 


a A estrategia  problema-solugao  para  o 
Exemplo  6 esta  em  Introduzindo 
Alguma  Coisa  Extra  (veja  a pagina  7S>. 
Aqui,  a alguma  coisa  extra,  a ajuda  au- 
xiliar,  e a nova  variavei  t. 
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a > 1.)  De  fato;  da  Figura  10  e da  label  a dos  v a]  ores  correspond  entes  venrps  que 


; 8 ; : lim  es 

Note  que  os  valores  de  ex  tendem  a 0 muito  rapidamente. 


v = e‘ 


EXEMPLO  6 : Calcule  lim  ev\ 

x^tr 

S0LUQA0  Se  tomarmos  t ~ 1/x,  sabemos  que  / quando  x~*0~.  Conseqiientemente, 
por  (6)  , 

lim  e*''"  = Jim  e'  = 0 

x--&" 

(Veja  o Exercicio  67.) 

EXEMPLO  7 g Calcule  lim  sen  x. 

S0LUQA0  Quando  x cresce,  os  valores  de  sen  x osciiam  entre  1 e -1  um  numero  infinito  de 
vezes;  logo,  eles  nao  tendem  a qualquer  numero  defimdo.  Assim,  lim.*-»  sen  x nao  existe. 

. f Limites  Infinitos  no  Infinito 

A notacao 

lim  f(x)=  00 

e usada  para  indicar  que  os  valores  de  f{x)  tornam-se  tao  grandes  quanto  x.  Significados 
analogos  sao  dados  aos  seguintes  simbolos: 

lim  f (x)  = lim  / (x)  = - oc  lim  f (x)  = _ oo 

EXEMPLO  8 ::  Encontre  Hmrelim.r. 

S0LU£A0  Quando  x toma-se  grande, Xs  tambem  fica  muito  grande.  Por  exemplo, 

103  = 1.000  1003  -■=  1.000.000  1.0003  = 1.000.000.000 

Na  realidade,  podemos  fazerx3  tao  grande  quanto  quisermos  tomando  x grande  o sufi- 
ciente.  Portanto  podemos  escrever 

lim  x 3 = -=» 
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Analogamente,  quando x e muito  grande  era  modulo  (porem  negativo).x;:  tambem  o e. 
Assirn, 


E.ssas  alii macoes  sobre  o hmite  tambem  podern  ser  vistas  no  grafico  de  v = .x  da 
Fisura  1 1 . 


Olhando  para  a Pigura  10  vemos  que 


lim  x''  = « lim  x3  = - oo 


mas,  c'omo  demonstra  a Figura  1 2,  y — e'  torna-se  grande  mais  rapidamente  que  y x7 
quando  x —>  oo. 


FIGURA  12 
Para  grandes  valores  de  x,  e' 
e muito  major  que  :r‘ 


/ 

/ v - x-' 


EXEMP10  9 □ Encontre  lim{x2-x) 


S0LUQA0  Note  que  nao  podemos  escrever 


lim  (x3  - x ) “ lim  x3  - lim  x 


A Lei  do  Limite  nao  pode  ser  aplicada  para  os  limites  infinitos,  pois  =»  nao  e urn  niimero 
(nao  podemos  deftnir  » - oc).  Contudo,  podemos  escrever 

lim  (x‘  - x J = lim  x(x  - 1 ) = oc 

porque,  como  vex-  1 tornam-se  arbitrariamente  grandes,  o rnesmo  acontece  com  seu 
produto, 

EXEPPLO  10  □ Encontre  lim  - — — _ 

3 - x 

S0LUQA0  Como  no  Exemplo  3,  vamos  dividir  o nttmerador  e o denominador  pela  poten- 
cia  mais  elevada  do  denominador,  que  e justamente  x: 

lim  — = lim  ' — - - oo 

3-x  3 , 


pois  x + 1 oo  e 3/x  - l->  — 1 quando  x~*oo. 
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O proximo  exemplo  mostra  que  usando  o liraite  infinito  no  infinite.  junto  com  o inter- 
eepto,  podemos  obter  uma  ideia  aproximada  do  grafico  de  urn  polinomio  sem  ter  de  dese- 
nhar  um  grande  numero  de  pontos, 

EXEMPLO  11  Esboce  o grafico  de  y ~ (x  - 2)4(x  + 1 f (x  - 1)  achando  seus  interceptos 
e seus  limites  quando  x <»  e quando  x 

S0LUQA0  O intercepto  y e f(Q)  ~ (— 2)4(  1)3(— 1)  = -16,  e o intercepto  x e encontrado 
fazendo-se  y — 0:  x = 2,  -1 , 1 . Note  que  corno  (x  — 2)4  e positivo,  a funqao  nao  muda  de 
sinal  em  2;  assim,  o grafico  nao  cruza  o eixo  x em  2.  O grafico  eruza  o eixo  em  -1  e 1 . 
Para  os  valores  grandes  de  x,  todos  os  tres  fatores  tambem  sao  grandest  logo, 

lim(x  - 2)4(x  + If  (x  - 1 ) = oc 

quando  os  valores  de  x tiverem  um  modulo  grande,  porem  negatives.  o primeiro  fator 
sera  positivo  e grande,  ao  passo  que  o segundo  e o terceiro  fatores  tern  grande  valor 
absoiuto.  porem  sao  negativos.  Portanto 

lim(x  - 2)4(x  + 1 fix  - 1 ) = co 

Combinando  essas  informaqoes,  damos  um  esboqo  do  grafico  na  Figura  13. 


FiGURA  13 


| Dcfini^oes  Precisas 

Podemos  estabelecer  precisamente  a Definipao  1 da  seguinte  fonna. 

J 7]  Delmteao  Seja / uma  funcao  delinida  em  algum  intervalo  (a.  oo ) . Entao 

lim  f(x)  — L 

significa  que  para  todo  e > 0 existe  um  correspondente  numero  N tal  que 
| /(x)  - L ,<  s sempre  que  x > N 


Em  palavras,  isso  estabelece  que  os  valores  de /(x)  podem  ficar  arbitrariamente  proxi- 
mos  de  L (dentro  de  uma  distancia  e,  onde  e e qualquer  numero  positivo),  bastando  ape- 
nas  tomar  x suficientemente  grande  (rnaior  que  N,  onde  N depende  de  e).  Graficamente 


5 Thsfsson 


isso  quer  dizer  que  escolhendo  x suficientemente  grande  (maior  que  a] gum  numero  N) 
podemos  fazer  o grafico  de / ficar  entre  duas  retas  horizontais  dadas'v  = L - ^ e v = L + e. 
co mo  na  Figura  14.  isso  deve  ser  verdadeiro  nao  importando  quao  pequeno  seja  «.  A 
Hgura  15  indica  que  se  for  eseolhido  o menor  valor  de  e,  entao  sera  n.eeessario  maior  valor 
para  N. 


i v = L + e 


v - L - e 


y=Ax) 


:r  \f(x)  esia 
_ j aqui 


FIGURA  14 
lim  f(x)  = L 


Quando  x esta  aqui 


:IGURA  15 


L I v-L+e 


v = L-  e 


! = L Ana 


y =../(*) 


Analogamente,  pode  ser  dada  uma  versao  precisa  da  Definite  2 pela  Definicao  8,  que 
esta  ilustrada  na  Figura  16. 


L§J  Definigao  Seja/ uma  funcao  definida  em  algum  intervalo  (-00  , a).  Entao 

lim  f(x)  — L 

x -»■*« ac 

significa  que  para  todo  e > 0 positivo  existe  uin  correspondente  numero  N tal  que 
I f(x)~L  I , < e sempre  que  x < N 


FIGURA  16 
lim  f(x)  --  L 


y = fix) 


No  Exemplo  3 calculamos  que 


V — />-!-£ 


y ~ f ■■■  £ 


xr  ~ x-  2 _ 
5x2  + 4_t  + 1 5 


No  proximo  exemplo  vamos  usar  urn  recurso  grafico  para  relacionar  isso  com  a Definigao 
7,  sendo  L-  f e £ - 0,1 . 
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fcXt&ir'ii;  m Use  ura  granco  para  encontrar  um  numero  /V  tai  que 
i 3x“  — x — 2 

j— — — — ---  - 0,6  < 0,1  sempre  que  x > N 

] jX  j 

S0LUQA0  Vamos  escrever  a desigualdade  dada  como 

3 x~  — x — 2 

0.5  < - — <0.7 

5xc  + 4.r  + 1 


/ _ ,,3x0r_*-r...?_ 

f ' Sx ' 4x  + I 


Precisamos  determinar  os  valores  de  x para  os  quais  a curva  dada  fiea  entre  as  retas 
horizontals  v - 0,5  e y = 0,7.  Assim.  fazemos  o grafieo  da  curva  e dessas  retas  na 
Figura  17.  Entao  usamos  o cursor  para  estimar  que  a curva  cruza  a reta  y — 0,5  quando  * » 6,7. 
A direita  desse  numero  a curva  fica  entre  as  retas  y — 0,5  e y — 0,7.  Arredondando. 
podemos  dizer  que 


3jt  - x- 2 
5x'  + 4.x  + 1 


0,6  <0,1  sempre  que  x > 1 


Em  outras  palavras,  para  e ~ 0,1  podemos  escolher  N = 7 (ou  qualquer  numero  maior) 
na  Defin^ao  7. 


EXEMPLI)  13  :::  Use  a Definiyao  7 para  provar  que  lim  — = 0. 

.«•-**  X 

S0LUQA0 

1,  Andlise  Preliminar  do  Problema  (urna  conjectura  sobre  um  valor  para  A0.  Dado 
e > 0,  queremos  encontrar  N tai  que 

- - 0 < e sempre  que  jc  > N 
x 

Ao  computar  esse  limite  podemos  super  jc  > 0,  nesse  caso, 


Lx  x x 


Portanto,  queremos 


<e  sempre  que  x > N 


isto  e,  x > - sempre  que  x > N 

e 

Isso  sugere  que  devemos  tomar  N = 1/e. 

2.  Provo  (provando  que  esse  N fundona).  Dado  e > 0.  escolhemos  N = I/e.  Seja 
x > N.  Entao 

1 „ 0 - 1 - 1 < 1 = , 
x lx|  x N 


Assim 


- - Oj  < e sempre  que  x > N 

jx  j 
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01  /V  = 1 


:IGURA  18 


Logo,  pel  a Delink  ao  7,. 


lim  — - 0 

,,^y;  X 


A Figura  18  ilustra  a prova  mostrando  alguns  valores  cle  8 e os  vaiores  c one  spoil  dentes 
de  N. 


£ = 0,2  L. 
I of 


N ~ 5 a- 


‘1 

c=  0,1  I 

! 

f 

N = If) 

\ 1 
\ i 

\ l 
\ 

i \ 
i i 

5 

Finalmente,  notamos  que  pode  ser  definido  um  limite  infinite)  no  infinito  da  forma  a 
seguir.  A ilustracao  geometrica  esta  dada  na  Figura  19. 


[9j  Defimicao  Seja / uma  funcao  definida  em  algum  intervalo  (a,  *).  Entao 

Vim  fix)  - oc 


FIGURA  19 
lim /(a)  = oo 


n x signilica  que  para  todo  positive)  M existe  um  correspondente  numero  positivo  N tal 
que 

/(a)  > M sempre  que  x > N 


Definieoes  analogas  podem  ser  ieitas  quando  o simbolo  °o  e substitut'd©  por  -oo  (veja 
o Exerefeio  66). 


Exercicios 


1.  Explique  com  suas  palavras  o significado  de  cada  um  dos  itens 
que  se  seguem. 

(a)  lim  f(x)  = 5 (b)  lim  fix)  ~ 3 

2.  (a)  O grafico  de  v = fix)  pode  interceptar  uma  assmtota 

vertical?  E uma  assmtota  horizontal?  Uustre  com  graficos. 

(b)  Quantas  assintotas  horizontals  pode  ter  o grafico  de  y = f 
(a)?  I lustre  com  um  grafico  as  possibilidades. 

3.  Para  a funpao/,  cujo  grafico  e dado,  determine  os  limiles. 


(a)  lim  f(x)  (b)  lim/fx)  (c)  lim  f(x) 

jf-*2  x~>~-r  .>->  i+ 


(f)  Determine  as  equacoes  das  assintotas. 

! : 1 v*  if 


(d)  lim  fix)  (e)  lim  f(x) 
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CAPiTULO  2 


Para  a fungao  a.  cujo  gra.fi co  e dado,  determine  o que  se  pede. 
(a)  lim  g(x)  (b)  lim  g(x) 

(c)  Jim  g(x)  (d)  lim  g(x) 

(e)  !inw/(.\ ) 

(f)  As  equacoes  das  assfntotas 


k I i \ 


5-8  □ Esboee  o grafico  de  um  exempfo  de  lima  funcao/que 
satisfa^a  a todas  as  condieoes  dadas. 

5.  f(x)  = 0,  fix)  = 1,  lim  fix)  = 0 / e fmpar 

x 

6,  lim  fix)  = 00 , lim/(x)  = -oo,  lim  fix)  ~ I, 
lim/(.v)  = 1 

7.  lim/(x)  = -«>,  lim  fix)  = lim/(x)  ~ 0, 
lim/(x)  = oo,  lim  /(x)  = -a> 

,r^0+  x-*0" 

8,  lim/(x)  = <»,  lim  fix)  ~ 3,  lim  fix)  = -3 


||  9.  Fa?a  uma  conjectura  sobre  o valor  do  Iimite 

r *2 

lim  — 

2X 

calculando  a funcao/'(r)  = x72‘  para  x = 0,  1, 2,  3, 4, 5.  6. 7. 
8.  9. 10,  20,  50  e 100.  Entao  use  o grafico  de/para  sustentar 
sua  conjectura. 

||  10.  (a)  Use  o grafico  de 


para  estimar  o valor  de  lim x„>c_/(x)  correto  ate  a segunda 
casa  decimal. 

(b)  Use  a tabela  de  valores  de  fix ) para  estimar  o Iimite  ate 
quat.ro  casas  decimals. 

11-12  c Calcule  o Iimite  e justifique  cada  passagem  indicando  a 
propriedade  apropriada  dos  limites. 

3x2  - x + 4 /12x3-5x  + 2 

11.  2 . O 12.  \j  — — — — — — ~— 


mcontre  o Iimite, 


13.  lim 

— 2x  + 3 

1 - X - X2 

15.  lim — t 

“ 2x2  ~ 7 

x3  + 5x 

17.  lim — 

2x  - x~+  4 

4a  -f  5 

19.  Jim-; r? r 

(«^2)(2,t-l) 

V9xfc-x 

21,  lim — 

x + 1 

23.  limj  \/9xr+x-3x| 


1a  3x+5 

x — 4 

2 -3v2 
16.  lim--~- — - — 

y-.-v,  \ y -f.  4j  > 

„„  ..  /2  + 2 

18.  fim  — 

+ 1 - 1 

i • x 4-  2 

20.  lim  “=======• 


22.  lim 


4 9x6  - x 


23.  lim  | f 9x  + x ~ 3x  j 24.  lim  |x  + yx2  + 2x 

25.  lim  | s/x2  f (7.x  - Vx2  + /?x  j 26.  lim  cos  x 

21  • 28.  lim  4x 

29.  lim(x-Vx)  30.  lim™ — ~X  , ^ 

31.  lim  (x4  + x3  ^ 32.  lim  tg  1 ^x2  - x4  ] 


30.  lim 


x"  - 2.x  + 3 


l lim  tg-Mx2  -x‘M 

X -*  :x:  ^ ' / 


33.  lim 


1 - xz  + x 


34.  lim  e*: 


Hi  35.  (a)  Estime  o valor  de 

lim  j Vxz  + x + 1 + xj 

por  meio  do  grafico /(x)  = \Lx2  + x +7  + x. 

(b)  Use  uma  tabela  de  valores  d e/(x)  para  fazer  uma 
conjectura  sobre  o valor  de  Iimite. 

(c)  Prove  que  sua  conjectura  esta  correta. 

1136.  (a)  Use  o grafico  de 

fix)  « 4~3x2  + 8x  + 6 - \hx2+3x  + 1 

para  estimar  o valor  de  lim.-**,  fix)  com  uma  casa 
decimal. 

(b)  Use  uma  tabela  de  valores  de  fix)  para  estimar  o Iimite 
com  quatro  casas  decimais. 

(c)  Encontre  o valor  exato  do  Iimite. 

37-42  C Encontre  as  assfntotas  horizontal  e vertical  de  cada  curva. 
Confira  seu  trabalho  por  meio  de  um  grafico  da  curva  e das 
estimativas  das  assfntotas. 


x‘+  3x-  10 


2x  +5x-8 


1 + 4x2  + 3x~ 


tlx4 1 


v 4x* + 3x 
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□ caiculo 

IfUSWS  "Vvr  : 


(t^v  ijv : " r-,  ^ ^ y*  • ,» 

43.  Encontre  uma  formula  para  a tuncao / que  satisiaca  as 
seguintes  condicoes: 

lim  fix)  = 0, . lim/(.v)  - -cc.  /( 2)  = 0, 

t-J»0 

lim  fix)  ~ «,  lim  i Cv)  = -* 

44.  Encontre  uma  formula  para  uma  funcao  que  tenha  por  assfnto- 
tas  verticals  ,x  — 1 e x = 3,  e por  assmtota  horizontal  v = i . 

45-48  c Encontre  os  limites  quando  x — » «=■  e quando  .x  ~>~cc , Use 
essa  infonnaqao.  bem  como  os  interceptos.  para  fazer  um  esboco 
do  grafico,  como  no  Exemplo  1 1 . 

45.  v = x%x  - 2){  1 - jr) 

45.  y = (2  + xfi  1 - x)(3  - x) 

47.  y = (x  + 4)5(.x  - 3)" 

48.  y = (1  -_r)(.r-3 )\x  ~ 5f 


49.  Use  o Teorema  do  Confronto  para  determinar  lim 


5S 

as 


(b)  Fa? a um  grafico  de  fix) 
cmza  a assmtota? 


(sen  x)lx.  Quantas  vezes  o grafico 


fSS 


50. 


Por  comportamento  final  de  uma  fun?ao  queremos  indicar  uma 
descricao  do  que  acontece  a seus  va lores  quando.tr  — *■<»  e 
quando  x — »~oc. 

(a)  Descreva  e compare  o comportamento  final  das  funcoes 


Pi, x)  = 3x5  - 5x’  + 2.x 


Q(x ) = 3.x5 


2.  2] 


51. 


52. 


53. 


54. 


por  meio  do  grafico  de  ambas  nas  janelas  de  inspecao 
por  [—2, 2]  e f~ 10, 10]  por  [-  10.000, 10.000]. 

(b)  Dizemos  que  duas  funcoes  tern  o mesmo  comportamento 
final  se  sua  razao  tende  a 1 quando  x ->  «=.  Mostre  que  P e 
Q tem  o mesmo  comportamento  final. 

Seja  P e Q polinomios.  Encontre 

— fi« 

se  o grau  de  P for  (a)  menor  que  o grau  de  Q e (b)  maior  que  o 
grau  de  Q. 

Fa?a  um  esboco  da  curva  y = xf  (n  inteiro)  nos  seguintes  casos: 
(i)  n ~ 0 (ii)  n > 0,  n fmpar 

(iii)  n > 0,  n par  (iv)  n < 0?  n fmpar 

(v)  n < 0,  n par 

Entao  use  esses  esbo?os  para  encontrar  os  seguintes  limites: 

(a)  lim  x"  (b)  lim  x” 

X-*(P~  X’+CT 

(c)  lim  x" 

Encontre  lim , 


(d)  lim  x' 


~f(x)  se 
4.x 


< f(x)  ■ 


4.x"  + 3.x 


para  todo  x > 5 . 


(a)  Um  tanque  contem  5.000  litros  de  agua  pura.  A salmoura 
contendo  30  g de  sal  por  litro  de  agua  e bombeada  para 
dentro  do  tanque  a uma  taxa  de  25  L/min.  Mostre  que  a 


concemracao  de  sal  apds  t minutos  fern  gramas  por  litre)  e 

..  30? 

200  + / 

(b)  O que  acontece  com  a concentracao  quando  t— > 

55.  Seremos  capazes  de  mostrar  no  Capitulo  9 do  Volume  II  que. 
sob  certas  condicoes,  a velocidade  vif)  de  uma  gota  de  chuva 
caindo  no  instante  1 6 

v(t)  = r-{  1 - e-*~) 

onde  g e a ace]era?ao  devida  a gravidade;  e v*.  a velocidade 
final  da  gota. 

(a)  Encontre  lim v(f). 

Si  (b)  Fa?a  o grafico  de  vit)  se  v*  = 1 m/s  e g — 9,8  m/s\  Quanto 
tempo  levant  para  a velocidade  da  gota  atingir  99%  de  sua 
velocidade  final? 

!|  56.  (a)  Fazendo  os  graft  cos  de  y ~ e - x/10  e v : 0,1  na  mesma 
tela  descubra  quao  grande  voce  precisara  tomar  x para  que 
e"‘n0  < 0.1 . 

(b)  A parte  (a)  pode  ser  resolvida  sent  usar  um  rectirso  grafico? 

Hj  57.  Use  o grafico  para  encontrar  um  numero  N tal  que 

1 6.xJ  + 5.x  - 2 


2.r  - 1 
SS  58.  Para  o liirtite 


< 0,2 


sempre  que 


x > N 


lim 


94.x-  +J_ 
.x  + 1 


ilustre  a Definiyao  7,  encontrando  os  valores  de  N correspon- 
dentes  a r = 0,5  e r = 0.1 . 


59.  Para  o limite 


lim 


94.x"  + 2 
.x  + 1 


ilustre  a Definicao  8.  encontrando  os  valores  de  N correspon- 
dentes  a e — 0,5  e e — 0.1 . 


60.  Para  o limite 


lim 


2.x + 1 


61. 


fix  + 1 

ilustre  a Definicao  9,  encontrando  um  valor  de  N correspondente 
a M — 100. 

(a)  De  que  tamanho  devemos  tomar  x para  que  1/jt  < 0,0001? 

(b)  Tomando  r = 2 no  Teorema  5,  temos  a igualdade 


lim 


0 


62. 


Prove  isso  diretamente  usando  a Definicao  7. 

(a)  De  que  tamanho  devemos  tomar  .x  para  que  If  fix  < 0,0001 ' 

(b)  Tomando  r — ] no  Teorema  5,  temos  a igualdade 

lim— = 0 

Prove  isso  diretamente  usando  a Definicao  7. 
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§g|  53.  Use  a Definicao  8 oara  provar  que  lim  — ;1T  0. 

$->■!'  : “ * — * .x 

giM  84.  Prove,  usando  a Definicao  9.  que  lim = =°. 

85.  Use  a Definicao  9 para  provar  que  lim  e*  cc- 

86.  Fonnuie  precisamente  a definicao  de 

lim  fix)  --  -&> 


Entao  use  sua  definicao  para  provar  que 


67.  Prove  que 


lim  ( 1 + .U)  = -v- 


lim  fix)  --  lim /(!.//) 
lim  fix)  = lim  /'( 1 //) 


se  esses  limites  existirem. 


.7  Tangentes,  Velocidades  e Outras  Taxas  de  Variacao 


Na  Se^ao  2.1  estimamos,  com  base  em  inform  acoes  numericas,  as  inclina^oes  das  reta; 
tangentes  e as  velocidades.  Agora  tendo  ja  defmido  limite  e aprendido  como  cajcula-los 
retomarnos  a esses  problemas  com  a capacidade  de  realmente  computar  as  inclinacoes  da 
tangentes,  velocidades  e outras  taxas  de  variacao. 

L..J  Tangentes 

Se  uma  curva  C tiver  uma  equacao  v = fix)  e quisermos  eneontrar  a tangente  a C em  un 
ponto  P(a,f(a)),  consideramos  um  ponto  vizinho  Q(x,  fix)),  onde  x a , e calculamos  . 
inclinacao  da  reta  secante  PQ : 

fix)  - f(a) 


Entao  fazemos  Q aproximar-se  de  P ao  longo  da  curva  C ao  obrigar  x tender  a a.  Se  mf 
tender  a um  numero  m,  entao  definimos  a tangente  t como  a reta  que  passa  por  P e ten 
inclinacao  m.  (Isso  implica  dizer  que  a reta  tangente  e a posi^ao-limite  da  reta  secante  P( 
quando  Q tende  a P.  Veja  a Figura  1 .) 


F1GURA  1 
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i. .Li  A reta  fangente  a ama  curva  y = f(x)  em  urn  ponto  P(a).fia)  e a 

reta  por  P que  tem  a inclinacao 


m lim 


j (-f)  - f(a) 


x - a 


| desde  que  esse  Jixnite  exista. 


Em  nosso  primeiro  exemplo  vamos  confirmar  uma  conjecture  que  foi  feita  no  Exemplo  1 
daSecao2J. 

EKEPPLO  1 :•  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a parabola  v = no  ponto  PCI , 1). 
SOLUgAO  Temos  aqui  a = 1 e/( x)  = ,r\  logo  a inclinacao  e 

A"™!  X ~\  X~l 

^JxzDOlll 

*-*'  x~l 
~ lim  (x  + 1 ) = 1 + 1 - 2 


G A forma  ponto-inclinapao  da  equapao  Usando  a forma  ponto-inclinagao  da  reta,  encontramos  que  uma  equaqao  da  reta  tangente 

da  reta  por  um  ponto  lxu  yd  com  uma  ei]Q  (]  J^)  g 


inclinapao  m e 

y ■■■■■  Vj  mix  - A j) 


y — 1 = 2 (or  — 1 ) ou  y = 2.r  - ! 

Ajgumas  vezes  nos  referimos  a inclinacao  da  reta  tangente  como  a inclinacao  da  curva 
no  ponto.  A ideia  por  detras  disso  e que,  se  dermos  um  grande  zoom  em  direpao  ao  ponto, 
a curva  aparentara  ser  uma  reta.  A Figura  2 ilustra  esse  procedimento  para  a curva  v = x2 
do  Exemplo  1.  Quanto  mais  forte  for  o zoom , mass  indistinguivel  da  reta  tangente  sera  a 
parabola. 


1.5 


i..l 


A 


(1,1) 


/a,  i) 


0,5  ‘ ‘ 1,5 

FIGURA  2 

Um  zoom  cada  vez  mais  forte  sobre  a parabola  y - .r2  em  direcao  ao  ponto  (1,  1) 


0,9 


1,1 


Ha  outra  expressao  para  a inclinacao  da  reta  tangente,  as  vezes  mais  facil  de  ser 
usada.  Seja 


h — x - a 


Entao 


x = a + h 


FIGURA  3 


I 
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logo  a inclinacao  da  reta  secante  PQ  e 

f {Q  h')  ~~  ( Q } 

nipn  = — 

' 5/  h 

(Veja  a Figura  3,  na  qua]  esta  ikistrado  o caso  h > 0 e Q esta  a direita  de  P.  No  caso  de 
h < 0,  o ponto  Q estara  a esquerda  de  P.) 


Observe  que  quando  x tende  a a,  h tende  a 0 (pois  h = x - «);  assim,  a expressao  pan 
a indinacao  da  reta  tangente  na  Defini^ao  1 fica 


m = lim  = 

k —o 


f(a  + h)~f(a ) 


EXEMPLO  1 Encontre  uma  equa^ao  da  reta  tangente  a hiperbole  y = 3/x  no  ponto  (3. 1). 
S0LUQA0  Seja/Cr)  = 3 lx.  Entao  a indinacao  da  reta  tangente  em  (3,  1)  e 


m = lim 

A-0 


/(3  ~ h)  - /(3) 
h 


~ lim 


3 

3 ~+h 


lim 

k-*0 


■(3  + h) 
3 + h 


= lim  = lim 

h~’°  h(3  + h)  A-'-° 


1 

3 + h 


I 

3 


Portanto,  uma  equacao  da  reta  tangente  no  ponto  (3,  1)  e 


a $$ 


Velocidades 

Na  Segao  2.1  estudamos  o movimento  de  uma  bola  a qual  deixou-se  cair  de  cima  da  Torre 
CN,  e sua  velocidade  foi  delinida  como  o valor-iimite  das  velocidades  medias  em  perio- 
dos  cada  ve2  menores. 

Suponha  um  objeto  movendo-se  sobre  uma  linha  reta  de  acordo  com  a equa9ao  s = f(t) , 
onde  e o deslocamento  do  objeto  a partir  da  origem  no  instante  t.  A fungao/que  descreve 
o movimento  e chamada  fun^ao  posi^ao  do  objeto.  No  intervalo  de  tempo  entre  t - at 
t = a + h a varia^ao  na  posi^ao  sera  de  f(a  + h)  -f(a)  (veja  a Figura  5).  A velocidade 
media  nesse  intervalo  e 

velocidade  media  _ deslocamento  f(a  + h)  - /(a) 
tempo  h 

que  e igual  a inclinagao  da  reta  tangente  PQ  na  Figura  6. 


•v* 

Q(a  + h , fia  + h)) 


h fifl) *1  _ fia  + h)  -fia) 

niPQ  — £ - 

! + ^ velocidade  media 


FIGURA  5 


FIGURA  6 


stifc 


G Lembre-se  da  Segao  2.1 : A distancia 
lem  metros}  percorrida  apos  t 
segundos  e 4,9/!. 
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Suponha  agora  que  a velocidade  media  seja  calcuiada  em  interval^  catja  vez  menores 
[m  a + /?].  Era  outras  palavras,  fazemos  /?  tender  a 0.  Como  no  exempjo  da  queda  da  bola, 
definimos  velocidade  (ou  velocidade  instantanea)  via)  no  insiante  r = a como  o limite 
dessas  velocidades  medias: 


f{a  -t-  h)  - /-(o) 

via)  = iim  Z 

h 


Isso  significa  que  a velocidade  no  instante  t - a c igual  a inclinagao  da  reta  tangente  em 
P (compare  as  Equagoes  2 e 3). 

Agora  que  sabemos  computar  os  Similes,  vamos  reconsiderar  o problems  da  queda  da  bola. 


EXEMFLO  4 :::  Suponha  que  a bola  foi  deixada  cair  do  posto  de  observagao  da  torre. 
450  m acima  do  solo. 

(a)  Qual  a velocidade  da  bola  apos  5 segundos? 

(b)  Com  qual  velocidade  a bola  chega  ao  solo? 

S0LUQA0  Em  primeiro  lugar  vamos  usar  a equagao  do  movimento  s =/(/)  = 4,9?"  para 
encontrar  a velocidade  via)  apos  a segundos: 


m - 


f(a  + h)  - f(a)  4.9f a + h)~  - 4.9 a2 
— hm 


h 


4,9  {a"  + 2 ah  + h~  — a" ) 

--  hm 

h 


lim 

A-->  0 


4,9(2u/i  + }{') 
h 


= lim  4,9(2a  + h)  ~ 9,8a 

h~- *-0 


(a)  A velocidade  apos  5 s e de  t>(5)  — (9,8)(5)  — 49  m/s. 

(b)  Uma  vez  que  o posto  de  observagao  esta  450  m acima  do  solo,  a bola  vai  atingir  o 
ehao  em  t\  quando  5(/s)  — 450,  isto  e. 


Isso  fomece 


4,9/ j - 450 


, 450  (450  . . 

K = e /.  = *9,6  s 

1 4,9  ’ \ 4,9 


A velocidade  com  que  a bola  atinge  o chao  e,  portanto. 


v(L  ) = 9. 8/.  =9,8  I—  - 94  m/s 
\ 4,9 


L.J  Outras  Taxas  de  Variacao 

Suponha  que  y e uma  quanlidade  que  depende  de  ouira  quantidade  x.  Assim,  y e uma 
fungao  de  x e escrevemos  v = /(a).  Se  x variar  de  x%  para  x2.  entao  a variagao  de  x (lam- 
bent chamada  incremento  de  x)  e 


At  = x2  - tj 
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e a variacao  corre  spoil  den  te  de  ye. 


P(xlJ(x]y)  / 


Q(x2,f(x?j) 

Av 


taxa  media  de  variacao  = rnFQ 
taxa  de  variacao  instantanea 
nayao  da  tangente  em  P 

FIGURA  7 


A y = /(x2)-f(.vi) 


O quociente  de  diferencas 


Ay f(x,)~  fix  j 

Ax  x2  ~ x, 

e denominado  de  taxa  media  de  variacao  de y em  reia^ao  a jc  no  intervalo  [x^.x,]  e pode 
ser  interpretado  como  a mclinacao  da  reta  secante  PQ  na  Figura  7. 

Por  analogia  com  a velocidade,  consideramos  a taxa  media  de  variacao  em  intervales 
cada  vez  menores  fazendo  *2  tender  a jtj  e,  portanto,  fazendo  Ax  tender  a 0.  0 limite 
dessas  taxas  medias  de  variacao  e chamado  taxa  (instantanea)  de  variacao  de  y em 
rela^ao  axemx  = xt . que  e interpretada  como  a inclinagao  da  tangente  a curva y = fix) 
em  P{x^f(xf): 


taxa  instantanea  de  variacao  = lim  = lim  — -~i~ 

Ax  *:'*«!  X,  — X, 


xih ) 

TiX  ) j!  xih) 

Tro 

0 

6.5  ||  13 

16.0 

.1 

6,1  1 14 

i 7 J 

7 

5 .6  1 5 

18.2 

3 

4 

4,9  16 

4,2  17 

18,8 

17,6 

5 

4.0  18 

16,0 

6 

4,0  j 19 

14.1 

7 

4.8  20 

1 1 .5 

O 

9 

DJ  2! 

8.3  22 

I U J. 

9.0 

i 0 

10.0  J 23 

7.9 

1 1 

i 2.1  ! 24 

7.0 

^ 1 

1 A, 

14,5  i 

i 

EXEMPLG  5 □ Foram  registradas  as  leituras  de  temperatura  T fem  graus  Celsius)  a cada 
hora,  comecando  a meia-noite,  em  um  dia  de  abrii  na  cidade  de  Whitefish,  em  Montana, 
nos  Estados  Unidos.  O tempo  .v  foi  medido  em  boras  a pailir  da  meia-noite.  Os  dados 
estao  na  tabela. 

(a)  Encontre  a taxa  media  de  variacao  da  temperatura  em  rela^ao  ao  tempo 

(i)  do  meio-dia  ate  as  15  horas.  (ii)  do  meio-dia  ate  as  14  horas. 

(iii)  do  meio-dia  ate  as  13  horas, 

(b)  Estime  a taxa  de  variacao  instantanea  ao  meio-dia. 

SOLUgAO 

(a)  (i)  Do  meio-dia  as  15  horas  a temperatura  varia  de  14,3  °C  a 18,2  °C;  logo 

A T = 7 ( 1 5)  - 7X12)  = 18.2  - 14,3  - 3.9  °C 

enquanto  a variacao  no  tempo  foi  de  At  = 3 h.  Dessa  forma,  a taxa  de  variacao 
media  da  temperatura  em  relacao  ao  tempo  e 


AT  _ 3,9 
Ax  3 


1.3  T/h 


As  uniciades  para  a taxa  media  de 
variacao  AT/ Ax  sao  unidades  de  AT 
divididas  por  Ax  isto  e,  grays  Celsius 
por  hora.  Como  a taxa  de  variacao 
instantanea  e o limite  das  taxas  medias. 
ela  e medida  na  mesma  unidade: 
Celsius  por  hora. 


:j  Outro  metodo  e tomar  a media  das 
inclinagoes  das  duas  retas  seeantes. 
Veja  o Exemplo  2 na  Segao  2.1. 


James  Stewart 


CAPITOL  O 2 


(ii)  Do  meio-dia  as  14  boras  a taxa  media  de  variacao 
AT  7(14}  - 7’<  12)  17,3-  j 4, 3 


Ax- 


14 


l,5°C/h 


iii)  Do  meio-dia  as  13  horas  a taxa  media  de  variacao  e 
A7  7(13) -7(1 2)  16,0  - 14,3 


Ax 


13  - 1; 


1 , 7 °C/h 


(b)  Desenhando  os  dados  e usando-os  para  esbogar  uma  curva  suave  obtemos  a Ficura  8, 
que  aproxima  a funcao  temperatura.  Entao  tragamos  a reta  tangente  no  ponto  P,  onde 
x =■  12  e.  apds  medir  os  lados  do  triangulo  ABC . estimamos  que  a inclmacao  da  tangente  e 


BC 

AC 


! 0,3 
5.5 


Portanto,  a taxa  de  variacao  instantanea  da  temperatura  ao  meio-dia  e de  1 ,9  °C/h. 


A velocidade  de  uma  particula  e a taxa  de  variagao  do  desloeamento  em  relagao  ao 
tempo.  Ha  tambem  urn  interesse  dos  ffsieos  por  outras  taxas  de  variagao,  como,  por  exem- 
plo. a taxa  de  variagao  do  trabalho  em  relagao  ao  tempo  (que  e chamada  potencia).  Quern 
estuda  as  reaches  qu (micas  se  interessa  pela  taxa  de  variacao  da  concentraeao  de  um 
reagente  em  relagao  ao  tempo  (denominada  taxa  de  reagao).  Uma  siderurgica  se  interessa 
pela  taxa  de  variagao  do  custo  de  produgao  de  x toneladas  de  ago  por  dia  em  relagao  a 
x (definida  como  custo  marginal).  Um  biologo  esta  interessado  na  taxa  de  variagao  popu- 
lacional  de  uma  colonia  de  bacterias  no  tempo.  De  f'ato,  o calculo  de  taxas  de  variagoes  e 
importante  nas  engenharias  e em  todas  as  ciencias  naturals,  exatas  e ate  mesmo  as  sociais. 
Posteriormente,  na  Segao  3.3,  daremos  outros  exemplos. 

Todas  essas  taxas  podem  ser  interpretadas  como  inclinagoes  de  tangentes.  Isso  torna 
significativa  a solugao  do  problema  da  tangente.  Sempre  que  resolvemos  um  problema  de 
reta  tangente,  nao  estamos  tao-somente  resol vendo  um  problema  geometrico.  Impliei- 
tamente  estamos  resol  vendo  uma  grande  variedade  de  problemas  envolvendo  as  taxas  de 
variagao. 
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Exerticios 


1.  Uma  curva  tern  por  equacao  v = fix). 

(a)  Escreva  uma  expressao  para  a inclinacao  da  reta  secante 
pelos  pontos  P(3.f(3))  e Q{x.f(xf). 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  a inclinacao  da  reta  tangeme  era  P. 

2.  Considere  um  objeto  movendo-se  com  uma  funcao  posicao 

.v -./{/). 

(a)  Escreva  uma  expressao  para  a velocidade  media  dele  no 
interval o de  tempo  desde  t ~ a ate  t — a + h. 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  a velocidade  instantanea  dele 
no  tempo  t — a. 

3.  Considere  a inclinacao  da  curva  em  cada  um  dos  cinco  pontos  da- 
dos. Classifique-os  em  ordem  decrescenie  e explique  seu  radocfnio. 

v + 

] "V 

i A \ / E 

I \ / 

B\  /d 


' 4.  Fa^a  o grafico  da  curva  v — e'  nas  janelas  [— 1,1]  por  [0,  2], 
[-•0,5, 055]  por  [0,5,  1 p]  e [-0,1 , 0,1]  por  [0,9,  1 ,1  j.  Dando  um 
zoom  em  direcao  ao  ponto  (0,  1),  o que  voce  nota  em  (0,  1)? 

5.  (a)  Encontre  a inclinacao  da  reta  tangeme  a parabola 

v = x2  + 2x  no  ponto  (—3, 3) 

(i)  usando  a Definicao  1 

(ii)  usando  a Equacao  2 

(b)  Encontre  a equacao  da  reta  tangente  da  parte  (a). 

(c)  Faga  os  graficos  da  parabola  e da  reta  tangente.  Como 
verificacao,  de  um  zoom  em  direcao  ao  ponto  (-3.  3)  ate 
que  parabola  e a reta  tangente  fiquem  nao  distingufveis. 

6.  (a)  Encontre  a inclinacao  da  reta  tangente  a curva  y — x-  no 

ponto  (-1,-1) 

(i)  usando  a Definicao  1 

(ii)  usando  a Equacao  2 

(b)  Encontre  a equacao  da  reta  tangente  da  parte  (a). 

Si  (c)  Faca  um  grafico  da  curva  e da  reta  tangente  em  retangulos 
cada  vez  menores  centrados  no  ponto  (-1,  -1)  ate  que  a 
curva  e a tangente  fiquem  nao  distingujveis. 

/-  -IS  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  no  ponto  dado. 

7.  v = 1 + 2x  - x*,  (1,2) 

8-  v - V2x+I,  (4,3) 

9.  ;y  — (x-  l)/(x  - 2),  (3,2) 

10.  y - Zxlix  + l)2,  (1,2) 


11.  (a.)  Encontre  a inclinacao  da  tangente  a curva  v = 2/ix  + 3) 

no  ponto  onde  x = a. 

(b)  Encontre  as  inclinagdes  das  retas  tangentes  nos  pontos 
cujas  coordenadas  x sao  (i)  -1 , (ii)  0 e (iii)  1 . 

12.  (a)  Encontre  a inclinacao  da  tangente  a parabola 

y ” 5 + -v  + v2  nos  pontos  onde  x = a. 

(b)  Encontre  as  inclinacoes  das  retas  tangentes  nos  pontos 
cujas  coordenadas  x sao  (i)  - 1 , (ii)  — ] e (iii)  1 . 

Iti  (c)  Faca  o grafico  da  curva  e das  tres 

retas  tangentes  em  uma  tela  em  comum. 

13.  (a)  Encontre  a inclinacao  da  tangente  a curva 

y = x 3 — 4x  + 1 no  ponto  onde  x = a, 

(b)  Encontre  as  equacoes  das  retas  tangentes  nos  pontos 
( 1 , —2)  e (2,  1). 

lilt  (c)  ° grafico  da  curva  e das  tangentes  em  uma  tela  em  comum . 

14.  (a)  Encontre  a inclinacao  da  tangente  a curva  v ~ 1 / 4x  no 

ponto  onde  jc  = a. 

(b)  Encontre  as  equacoes  das  retas  tangentes  nos  pontos  (1,1) 

e (4,4) . 

Ii  (c)  Faca  o grafico  da  curva  e das  tangentes  em  uma  tela  em  comum . 

15.  O grafico  ilustra  a funcao  posicao  de  um  caixo.  Use  a forma  do 
grafico  para  explicar  sua  resposta  para  as  seguintes  questoes. 

(a)  Qual  a velocidade  inicial  do  carro? 

(b)  O carro  esta  mais  rapido  em  B ou  em  C? 

(c)  O carro  esta  aumentando  ou  diminuindo  a rapidez  em  A,  B e C? 

(d)  0 que  aconteceu  entre  D e £’? 


16,  Valeria  dirtge  em  uma  auto-estrada.  Esboce  o grafico  da  funcao 
posicao  do  carro,  se  ela  dirigir  da  seguinte  maneira:  no  instante 
t - 0,  o carro  esta  no  ponto  onde  o marcador  de  milhas  mostra 

1 5 e viaja  a uma  velocidade  constante  de  55  milhas  por  hora. 
Continua  com  essa  velocidade  por  exatamente  1 hora.  Entao 
gradualmente  o carro  vai  diminuindo  a velocidade  em  um 
perfodo  de  2 minutos,  quando  Valeria  para  para  jantar.  O jantar 
dura  26  minutos  e,  assim,  entao  ela  recomeca  a viagem  aumen- 
tando gradualmente  a velocidade  ate  65  milhas  por  hora,  em 
um  perfodo  de  2 minutos.  Ela  dirige  a 65  milhas  por  hora  por  2 
horas  e.  entao,  num  perfodo  de  3 minutos,  gradualmente  para 
completamente  o carro. 

17.  Se  uma  bo!a  for  atirada  ao  ar  com  uma  velocidade  de  40  pes/s. 
sua  alt ura  (em  pes)  depois  de  t segundos  e dada  por  y = 40r  - 166, 
Encontre  a velocidade  quando  / - 2. 
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Se  area  flecha  e atirada  para  cima  sobre  a superficie  da  Lua 
com  uma  veiocidade  de  58  m/s,  sua  altura  (em  metros)  apos  / 
segundos  e dad  a por  H ~ 58 1 - 0,83ri . 

(a)  Encontre  a veiocidade  da  fiecha  apos  uni  segundo. 

(b)  Encontre  a veiocidade  da  flecha  quando  t = a. 

(c)  Quando  a flecha  volta  para  a Lua? 

(d)  Com  que  veiocidade  ela  atinge  a Lua? 

O desloeamento  (era  metros)  de  uma  partfcula  movendo-se  ao 
longo  da  reta  e dado  pela  equacao  do  movimento 
5 — 4r-  + 6r  + 2,  onde  t e medido  em  segundos.  Encontre  a 
veiocidade  da  partfcula  no  instante  i = aft  = 1 , / ~ 2 e / = 3. 
O desloeamento  (em  metros)  de  uma  partfcula  movendo-se  ao 
longo  da  reta  e dado  pela  equacao  s - t2  - 8?  + 18,  onde  t e 
medido  em  segundos. 

(a)  Encontre  as  velocidades  medias  sobre  os  seguint.es 
intervalos  de  tempo: 

(i)  [3.4]  (ii)  [3,5,4]  (iii)  [4,5]  (iv)  [4,4,5] 

(b)  Encontre  a veiocidade  instantanea  quando  t - 4. 

(c)  Faya  o gr&tico  de  s como  uma  funyao  de  t e desenhe  as 
retas  secantes  cujas  inclinaybes  sejam  as  velocidades 
medias  da  parte  (a),  e a reta  tangente  enja  inclinayao  seja  a 
veiocidade  instantSnea  da  parte  (b). 


21.  Uma  lata  de  refrigerante  moma  e colocada  na  geladeira. 
Esboce  o grafico  da  temperatura  do  reirigerante  como  uma 
funcao  do  tempo.  A tax  a de  variacao  inicial  da  temperatura  e 
maior  ou  menor  que  a taxa  de  variacao  apos  1 hora? 


22.  Urn  peru  assado  e tirado  do  fomo  quando  sua  temperatura 
atinge  185  "F  e colocado  sobre  uma  mesa  na  sala,  na  qual 
3 temperatura  e de  75  t;F.  O grafico  nrostra  como  decresee  a 
temperatura  do  peru  ate  que  se  aproxime  da  temperatura  da 
sala.  (Na  Secao  9.4  poderemos  usar  a Lei  do  Resfriamento  de 
Newton  para  encontrar  uma  equayao  para  T como  uma  funyao 
do  tempo.)  Por  nieio  da  medida  da  inclinayao  da  reta  tangente, 
estime  a taxa  de  variacao  da  temperatura  apos  1 hora. 


rent 

200  ! 

too! 


30  60  90  i 20  J50  t 

(min) 


23.  (a)  Use  os  dados  do  Exemplo  5 para  achar  a taxa  media  da 

mudanca  da  temperatura  em  relayao  ao  tempo 
(j)  das  8 horas  da  noite  as  1 1 horas  da  noite. 

(ii)  das  8 horas  da  noite  as  10  horas  da  noite. 

(iii)  das  8 horas  da  noite  as  9 horas  da  noite. 

(b)  Estime  a taxa  instantanea  da  variacao  de  T em  relayao  ao 
instante  8 horas  da  noite  medindo  a inclinayao  de  uma  tangente. 

24.  Uma  estimativa  anual  da  populayao  da  Belgica,  P (em  milhares), 
de  1992  a 2000  e mostrada  na  tabela  a seguir. 


Ano 

1992 

1994 

1996 

i 998 

2000 

P 

10.036 

10.109 

10.152 

1 0.175 

10.186 
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(a)  Encontre  a -taxa  media  do  crescimento 

(i)  de  1 992  a 1 996  (ii)  de  1994  a 1 996  (hi)  de  i 9%  a ! 998 
Em  cada  caso,  inciua  as  unidades. 
sb)  Estime  a taxa  instantanea  de  crescimento  yjn  1996  tomando  a 
media  de  duas  taxas  medias  da  variacao.  Quais  sao  suas  unidades? 
(c)  Estime  a taxa  instantanea  de  cresciment(j  em  1996 
medindo  a inclinayao  de  uma  tangente- 
25,  Uma  estimativa  anual  dos  usuarios  de  telefone  celular  na 
Malasia,  N (em  milhares).  e mostrada  na  tabela. 


HvikH 

1993  I 

1994 

1995  | ■'  U'8  j 199/ 

1 5/  ; 

304  j 

5/77 

873  ! i .5  • ? ] 

2.46  i 

(a)  Determinar  a taxa  media  de  crescimento 

(i)  de  1995  a 1997  (ii)  de  1995  a 1996  (iii)de  1994  a 1995 
Em  cada  caso  inciua  as  unidades. 

(b)  De  uma  estimativa  da  taxa  de  crescimento  instantanea  em 
3995  tomando  a media  de  duas  taxas  medias  de  variayao. 
Quais  sao  suas  unidades? 

(c)  De  uma  estimativa  da  taxa  de  crescimento  instantanea  em 
1995  medindo  a inclinayao  de  uma  tangente. 

26.  O mi  mere  N de  franquias  de  uma  cert  a eadeia  popular  de 
cafeteiras  e mostrada  na  tabela.  (Esse  numero  e obtido  no  dia 
30  de  junho  de  cada  ano.) 


Ano 

1996  ! 1997 

] 998 

1 999  2000 

A* 

1.015  j 1.412 

S .886  i 2.1 35  | 3.300 

(a)  Determinar  a taxa  media  de  crescimento 

(i)  de  1996  a 1998  (ii)  de  1997  a 1998  (iii)de  1998  a 1999 
Em  cada  caso  inciua  as  unidades. 

(b)  De  uma  estimativa  da  taxa  de  crescimento  instantanea  em 
1998  tomando  a media  de  duas  taxas  medias  de  variayao. 
Quais  sao  suas  unidades? 

(c)  De  uma  estimativa  da  taxa  de  crescimento  instantanea  em 
1998  medindo  a inclinayao  de  uma  tangente. 

27.  O custo  (em  dolares)  de  produzir  x unidades  de  uma  certa 
mercadoria  e C(x)  = 5.000  + l()x  + 0,05:r. 

(a)  Encontre  a taxa  media  da  variayao  de  C em  relayao  a .x 
quando  os  njveis  de  produyao  estivereni  variando 

(i)  de  jc  = 100  a x = 105  (ii)  de  x = 100  a ,x  ~ 1.01 

(b)  Encontre  a taxa  instantanea  da  variacao  de  C.  em  relacao  a 
.x  quando  .x  — 100.  (Isso  e chamado  custo  marginal.  Seu 
significado  sera  explicado  na  Seyao  3.3.) 

28.  Se  um  tanque  cilmdrico  comporta  1 00.000  galoes  de  agua,  que 
podem  ser  escoados  a partir  da  base  do  tanque  em  uma  hora, 
entao  a Lei  de  Torricelli  fornece  o volume  V7  de  agua  que 
restou  no  tanque  apos  t minutes  como 


V(f)  = 100 .000 ( 1 - — 
60 


0 *£  / 60 


Encontre  a taxa  segundo  a qual  a agua  esta  iluindo  para  fora  do 
tanque  (a  taxa  instantanea  da  variacao  de  V em  relayao  a t) 
como  uma  funcao  de  t.  Quais  sao  suas  unidades?  Para  os 
instantes  t = 0,  10, 20,  30. 40,  50  e 60  minutos,  encontre  a 
taxa  do  fluxo  e a quantidade  de  agua  restante  no  tanque. 
Resuma  o que  voce  achou  em  uma  ou  duas  sentenyas.  Em  que 
instante  esta  a taxa  do  fluxo  irtaximo?  E o minirno? 


TS8 


Na  Secao  2.7  definimos  a inelinacao  da  range nte  a curva  com  equacao  y = fix)  no  ponto 
onde  x = a eomo 


n 


m = lim 

h >0 


/(«  + //}  - /(q) 
h 


Tamhem  vimos  que  a velocidade  de  um  objeto  com  uma  funcao  posicao  $ =■  fit)  no 
instante  t = a £ 


v(a)  ~ lim 

o 


f(a  4-  h)  f(a) 


■■  f'(a ) e lido  "/linha  de  a". 


De  fato,  o iimite  da  forma 


lim 

/i-qt 


f(a  + h ) - f{a) 
h 


surge  sempre  que  calculamos  uma  taxa  de  variacao  em  uma  das  ciencias  on  engenharia, 
tais  como  a taxa  de  reapao  em  qufmica  ou  o custo  marginal  em  economia.  Uma  vez  que 
esse  tipo  de  Iimite  ocorre  amplamente,  sao  dados  a ele  um  nome  e uma  notacao  especiais. 


[2\  Oelinsifao  A derivada  de  uma  funcao  /em  um  numero  a.  denotada  por  /'(«),  e 


m = iim 

h-M)  h 


se  o Iimite  existe. 


Se  escrevermos  x — a + /?,  entao  h — x — q,  e h tende  a 0 se  e somente  se  x aproximar- 
se  de  a.  Conseqiientemente,  uma  maneira  equivalente  de  enunciar  a definicao  da  derivada. 
como  vimos  na  determinapao  das  retas  tangentes,  e 


EXEMPLO  1 ■••••:  Encontre  a derivada  da  funpao  j (x)  ~ x 2 — 8x  -r  9 em  um  numero  a. 
S0LUCA0  Da  Defmipao  2 temos 

f(a  + h)  ~ f(a) 


f'(a ) = lim 


lim 

h •>  0 


lim 

h :>0 


[(«  + hf  - 8(q  + h)  + 9]  - [a2  - 8 a + 9] 


a 2 + 2 ah  + h2  - 8«  - 8 h -f  9 - a2  + 8 a - 9 
h ‘ 


2 ah  + h 2 - 8 h 

lim - lim  (2a  + h - 8) 

A--KS  h k~*  o 


2a  8 


FIGURA  1 

Interpreta^ao  geometrica  de  uma 
derivada 


v = x‘  ~ 8x  + 9 


"of 


l <3,  -6} 

v = - 2x 
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Q Interpretacao  da  Derivada  como  a Inclinacao  da  Reta  Tangente 

Na  Secao  2.7  definimos  a reta  tangente  a curva  v = fix)  no  ponto  P(.a,f(ai)  como  a ivta 
que  passa  em  P e tem  inclinacao  m dada  pela  Equacao  1 . Uma  vez  que.  pela  Ddinicao  2, 
isso  e o mesmo  que  a derivada  f'ia).  podemos  agora  dizer  o seguinte. 


I A reta  tangente  a y ~ f(x)  em  (a,f(a))  e a reta  que  passa  em  (a,  f(a)),  cuja 
inclinacao  e igual  a /'(«),  a derivada  de/e m a. 

Assim,  a interpretacao  geometrica  de  uma  derivada  [como  definida  por  (2)  ou  (3}|  e 
como  ilustrado  na  Figura  1 . 


= inclinacao  da  tangente  em  P 
= inclinacao  da  curva  em  P 


= inclinacao  da  tangente  em  P 
= inclinacao  da  curva  em  P 


Se  usarmos  a forma  ponto-inclinagao  da  equacao  de  uma  reta,  poderemos  escrever  um; 
equacao  da  reta  tangente  a curva  y — f(x)  no  ponto  («,/(«)): 


y ~ f(ci)  ~ f%a)(x  — a) 


EXEMPLO  2 ::  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a parabola  y — x2  — 8x  + 9 no 
ponto  (3,  — 6). 

S0LU£A0  Do  Exemplo  1 sabemos  que  a derivada  de  fix)  = x2  — 8x  + 9 no  niimero  a e 
f(a)  — 2a  — 8.  Portanto  a tnclinagao  da  reta  tangente  em  (3,  — 6}  e 
/'( 3)  — 2(3)  — 8 — --2.  Dessa  forma,  uma  equacao  da  reta  tangente,  ilustrada  na 
Figura  2,  e 


y - (~6)  = (~2)(x  ~ 3)  ou  y = —2x 


FIGURA  2 


Editors  Thomson 


EXIMP  1,0  3 Seja  j (x)  ~ 2V.  Estime  o valor  de  f'(0)  de  dims  formas: 

(a)  Usando  a Definicao  2 e tomando  os  va.lo.res  de  h sucessivamente  menores. 

(b)  interpretando  f (0)  como  a inclinacao  de  oma  tan  gen  te  e usando  uma  calculadora 
grafica  para  dar  am  zoom  sobre  o graft co  de  y = 2X. 


SOLUCAO 

(a)  Da  Definicao  2 tern  os 


no) 


r f(h)  - /•(())  2*  - 1 

"«  h h *o  h 


h 

2l!  — ! 

” h 

0.1 

0.7 1 8 

0,0.1 

0.696 

0.001 

0.693 

0.0001 

0,693 

“0,1 

0,670 

-0.01 

0,691 

--0.00! 

0,693 

-0.0001 

0,693 

Lima  vez  que  ainda  nao  somos  capazes  de  calendar  esse  limite  exatamente.  varnos  usar 
uma  calculadora  para  ap.rox.imar  os  valores  de  f 2h  — ))//?.  Da  evidencia  mimerica  da 
tabela  vemos  que.  quando  h tende  a 0,  esses  valores  parecem  tender  a urn  numero  pro- 
ximo de  0,69.  Logo  nossa  estimativa  e 

f(0)~  0,69 

(b)  Na  l igura  3 vamos  Inzer  um  grafico  da  eurva  y — 2X  e dar  um  zoom  em  direcao  ao 
ponto  (0,  1).  Quanto  mais  proximo  estivermos  de  (0.  1),  mais  a eurva  se  parecera  com 
uma  reta.  De  fa  to.  na  Figura  3(c)  a eurva  e praticamente  indistinguj'veJ  de  sua  reta 
tangente  em  (0,  1).  Uma  vez  que  a escala  x e a escala  y sao  ambas  0.01 , vamos  estimar 
que  a inclinacao  para  essa  reta  e 


Logo  nossa  estimativa  da  derivada  e J (0)  ~ 0.7.  Na  Secao  3.0  vamos  mostrar  que.  cor* 
reto  ate  a sexta  casa-decimal, /’(0)  ~ 0.693 1 47. 


FIGURA  3 Dando  um  zoom  no  grafico  de  y — 2s  proximo  de  (0,  1} 


Ol  Interpreta^ao  da  Derivada  como  uma  Taxa  de  Variant) 

Na  Secao  2.7  definimos  a taxa  de  variayao  instantanea  de  y = f(x)  em  relacao  a x em 
.r  = X)  como  o limite  das  taxas  medias  de  vanaeao  sobre  os  intervalos  cada  vez  menores. 
Se  o intervale  lor  [xi.x;],  entaio  a \ aria9a0  em  x e Ax  — x->  — x \ , a varia£ao  correspon- 
dente  em  y e 

Ay  •'  A *2)  - fix  1) 


Ay  f(xi ) 

taxa  de  variacao  instantanea  — lira  — = Jim  — — 

A* K)  Ax 


fM 


-V'2  ~ X j 


I 
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Da  Equacao  3 reconhecemos  esse  limite  como  sendo  a derivada  de  /'em  xt.  isto  e,  f'(x\) 
Isso  fomece  uma  segunda  interpretacao  da  derivada: 


A derivada  f(a)  e a taxa  de  variacao  instantanea  de  y = f(x)  em  relacao  a x quando 


> 

X 


A conexao  com  a primeira  interpretaqao  e que  se  esbocarmos  a curva  y ~ fix) . entao  i 
taxa  instantanea  da  variacao  sera  a indlnaqao  da  tangente  a essa  curva  no  ponto  onde  x — a 
Isso  significa  que  quando  a derivada  for  grande  (e  portanto  a curva  sera  msreme  no  pontt 
P na  Figura  4),  os  valores  de  y mudarao  rapidamente.  Quando  a derivada  for  pequena, ; 
curva  sera  relativamente  achatada,  e os  valores  de  y mudarao  lentamente. 

Em  particular,  se  s ~ fit)  for  a funcao  posiqao  de  uma  particula  que  se  move  ao  longt 
de  uma  ret  a,  entao,  f’ia)  sera  a taxa  de  variacao  do  desiocamento  s em  relaqao  ao  tempo  t.  Em  ou 
tras  palavras./Yaj  c a veiocidade  da  particula  no  instante  t - a (veja  a Seqao  2.7).  A rapi 
dez  da  particula  e o valor  absoluto  da  veiocidade,  isto  e.  If '(a) 


FIGURA  4 

Os  valores  de  y estao  mudando  rapi- 
damente em  P e lentamente  em  Q 


EXEMPLG  4 □ A posicao  de  uma  particula  e dada  pela  equacao  do  movimento 
s — /(/)  = 1/(1  -ft),  onde  t e medido  em  segundos  e s„  em  metros.  Encontre  a 
veiocidade  e a rapidez  apos  2 segundos. 

SOLUQAO  A derivada  de / quando  t = 2 e 

m - Em  /(2  + -f™ 

o h 


1 + (2  + h ) 

~~h 


3 - (3  + h) 
3(3  + h) 
h 


I™  3(3  + h)h 


hm 

v-o  3(3 


Assim,  a veiocidade  apos  2 segundos  e /'( 2) 

If  (2)  | = i- 


a m/s,  e a rapidez  e 
~ 1)  m/s. 


EXEMPLG  5 □ Um  fabricante  protiuz  peqas  de  fazenda  com  largura  fixa.  e o custo  da 
produqao  de  x metros  desse  material  e C = fix). 

(a)  Qual  o signilicado  da  derivada  /'(*)?  Quais  suas  unidades? 

(b)  Em  termos  praticos,  o que  sigmlica  dizer  que  f'{\  .000)  = 9? 

(c)  O que  voce  acha  que  e maior,  /'(SO)  ou  /'(500)?  E /'(5.000)? 

S0LUCA0 

(a)  A derivada  fix)  e a taxa  de  variaqao  instantanea  de  C em  relaqao  a x:  isto  e,  / '(.v) 
significa  a taxa  de  variacao  do  custo  de  produqao  em  relacao  ao  numero  de  metros  pro- 
duzidos.  (Os  economistas  chamam  essa  taxa  de  variacao  de  custo  marginal.  Essa  ideia 
esta  discutida  em  mais  detalhes  nas  Secoes  3.3  e 4.8.) 
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Como  • 

..  AC 

/ \x)  ------  Inn  

v*  ->o  Ax 

as  unidades  para  f'{x)  sao  iguais  aquelas  do  quociente  de  diferengas  AC/Ax.  Uma  vez 
cjue  AC  e medida  em  dolares  e Ax  em  metros,  segue  que  a unidade  para  fix)  e dolares 
por  metros. 

(b)  A afirmacao  que  f '(  l .000)  = 9 significa  que.  depots  de  1 .000  metros  da  peca  terem 
sido  fabricados,  a taxa  segundo  a qual  o custo  de  producao  esta  aumentando  e $ 9/metro. 
(Quando  x = 1 .000,  C esta  aumentando  9 vezes  mais  rapido  que  x.) 

Uina  vez  que  Ax  = 1 e pequeno  comparado  com  x = 1 .000,  podemos  usar  a aproximacao 

AC  AC 

f (1.000)^  — = — = AC 

iiX  1 

e dizer  que  o custo  de  fabric  agao  de  1 .000  metros  (ou  os  1 .001  primeiros  metros)  esta 
em  torno  de  $ 9. 

(c)  A taxa  segundo  a qual  o custo  de  producao  esta  crescendo  (por  metro)  e 
provavelmente  menor  quando  x - 500  do  que  quando  x = 50  (o  custo  de  fabricacao  do 
500“  metro  e menor  que  o custo  do  50“  metro),  em  virtude  da  escala  economica.  (Urn 
fabricante  usa  mais  eficientemente  os  custos  fixos  de  producao.)  Entao 

/ISO)  > / '(500) 

Mas,  a medida  que  a producao  expands,  a operacao  de  larga  escala  resultante  pode  se 
tornar  ineliciente,  e poderiam  oeorrer  custos  de  horas  extras.  Assim,  e possive!  que  a 
taxa  de  crescimento  dos  custos  em  ultima  analise  comece  a crescer 

/'(5.000)  > /'(500) 

O exemplo  a seguir  mostra  como  estimar  a derivada  de  uma  fungao  disposta  em  tabela, 
isto  e,  uma  fungao  definida  nao  por  uma  formula,  mas  por  uma  tabela  de  valores. 

EXEMPLO  6 Seja  D{t)  a divida  dos  Estados  Unidos  no  instante  t.  A seguinte  tabela 
concede  os  valores  aproximados  dessa  fungao  fornecendo  as  estimativas  da  divida,  ao 
fun  de  cada  ano,  em  bilhoes  de  dolares,  no  pertodo  de  1980  a 2000.  Interprete  e estime 
o.s  valores  de  £>'(1990). 

S0LUQA0  A derivada  Dr( ,1990)  indica  a taxa  de  variagao  da  divida  D com  relacao  a t quando 
/ = 1990.  isto  e,  a taxa  de  crescimento  da  divida  national  em  1990. 

De  acordo  com  a Equagao  3, 

£>'(1990)=  lim  1 

"*I!W  t - 1 990 


Aqui  estamos  assumindo  que  a 
fungao  custo  e bem  comportada;  ou 
seja  C(x)  nao  oscila  muito  rapidamente 
proximo  a x - 1 .000. 


A - 


□ Outro  metodo  e desenhar  a funcao 
divida  e estimar  a inclinagao  da  reta 
tangente  quando  t - 1990  fveja  o 
Exemplo  5 da  Secao  2.7). 
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Dessa  forma,  coruputamos  os  valores  tabulados  do  quociente  de  cliferengas  (as  taxas 
rnedias  da  variagao)  como  a seguir: 


1 

- 1 
i 

D(t)  - /:>(  1 990) 
7TT990 

1 980 
1985 
j oo  % 

2000 

257.48 

348.14 

244.09 

Da  label  a vemos  que  D ’( 1 990)  situa-se  em  algutn  lugar  entre  257.48  e 348,14.  [Aqoi 
lizemos  uraa  suposicao  de  que  a divida  nao  teve  uma  variagao  violenta  entre  1980  e 
2000.]  Estimamos  que  a taxa  de  crescimento  da  divida  nacional  dos  Estados  Unidos  em 
1990  foi  a media  desses  dois  numeros,  a saber: 

D'(  \ 990)  ~ 303  bii hoes  de  dolares  por  ano  C 


Exercicios 


1.  Sobre  um  dado  grafico/,  marque  o comprimento  que 

represeme /(2),/(2  + h)J( 2 + h)-f( 2)  e h,  (Escolha  h > 0.) 

/'( 2 + h)  - f{ 2) 

Qua!  reta  fern  a inclinagao  1 ; •• — — ? 

h 

f v = fix) 


2 


2.  Para  a funcao /cujo  grafico  esta  iiustrado  no  Exercicio  1 , 
disponha  os  seguintes  numeros  em  ordem  crescente  e 
explique  seu  raeiocmio: 


f'(2)  /( 3)  - /( 2) 


(7(4)  — / (2)] 


3.  Para  a fungSo  g cujo  grafico  e dado,  disponha  os  seguintes 
numeros  em  ordem  crescente  e explique  sen  raeiocmio: 

0 £'(-  2)  <?'{(»  g (2)  r/'(4) 


_si 

0j\  , 


y = 


4.  Se  a reta  tangente  a y — fix)  em  (4,  3)  passa  no  ponto  (0,  2), 
encontre /( 4)  e /'( 4). 


5.  Esboce  o grafico  de  uma  fungao  de  / para  o qual/(0)  — 0, 
/'(0)  = 3,  /'(l)  — 0 e /'(2)  = -1 . 

6.  Esboce  o gnifico  de  uma  funcao  g para  o qual  cjr(0)  = 0, 
g’( 0)  - 3, g’i\)  ~ 0 eg’ (2)  = f. 

7.  Se/fr)  = 3xz  - 5x.  encontre  /'( 2)  e use-o  para  achar  uma 
equagao  da  reta  tangente  a parabola  y — 3x::  - 5a  no  ponto  (2,  2). 

8.  Se  g(x)  = 1 - a\  encontre  g'iO)  e use-o  para  achar  uma 
equagao-da  reta  tangente  a curva y ~ 1 - AJno  ponto  (0,  1). 

9.  (a)  Se  Fix)  — x‘  - Sx  + 1 , encontre  F'(  1 ) e use-o  para  achar 

uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  y = x*  - 5x  + 1 no 
ponto  ( 1 , -3). 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta 
tangente  na  mesma  tela. 

10.  (a)  Se  G(x)  — xj ( 1 +■  2x),  encontre  G'(a)  e use-o  para  achar 

uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  v = x/(  1 + 2x)  no 
ponto 

(b)  ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta 
tangente  na  mesma  tela. 

11.  Seja  fix)  — 3"‘.  Estime  o valor  de  /'(l)  de  duas  maneiras: 

(a)  Use  a Deftnicao  2 e tome  os  valores  slices  si  vamente 
menores  de  h. 

(b)  De  um  zoom  sobre  o grafico  de  y = 3'1  e estime  a 
inclinagao. 

12.  Seja  g(x)  — tg  x.  Estime  o valor  de  /pir/d)  de  duas  maneiras: 

(a)  Use  a Definigao  2 e tome  os  valores  sucessi vamente 
menores  de  h. 

(b)  De  um  zoom  sobre  o grafico  de  y — tg  x e estime  a 
inclinagao. 

13-18  □ Encontre  f’(a). 

13.  fix)  - 3 - 2v  + 4a2  14.  fix ) - fx  -St 

It  + 1 . x~  + 1 

15.  f(x)  - 16-  fix)  - - 

t + 3 x - 2 


y/x  + 2 


19-24  □ Cada  limite  representa  a derivada  de  alguma  funcao/em 
algum  mimero  a.  Estabeleca/e  a era  cada  caso. 


13. 

lim 

{ i + h):<"  I 

20. 

,.  yf\6  + h - 2 

h -»0 

h 

™ h 

21. 

lirn 

2*  -32 

22. 

!^-l 

.v  - 5 

x - it/4 

23. 

bin 

cos(ir  + h)  + 1 

24. 

j.  t4+t- 2 

h~f  0 

h 

-•-1  i _ j 

25- 

26  □ 

Uma  particula  move-s 

e ao  longo  de  uma  reta  com  a 

equacao  do  movimento  s ~ fit),  onde  s e medido  era  metros  e t era 
segondos.  Encontre  a velocidade  quando  t — 2. 

25.  f(t)  = ?'  N - 5 26.  fit)  ••  2f  - i + I 

27.  O cuslo  da  producao  de  x oncas  ( 1 libra  — 12  oncas)  de  ouro 
provenientes  de  urna  nova  rnina  eC  = fix)  dolares. 

(a)  Qua!  o significado  da  derivada  de  j'{x)2  Quids  sao  suas  unidades? 

(b)  O que  significa /'(800)  = 17? 

(c)  Voce  acha  que  os  valores  de  fix)  vao  crescer  ou  decrescer 
a curto  prazo?  E a longo  prazo?  Explique. 

28.  O mimero  de  bacteria  depois  de  t boras  era  um  laboratorio 
experimental  controlado  e n — fit). 

(a)  Qua!  o significado  da  derivada  de  /'( 5)?  Quais  sao  suas  unidades? 

(b)  Suponba  que  haja  uma  quantidade  ilimitada  de  espaco  e 
nutrientes  para  a bacteria.  O que  e inaior:  /'( 5)  ou  /'( 10)? 
Se  a oferta  de  nutrientes  for  limitada,  o que  afetaria  sua 
conclusao?  Explique. 

29.  O consumo  de  combustivel  (medido  era  galoes  por  bora)  de  um 
cam?  viajando  a uma  velocidade  de  v miihas  por  hora  e c — f(v). 

(a)  Qua!  o significado  da  derivada  de  f'{v)l  Quais  suas  unidades? 

(b)  Escreva  uma  sentenga  (em  termos  leigos)  que  explique  o 
significado  da  equagao  /'(20)  - -0.05. 

30.  A quantidade  (em  libras)  de  cafe  vendida  por  uma  companhia  para 
uma  lanchonete  a um  prego  de  p dolares  por  libra  iQ  — f ip). 

t a ) Qual  o significado  da  derivada  de  f’(8)?  Quais  sao  suas  unidades? 
(b)  f'(8)  e positivo  ou  negativo?  Explique. 

31.  Seja  lit)  a temperatura  (em  ' F)  em  Dallas  t boras  apos  a meia- 
noite  em  2 de  junho  de  2001 . A tabela  mostra  os  valores  dessa 
funcao  registrados  de  duas  em  duas  boras.  Qual  o significado  de 
T (10)?  Estime  o seu  valor. 


32. 


33. 


A expectativa  de  vida  meihorou  s.ignificativamente  no  seculo 
XX.  A tabela  fontece  os  valores  de  E(r),  a expectativa  de  vida 
no  nascimento  (em  anos)  de  uni  menino  no  ano  t nos  Estados 
Unidos.  Interprete  e estime  os  valores  de  £"(3910)  e £'(1950). 


! 930 
i 940 
1 950 


i 960 


19  80 
j ()()0 


A quantidade  de  oxigenio  dissolvido  em  agua  depende  da 
temperatura  da  agua.  (Logo,  a poluigao  termica  influencia  o 
oxigenio  contido  ern  agua.)  O grafico  mostra  como  a solubilidade 
do  oxigenio  S varia  como  uma  fungao  da  temperatura  7‘da  agua. 

(a)  Qual  o significado  da  derivada  S'iTp.  Quais  sao  suas  unidades? 

(b)  De  uma  estimativa  do  valor  5 (16)  e interprete-o. 

5 A 

(mg/L) 


34. 


16 


40  7TQ 


O grafico  mostra  a influencia  da  temperatura  T sobre  5 a 
velocidade  maxima  de  nado  sustentive!  do  salmao  Coho. 

(a)  Qual  o significado  da  derivada  S’ {7)2  Quais  sao  suas  unidades? 

(b)  De  uma  estimativa  do  valor  5"(  1 5)  e de  5" (25)  e interprete-os. 

5 a 


10 


35-36  □ Detemiine  se  existe  ou  nao  /'(()). 


TO 


35./(,)»£se"7  se  J"°  *”7  se^° 


se  x = 0 


se  x ~ 0 


Profeto  Escrito  Metodos  iniciais  para  Encontrar  as  Tangentes 

A primeira  pessoa  a formular  explicitamente  as  ideias  de  limife  e derivada  foil  sir  Isaac  Newton,  em  1660. 
Mas  Newton  reconhecia  que  “Se  vejo  mats  longe  do  que  outros  homens  e porque  estou  sobre  os  ombros 
de  gigantes  . Dois  desses  gigantes  eram  Pierre  Femiat  (1601-1665)  e seu  professor  em  Cambridge,  Isaac 
Barrow  (1630-1677).  Newton  estava  familiarizado  com  os  metodos  deles  para  encontrar  as  retas 
tangentes,  e esses  metodos  desempenham  papel  importante  na  formulagao  final  do  calculo  de  Newton. 
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As  seguintes  referencias  contain  explicacdes  desses  metodos.  Leia  uma  ou  mais  referencias  e 
escreva  urn  relatorio  comparando  os  metodos  ou  de  Fermat  ou  de  Barrow  com  os  metodos 
modemos.  Em  particular,  use  o metodo  da  Secao  2.8  para  achar  uma  equagao  da  reta  tangente  a 
curv?a  y - jc*  + 2x  no  ponto  <1 , 3)  e mostre  como  Fermat  ou  Barrow  teriam  resolvido  o mesmo 
problema.  Embora  voce  tenha  usado  as  derivadas  e eles  nao,  mostre  a analogia  entre  os  metodos. 

1.  BOYER,  Carl;  MERZBACH  Uta.  A History  of  Mathematics,  Nova  York:  John  Wilev,  1989, 
p.  389,  432. 

2.  EDWARDS,  C.  H.  The  Historical  Development  of  the  Calculus.  Nova  York:  Springer- Verlag, 
1979, p. 124, 132. 

3.  EVES,  Howard.  An  Introduction  to  the  History  of  Mathematics . 6.  ed.  Nova  York:  Saunders. 
1990,  p.391,395. 

4.  KLINE,  Morris.  Mathematical  Thoughffrom  Ancient  to  Modern  Times.  Nova  York:  Oxford 
University  Press,  1972,  p.  344,  346. 


A Derivada  como  uma  Funcao 


Na  secao  precedente  consideramos  a derivada  de  uma  fungao /’em  urn  numero  fixo  a: 


f'(a ) ~ lim 

/(—>o 


f(a  + h)  - f{a) 


Aqui  mudamos  nosso  ponto  de  vista  e vamos  variar  o numero  a.  Se  substituirmos  a nr 
Equagao  1 por  uma  variavel  x,  obteremos 


Dado  um  numero  x para  o qual  esse  limite  existe,  atribufmos  a x o numero  f'(x).  Logo 
podemos  eonsiderar  /'  como  uma  nova  fungao,  chamada  derivada  de  / e defmida  pelt 
Equagao  2.  Sabemos  que  o valor  de  /'  em  x,  f(x ),  pode  ser  interpretado  geometricamentc 
como  a inclinagao  da  reta  tangente  ao  grafico  de/ no  ponto  {x.f(.x)). 

A fungao  f e denominada  derivada  de  /,  pois  tern  sido  “derivada"'  de/pela  operagao- 
limite  na  Equagao  2.  O dommio  de  f eo  conjunto  {x  { fix)  existe)  e poderia  ser  menoi 
que  o dommio  de/. 

EXEIV1FL0  1 □ O grafico  de  uma  fungao /e  ilustrado  na  Figura  1 . Use-o  para  esbogar  o 
grafico  da  derivada  f. 


y = fix) 


FIGURA  1 
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SOLUQAO  Podemos  estimar  o valor  da  derivada  de  qualquer  valor  tie  .v  tracando  a 
tangente  no  ponto  (x,j(.x))  e estimando  sua  inclinaeao.  Por  exemplo.  para  x - 5 tra^amo? 
a tangente  em  P na  Figura  2(a)  e estimamos  sua  inclinaeao  para  estar  em  torno  de  L 
assim  /'( 5)  ~ 1 ,5.  Isso  nos  permite  desenhar  o ponto  P’{ 5, 1 ,5)  sobre  o grafico  de  f 
diretamente  abaixo  de  P . Repetindo  esse  procedirnento  em  varies  pontos.  oblemos  o 
grafico  ilustrado  na  Pigura  2(b).  Note  que  as  tangentes  em  A,  B e C sao  horizontals; 
logo,  a derivada  e 0 la  e o grafico  de  /'  cruza  o eixo  x no  ponto  APB'  e C diretamente 
abaixo  de  A,  B e C.  Entre  A e B as  tangentes  tern  inclinaeao  positiva;  logo,  f\x)  e posi- 
tive la.  Mas  entre  B e C as  tangentes  tern  inclinaeao  negativa;  logo,  fix)  e negativo  la. 


v = fix) 


::  Observe  que  onde  a derivada  e 
positiva  fa  direita  de  C e entre  A e B),  . 
funcao/  e crescente.  Onde/'tv)  e 
negativa  (a  esquerda  de  ,4  e entre 
B e C),  / e decrescente.  Na  Seqao  4.3 
provaremos  que  isso  e valido  para 
todas  as  fungoes. 


P\ 5,  1..S) 


y=fix) 


FiGURA  2 


Se  uma  funcao  estiver  definida  por  uma  tabela  de  valores,  entao  poderemos  construir 
nma  tabela  de  valores  aproximados  de  sua  derivada,  como  no  exemplo  a seguir. 
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/ 

R'i!) 

1980 

4,5 

1982 

2,0 

1984 

i .5 

1986 

73 

1988 

25.0 

1990 

38,0 

1992 

36,8 

1 994 

29.0 

1996 

1 6.5 

1 998 

8.5 

2000 

S 3 

□ A Figura  3 ilustra  o Exemplo  2 
mostrando  os  graficos  da  fungao 
populagao  Bit)  e de  sua  derivada  B'it). 
Observe  que  a taxa  de  crescimento 
popuiacional  cresce  ate  um  maximo 
em  1 990  e,  depois,  passa  a decrescer. 


'EXEMPLO  2 " Seja  Bit)  a populacao  da  Belgica  no  instante  t.  A tabela  fornece  os  valores 
medics  anuais  de  Bit),  em  milhares,  de  1980  a 2000.  Construa  uma  tabela  de  Valores 
para  a derivada  dessa  funcao. 

S0LUQA0  Presumindo  que  nao  haja  uma  luituacao  violenta  nessa  populacao  enire  os 
valores  estabelecidos,  vamos  comecar  dando  uma  aproximagao  para  £'(1988),  a taxa  de 
crescimento  popuiacional  da  Belgica  em  1988.  Como 

/••(1988)  - iap 

h 


Obtemos 


para  os  valores  menores  de  h. 
Para  h~  2,  temos 


5' (1988) 


5(1988+ A) -5(1988) 
~~h~ 


B(\  990)  -5(1988)  9862-9884 


' ' 2 2 
(Essa  e a taxa  media  de  crescimento  entre  1988  e 1990.)  Para  h = -2.  temos 

;;  ( l«ISS)  - gt19s^-g0,9?8)  . »)g-9884  _ , , 

que  e a taxa  media  de  crescimento  entre  1986  e 1998.  Teremos  uma  aproximapao  mais 
precisa  se  tomarmos  a media  dessas  duas  taxas  de  variacao: 

j9'(l988)  = -j(39+ 1 1)=  25 

Isso  signilica  que  em  1988  a populacao  estava  crescendo  a uma  taxa  de  25  mil  pessoas 
por  ano. 

Fazendo  os  calcuios  analogos  para  outros  valores  (exceto  os  extremos,  1980  e 2000), 
temos  a tabela  que  mostra  os  valores  aproximados  para  a derivada. 

y a 

10.200  - 
10.100  - 

v-B(t) 

10.000  - 
9.900  - 
9.800  - 


1980  1984  1988  1992  1996  2000 


— t — ► 

nnn  t 


y = B'(t) 


1984  1988  1992  1996  2000 


FIGURA  3 
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1 / 1 

: / 

V 1 

- 

2 

2 

A ] 

: \ 

7” ' 

EXEMPlO  3 

(a)  Se  fix)  - x-  - x,  encontre  uma  formula  para  fix'). 

(b)  Ilust  re  comparando  os  graficos  de/e/'. 

SOLUQAO 

(a)  Ao  usar  a Equacao  2 para  computar  uma  derivada,  devemos  nos  lembrar  de  que  a 
variavel  the  de  que  x e considerado  temporal)  a men  te  eomo  uma  constante  durante  os 
ealcuJos  do  limite. 


fix)  — lint 

h >0 


fix  + h)  — fix) 


Inn 

h h ■■■:■■()  h 

x'  4-  3 x2h  4 3xh 1 4-  /r  — x — h — x*  4-  x 


[(x  + hf  — (x  4-  /?)]  [x ' — x] 


l mi 

h ■■■■■■•  0 


= lim 

/■i  ■■■■■-  o 


h 

3 x2h  4-  3 xh2  4-  h ' — h 
~h~ 


— lim  (3x  ’ 4 3x/i  4 - }f  — 1)  — 3x2  — 1 

h-M) 

(b)  Vamos  fazer  os  graficos  de  ftf  utilizando  algum  recurso  grafico.  O resultado  esta 
na  Figura  4.  Note  que  f(x)  = 0 quando /tern  tangentes  horizontals,  ef’(x)  6 positivo 
quando  as  tangentes  tern  inclinacao  positive.  Assim,  esses  graficos  servem  como 
verificapao  do  trabalho  feito  em  (a). 


Hi 


otjui  racionniizamos  o 


EXEMPLO  4 :::  Se  f{x)  — fx  — 1 , encontre  a derivada  de /.  Estabeleca  o dommio  de  /'. 
S0LUQA0 

fix  + hf—  f(x) 


fix)  — lim 

h 0 


lim 

— o 


h 


x/x  + h — 1 — Jx 


><>  v "\  4-  h — 14-  fx  — 1 


V X 1 T yX  1 2-y'X'  1 

Vemos  que  fix)  existe  se  x > 1 ; logo,  o dommio  de/'  e (I , f.  Ele  e menor  que  o 
dommio  de / que  e [ 1 . *). 


Vejamos  se  o resultado  do  Exemplo  4 e razoavel  observando  os  graficos  de/e  /'  na 
Figura  5.  Quando  x estiver  proximo  de  1,  fx  - 1 estara  proximo  de  0;  logo, 
f(x)  — 1/(2  yfx  ~ l)  e muito  grande,  e isso  corresponde  a retas  tangentes  mgremes  pro- 
ximas  de  (1 , 0)  na  Figura  5(a)  e a grandes  valores  de  f’{x)  exatamente  a direita  de  1 na 
Figura  5(b).  Quando  x for  grande,  f{x)  sera  muito  pequena,  e o que  corresponde  ao 
achatamento  das  retas  tangentes  no  extremo  direito  do  grafico  de  ft  a assmtota  horizontal 
do  grafico  de  f . 
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FfGURA  5 


(a)  fix)  = Va  - 1 


(b)  f'(x) 


?v/m 


EX  EM  Pi 


1 — x 

5 :::  Encontre  f se  j(x)  ~ 

2 + x 


d ad  — be 


SOLUQAO  f'(x)  = Him 

h~-t) 


— lim 

A— 0 


= lim 

k-f  o 


fix  4-  h)  — f{x) 
h 

1 — (x  + h ) 1 — x 

2 + (a  + h)  2 + x 

~~h 

(1  — x ~ h){ 2 + x)  ~ (1  — a') (2  + x + h ) 
hi  2 + x + h)(  2 + x) 

(2  — x — 2 h — x“  — xh)  - (2  — x 4 ■ h ~ x2  — xh ) 
h{2  + x + h){  2 + a) 


-3  h 

Jim  — — — — 

ft—o  h( 2 + jf.H-  h)( 2 + a) 


a-o  (2  + a + A) (2  + x)  (2  + a)2 


Outras  Notagoes 

Se  usannos  a notagao  traditional  v — /(a)  para  indicar  que  a variavel  independente  e a 
enquanio  y e a variavel  dependente,  entao  algumas  notagdes  altemativas  para  a derivada 
sao  como  se  seeue: 


fix)  - y’ 


dv  _ df  __  d 
dx  dx  dx 


fix)  - Df(x)  - DJ(x) 


Os  symbol  os  D e dj  dx  sao  chamados  operadores  differencials,  pois  indicam  a operacao  de 
diferenciagao,  que  e o processo  de  calculo  de  uma  derivada. 

O stmbolo  dy/dx , introduzido  por  Leibniz,  nao  deve  ser  encarado  como  urn  quociente 
(por  ora);  trata-se  simplesmente  de  um  sinonimo  para  /'(a).  Todavia,  essa  notagao  e muito 
util  e proveitosa,  especialmente  quando  usada  em  conjunto  com  a notagao  de  incremento. 
Podemos  reescrever  a definigao  de  derivada  (Equagao  2.8.4)  como 


lim  -f- 
dx  A a 


ESitbia-Thoinson 


Wilhelm  Leibniz  nasceu  em 
Leipzig  em  1 646  e estudou  direito, 
teoiogsci  filosofia  e matematica  na 
universidade  local,  graduando-se  com 
17  anos.  Apos  obter  seu  doutorado  em 
direito  aos  20  anos,  Leibniz  entrou  para 
o servigo  diplomatico,  passando  a 
maior  parte  de  sua  vida  viajando  pelas 
capitals  eurcpeias  em  missoes 
potiticas.  Em  particular  trabalhou  para 
afastar  uma  ameaga  militar  da  Franga 
contra  a Alemanha  e tentou  reconciliar 
as  igrejas  Catolica  e Protestante. 

Leibniz  so  comecou  a estudar 
seriamente  matematica  em  1672, 
quando  em  missao  diplomatica  em 
Paris,  la  eie  construiu  uma  maquina  de 
calcular  e encontrou  cientistas,  como 
Huygens,  que  dirigiram  sua  atengao 
para  os  uliimos  desenvolvimentos  da 
matematica  e da  ciencia.  Leibniz 
procurou  desen vofver  uma  logica 
simbolica  e um  si  sterna  de  notacao 
que  simplificariam  o raciocinio  logico. 
Em  particular,  a versao  do  calculo 
publicada  por  eie  em  1684  estabeleceu 
a notagao  e as  regras  para  encontrsr  as 
derivadas  usadss  ate  hoje, 

Infelizmente,  uma  disputa  muito 
acirrada  de  prioridades  surgiu  em  1 690 
entre  os  seguidores  de  Newton  e os 
de  Leibniz  sobre  quem  teria  Inveatado 
primeiro  o calculo.  Leibniz  foi  ate 
mesmo  acusado  de  plagio  peios 
membros  da  Royal  Society  na 
Inglaterra.  A verdade  e que  cada  um 
inventou  independentemente  o 
calculo.  Newton  chegou  primeiro  a sua 
versao  do  calculo,  mas,  por  temer 
controversies,  nao  o publicou 
imediatamenxe.  Assim,  a publicagao  do 
calculo  de  Leibniz  em  1684  foi  a 
pnmeira  a aparecer. 


Para  indicar  o valor  de  uma  derivada  dy/dx  na  notacao  de  Leibniz  em  um' nurne.ro  espeef- 
fico  a.  usamos  a notacao 


dy  | 
~dx  L 


dy 

dx 


que  e um  sinonimo  para  f’(a). 


Oebr  bLij  Uma  funcao  f 6 diferenciavel  em  a se  f’(a)  existir.  E diferenciavel 
em  urn  intervalo  aberto  (a,  b)  [on  (a,  <*)  0u  (-=»  , d)  ou  (-ce  , ^))  se  for  diferen- 
ciavel em  cada  numero  do  intervalo. 


OEMPIO  6 Onde  a funcao  fix)  ---  jxj  e diferenciavel? 

SOLUQAO  Se  x > 0,  entao  | x [ = x e podemos  escolher  h sufic  ientemente  pequeno  tal 
que  .v  + h > 0 e ainda  jx  + h j = x + h.  Consequentemente,  para  x < 0 temos 

x + /?!  — i ..v  I 


fix)  — )im 

ft--*  o h 

(x  + h)  — x h 

— — lim  — = lim  1 — 1 

ft  •••••>  o h h~*  o h ft  ■■■■■'■•  o 

e /e  diferenciavel  para  qualquer  x > 0. 

Analogamente,  para  x < 0 temos  | x j = —x  e podemos  escolher  h su  lie  ientemente 
pequeno  tal  que  x + h < 0 e,  assim.  J x + h j = — (x  + h) . Portanto,  para  x < 0, 


f'{x)  ~ lim 


x + h j — j x j 

h 


— (x  + h)  — (— x)  ~h 

— ]jm — lim  — — = lim  (— H = —1 

h >0  fl  h -'>0  h b 0 


e dessa  forma f € diferenciavel  para  qualquer  x < 0. 
Para  x — 0 temos  de  verificar 


/'(0)  - lim 

ft  - >o 


/(()  + h)  -/(()) 
h 


— lim 

h ■■■■:■*  0 


0 + h ! - 1 0 


(se  eie  existe) 


Vamos  computar  o 1 incite  esquerdo  e o direito: 


i,m 

O'- 


hi 


0 


~~  — lim 

ft  o4 


h 


lim  — = lim  1 

h nr  h h -o- 


lim 

ft->0 


o + h I - ! o 


— lim 

h -Mr 


lim 

h •■•()'' 


— h 

h 


lim  (-1)  - -1 

h->  0- 


Uma  vez  que  esses  liinites  sao  diferentes,  /'(())  nao  existe.  Portanto,/ e diferenciavel 
para  todo  x,  exceto  em  0. 
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(b)  y : 

= f’(x) 

FIGURA6 
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Uma  formula  para  f ' e dada  por 

fix) 

e seu  grafico  esta  ilustrado  na  Figura  6(b).  O iato  de  que  /'(0)  nao  existe  esta  refletido 
geometricamente  no  iato  de  que  a curva  y=  |x|  nao  tem  ret*'  tangente  cm  (0,  0). 

[Veja  a Figure  6(a).] 

Tanto  a continuidade  como  a difereneiabiiidade  sao  p:ropriec]ade$  desejaveis  para  urn 
fungao.  ()  seguinte  teorema  mostra  como  essas  propriedades  estao  relacionadas 


| |_4j  Teorema  Se/for  diferenciavel  em  a,  entao/e  eontfnua  era  a. 


f 1 se  a-  > 0 
1 ""  1 se  x < 0 


Prova  Para  provar  que/e  eontfnua  em  a,  temos  de  mostrar  que  lim, a fix)  — fia). 

Fazemos  isso  raostrando  que  a diferenca  f(x)  - f(a ) tende  a 0. 

A informagfso  dada  e que/e  diferenciavel  em  a.  i$to  e, 


f'ia)  — lim 


fix)  ~ fia) 


existe  (veja  a Equacao  2.8.3).  Para  conectar  o dado  com  o desconhecido,  dividimos  e 
multiplicamos  fix)  -fia ) por  x - a (o  que  pode  ser  feito  quando  a*  # a): 


fix)  -M  - M zm  u.  _ a) 


Assim,  usando  a Lei  do  Produto  e a Equacao  2.8.3.  podemos  escrever 


lim  [fix)  — /(«)]  = lim 

x—+a  ’ ’ x 


fix)  - f(a)  ,, 

— lx  ~ a) 

x — a 


fix)  - fia ) 

lim  — - — — — — lim  (a  ^ a) 


— f’la ) -0  = 0 


Para  usar  o que  acabamos  de  provar,  vamos  comeg  ar  com  /(a)  e somar  e subtrair  fia): 


lim  f{x)  — lim  [fia)  + {fix)  - fia))] 


~ lim  fia)  + lim  [fix)  - fia)) 

x-^o  x a 

= f{a)  + 0 = f(a) 


Conseqiientemente./e  eontfnua  em  a. 


N0TA  □ A recfproca  do  Teorema 


Isa.  isto  e.  ha  fun goes  aue  sao  contfnuas. 


sao  diferenciaveis.  Por  exemplo,  a fungao  fix ) — | a|  e eontfnua  em  0,  pois 

lim  fix)  = lim  ixl  = 0 — f{ 0) 

x-xr  ' a- -■->()  ’ 


is  nar 


(Veja  o Exemplo  7 na  Segao  2.3.)  Mas  no  Exemplo  6 mostramos  que / nao  e diferenciave 
em  0. 
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y , 

reta  tangente 

vertical  . ^ 

\j 

N 

0 

a x 

FIGURA  7 


§a!  Como  Pode  uma  Funcao  Deixar  de  Ser  Diferenciavel? 

Vim  os  que  a funyao  y — j.v)  do  Exemplo  6 nao  e diferenciavel  era  0.  e a Figura  6(a) 
mostra  que  em  x — 0 a curva  muda  abruptamente  de  direeao.  Em  geral,  se  o grafico  de  uma 
iunyao/  fiver  uma  "quina  ou  uma  "dobra's  entao  o grafico  de  f nao  tera  tangente  rsesse 
ponto.  e/  nao  sera  diferenciavel  ali.  (Ao  teniar  calcular  f'(a),  vamos  descobrir  que  o finite 
esquerdo  e o direito  sao  dife  rentes.) 

O Teorema  4 nos  da  outra  forma  de  uma  funcao  deixar  de  ter  uma  derivada.  Ele  afirma 
que  se/for  descontinua  em  a,  entao / nao  sera  diferenciavel  em  a.  Assim,  em  toda  descon- 
tinuidade de/(por  exemplo,  um  pulo  de  descontinuidade).  ela  deixa  de  ser  diferenciavel. 

Uma  terceira  possibilidade  surge  quando  a curva  tern  uma  reta  tangente  vertical  em 
x = a.  isto  e,/e  contfnua  em  a e 


lim  | f’(x)  | — oo 

a-  a 

Isso  significa  que  a reta  tangente  fica  cada  vez  mais  mgreme  quando  r — > a.  A Figura  7 
mostra  uma  forma  de  isso  acontecer.  e a Figura  8(c),  outra.  A Figura  8 iiustra  as  tres  pos~ 
sibil idades  discutidas. 


V i 

-—i 

1 A y 

/ 

/ 

> Vi 

/ ) 

0 

a x 0 

a x 0 

a x 

FIGURA  8 

Tres  formas  de/ deixar  de 

1 

ser  diferenciavel  em  a 

(a)  Quina 

(b)  Descontinuidade 

((c)  Tangente  vertical' 

As  calculadoras  graficas  e os  computadores  sao  outra  possibilidade  de  analise  da  diferen- 
ciabilidade.  Se/ tor  diferenciavel  em  a , entao,  se  dermos  um  zoom  em  direyao  ao  ponto 
(a,  f(a)),  o grafico  vai  se  endireitando  e se  parecera  cada  vez  mais  com  uma  reta  (veja  a 
Figura  9.  Vimos  um  exemplo  especfiico  na  Figura  3 da  Seyao  2.8).  Por  outro  lado,  inde- 
pendentemente  da  maneira  como  dermos  o zoom  em  direeao  a pontos  como  os  das  Figuras 
7 e 8(a),  nao  poderemos  eliminar  a ponta  aguda  ou  quina  (veja  a Figura  10). 


FIGURA  9 

f 6 diferenciavel  em  a 


FIGURA  10 

/nao  e diferenciavel  em  a 
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Exercicios 


1-3  ::;  Use  os  graficos  dados  para  estimar  o valor  de  cada  derivada. 
Esboce  entao  o grafico  de  /' . 

1.  (a)  /'(l) 

(b)  /'( 2) 

(c)  /'(3) 

(d)  /'(4) 


i t; 



*~f 
j • 

TV=./u> 

t 

\ 

: 0 

1 ! ! x 

: 

ry: 

L i 



— fix  t !/ 

-H 

| y- 

r ° 

! : I | 

x 

2.  (a)  /'( 0) 

(b)  /'{0 

(c)  /'(2) 

(d)  /'(3) 

(e)  /'{ 4) 

(f)  /'(5) 


3.  (a)  /'(— 3) 

(b)  /'(— 2) 

(c)  /'(-l) 

(d)  /'(0) 

(e)  /'(l) 

(f)  /'(2) 

(g)  /'(3) 


4.  Associe  o grafico  de  cada  fungao  em  (a)-(d)  com  o grafico  de 
sua  derivada  em  MV.  De  razdes  para  suas  escolhas. 


5-13  □ Trace  ou  copie  o grafico  de  /.  (Suponha  os  eixos  com  a 
mesma  escaia.)  Use  entao  o metodo  do  Exemplo  1 para  esbogar  o 
grafico  de  /'. 

5.  * 8. 
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grafico  mostrado  corresponde  ao  da  funcao  populacao  Pin. 
' de  cultura  cm  laboratorio,  de  celulas  dc  Jevedo.  Use  o raeuxio 
pfffvQ ' do  Exemplo  ! para  obter  o grafico  da  derivada  P'(t).  0 que  o 
grafico  de  P'  nos  diz  sobre  a populacao  da  levedo? 

P a (celulas  de  levedo) 


21.  fix)  = 37 
23.  fix)  = .1  - 3,r 
25.  fix)  — xl  ■■■■■  3,v  + 5 


27.  p(x)  = vi  + 2 
4/ 

23.  Of;;  = — 

/ + 1 

31.  fix)  - .r1 


22.  /(.v)  = 12  + 7.v 
24.  /U)  = 5.r  + 3:v  - 
28.  fix)  — x + y.T 

28.  fix)  = 

1 - 3 j 
30.  f/C.v)  - 


5 10  i?  Qhoras) 

15.  O grafico  mostra  cotno  a idade  media  dos  homens  japoneses 
que  se  casam  pela  primeira  vez  variou  na  ultima  metade  do 
seculo  XX.  Esboce  o grafico  da  funcao  derivada  M'if).  Quais 
os  anos  que  a derivada  foi  negativa? 


18-18  a Faca  urn  esboco  cuidadoso  de  / e desenhe  o erdfico  de  f' 

como  nos  Exerdcios  5-13.  Voce  pode  sugerir  uma  formula  para 

fix)  a partir  de  seu  grafico? 

16.  fix)  ~ sen  x 

17.  f{x)  - e* 

18.  f(x)  = in  x 

1 19-  Seja  fix)  = xf 

(a)  Estime  os  valores  de  /'{()/  /'(|),  /'(])  e /'( 2)  fazendo 
uso  de  um  recurso  grafico  para  um  zoom  no  grafico  de  f. 

(b)  Use  a simetria para  deduzir  os  valores  de  f’{  — \)  e 

n -2i. 

(c)  Utilize  os  resultados  de  (a)  e (b)  para  conjecturar  uma  for- 
mula para  fix). 

(d)  Use  a definicao  de  derivada  para  provar  que  sua  conjectura 
em  (c)  esta  correta. 

1 20.  Seja  fix)  = ;r\ 

(a)  Estime  os  valores  de  /'( 0),  /'( |),  /'(]).  /'( 2}  e /'( 3) 
fazendo  uso  de  urn  recurso  grafico  para  um  zoom  no 
grafico  de  / 

(b)  Use  simetria  para  deduzir  os  valores  de  f'{—\ ).  /'(-  1 ). 
f'i-2)  e 3). 

(c)  Empregue  os  valores  de  (a)  e (b)  para  para  fazer  o grafico  d e/  \ 

(d)  Conjecture  uma  formula  para  fix). 

(e)  Use  a definicao  de  derivada  para  provar  que  sua  conjectura 
em  (d)  esta  correta. 

21"31  Encontre  a derivada  da  funcao  dada  usando  a definicao. 

Estabeleca  os  domfnios  da  funcao  e da  derivada. 


(a)  Esboce  o grafico  de  fix)  — Q6  — x eomecando  pelo 
grafico  de  v — fx  e usando  as  transforma§oes  da  Secao  f .3. 

(b)  Use  o grafico  da  parte  (a)  para  esbocar  o grafico  de/'. 

(c)  Use  a definicao  de  derivada  para  encontrar /'  (x) . Quais  os 
domfnios  de/e  f ? 

(d)  Use  um  recurso  grafico  para  fazer  o grafico  f e compare -o 
com  o esboco  de  (b). 

(a)  Se  fix)  x — i2/x) . encontre  fix). 

(b)  Verifujue  se  sua  resposta  em  (a)  foi  razoavel  comparando 
os  graficos  de/e/' . 

(a)  Se  fit)  6/(1  + f2K  encontre  /'{;). 

(b)  Verifique  se  sua  resposta  em  (a)  foi  razoavel  comparando 
os  graficos  de/e  /'. 

A taxa  de  desemprego  Uit)  varia  com  o tempo.  A tabela  (do 

Bureau  of  Labor  Statistics)  da  a porcentagem  de  desemprego 

na  forca  de  trabalho  norte-americana  de  1991  a 2000. 


(a)  Qual  o sigmficado  de  U’ifp.  Quais  sao  suas  unidades? 

(b)  Construa  a tabela  de  valores  de  U’ it). 

36.  Seja  Pit)  a porcentagem  de  norte-americanos  menores  de  1 8 
anos  no  tempo  t.  A tabela  da  os  valores  dessa  funcao  nos  cen- 
sos  realizados  de  1950  a 2000. 


(a)  Qual  o significado  de  P\t)‘l  Quais  sao  suas  unidades? 

(b)  Construa  uma  tabela  de  valores  para  P’i  t). 

(c)  Faca  os  graficos  de  P e P’ . 

(d)  Como  seria  possfvel  obter  valores  mass  precisos  para  P'iff? 
37.  O grafico  de/ e dado.  Estabeleca,  e.xplicando,  os  numeros  nos 

quais  / nao  e diferenciavel. 


4 6 8 


.10  \ 12 


38.  O grafico  de  g e dado. 

(a)  Em  quais  ndmeros  g e descontfnua?  Por  que? 

(b)  Em  quais  numeros  g nao  e djferenciavei?  Por  que? 


rA! 


H"”+ ' ITo , 


55  39.  Faca  o grafico  da  fimgao  fix)  = .t  + yj  x | . De  um  zoom 
primei.ro  em  diregiio  ao  ponlo  (- 1 , 0)  e entao  em  diregao  a 


origem.  Qual  a diferenga  entre  os  comportamentos  de/ nas 
vizinhangas  desses  dois  pontos?  O que  voce  conciui  sobre  a 
diferenciabilidade  de  /'? 


De  um  zoom  em  diregao  aos  pontos  (1 , 0).  (0.  1 ) e (-1 , 0) 
sobre  o grafico  da  funcao  gix)  ~ (x 1 — l)2'  3.  O que  voce 
nota?  Relate  o que  voce  viu  em  termos  da  diferenciabilidade  de  g. 


Seja  fix)  - </x. 

(a)  Se  a d 0,  use  a Equacao  2.8.3  para  encontrar  fid). 

(b)  Mostre  que  /'(())  nao  existe. 

(c)  Mostre  que  y — l/x  tem  uma  reta  tangente  vertical  em  (0, 0). 
(Lembre-se  da  forma  do  grafico  de/.  Veja  a Figura  13  na 
Segao  1 .2.) 

(a)  Se  g(x)  ~ a ’ . mostre  que  /(())  nao  existe. 

(b)  Se  a d 0.  encontre  g'(d). 

(c)  Mostre  que  y = x2‘*  tem  uma  reta  tangente  em  (0, 0). 

(d)  Ilustre  a parte  (c)  fazendo  o grafico  de  y = x2r\ 


Mostre  que  a funcao  fix)  = | x — 6 j nao  e djferenciavei  em  6. 
Encontre  uma  formula  para/'e  esboce  seu  grafico. 


dames  Stewart 


CAPfTULG  2 


44.  Onde  a funcao  major  imeiro  f(x)  — K-vf  nao  e djferenciavei0 
Encontre  uma  formula  para  f e esboce  seu  grafico. 


45.  (a  i Esboce  o grafico  da  funcao  fix)  - x\x\. 

( b)  Para  que  os  vaJores  de  x sao/difereneiaveis? 

<c)  Encontre  uma  formula  para/' . 

46.  A derivada  esquerda  e a direita  de/em  a sao  definidas  por 


i’-  ia)  ■ Hm 

h >0“ 


f(a  + h)  — fid) 


f'fa)  — lim 

h —*  0 - 


fia  + h)  — fid) 


se  esses  limites  exisiirem.  Entao  /'(a)  existe  se  e somente  se 
essas  derivadas  unilaterais  existirein  e forem  iguais. 

(a)  Encontre  j '.-(4)  e /+(4)  encontre  a fungao 


m - 


se  Jr  <-  0 


-v  se  0 < x < 4 


(b)  Esboce  o grafico  de  / 

(c)  Onde  / e descontfnua? 

(d)  Onde /nao  e diferenciavel? 


47.  Lembre-se  de  que  uma  fungao/ e chamada  par  s e/(-,r)  — fix) 
para  todo  x em  seu  domi'nio.  e fmpar  se/(-jr)  = -fix)  para 
todo  x.  Prove  cada  uma  das  afirmativas  a seguir. 

(a)  A derivada  de  uma  funcao  par  e uma  funcao  fmpar. 

(b)  A derivada  de  uma  fungao  fmpar  e uma  funcao  par. 


48.  Quando  voce  abre  uma  torneira  de  agua  quente,  a temperatura 
T da  agua  depende  de  quanto  tempo  a agua  esta  correndo. 

(a)  Esboce  um  grafico  possfvel  de  T como  uma  fungao  de  ty 
que  decorreu  desde  que  a torneira  foi  aberta. 

(b)  Descreva  como  e a taxa  de  variagao  de  7 em  relacao  a t 
quando  t esta  crescendo. 

(c)  Esboce  um  grafico  da  derivada  de  T. 


49.  Seja  t a reta  tangente  a parabola  y ~ x2  no  ponto  (1 , 1)  0 
dngulo  de  inclinagdo  de  ( e o angulo  4>  que  € faz  com  a 
diregao  positiva  do  eixo  x.  Calcule  & correta  ate  o grau  mais 
proximo. 


/6 
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VERiFiCACAO  DE  CONCEtTOS 


1.  Explique  o significado  de  cada  urn  dos  limites  a scguir  e ilustre 
corn  um  esbo^o. 

(a)  lim fix)  = L (b)  !im  fix)  — L 

(c)  lim  fix)  = L (d)  lim/(x)  ~ oc 

(e)  lim  fix')  — L 

2.  Dcscreva  as  varias  situates  para  que  um  limite  possa  nao 
existir.  Uustre-as  com  uma  figura. 

3.  Enuncie  cada  uma  das  seguintes  Leis  do  Limite. 

(a)  Lei  da  Soma  (b)  Lei  da  Diferenca 

(c)  Lei  do  Multiplo  Constante  (d)  Lei  do  Produto 

(e)  Lei  do  Quociente  (f)  Lei  da  Potencia 

(g)  Lei  da  Raiz 

4.  Q que  afirma  o Teorema  do  Confronto? 

5.  (a)  O que  signiftca  dizer  que  uma  reta  x ~ ac  uma  assintota 

vertical  da  curva  y = /(x)?  Trace  as  curves  que  ilustrem 
cada  uma  das  varias  possibilidades. 

(b)  O que  significa  dizer  que  uma  reta  y ™ L6  uma  assintota 
horizontal  da  curva  y - /(x)?  Trace  as  curvas  que  ilustrem 
cada  uma  das  varias  possibilidades. 

6.  Quais  das  curvas  a seguir  tern  as  sin  tot  as  verticals?  E 
horizontals? 

(a)  y = x4 5 6 7 8  (b)  y = sen  x (c)  y = tg  x 

(d)  y - tg"  A (e)  y = e*  (f)  y ~ In  x 

(g)  y — 1 / x (h)  y = fx 


1.  (a)  Qua]  o significado  de/ser  contlnua  em  o? 

(b)  Qua!  o significado  de/ser  contlnua  em  intervales  (-=» , «)? 
Nesse  caso,  o que  se  pode  dizer  sobre  o grafico  de/? 

8.  O que  afirma  o Teorema  do  Valor  Intermediary? 

9.  Escreva  uma  expressao  para  a inclinacao  da  reta  tangente  a 
curva  y - fix)  no  ponto  (a,f(a)). 

10.  Considere  um  objeto  movendo-se  ao  longo  de  uma  reta  com  a 
posicao  dada  por fit)  no  instante  t,  Escreva  uma  expressao  para 
a velocidade  instantanea  do  objeto  em  / = a.  Como  pode  ser 
interpretada  essa  velocidade  em  termos  do  grafico  de/? 

11.  Se  y — f(x ) e x variar  de  xs  a x2.  escreva  uma  expressao  para  o 
seguinte. 

(a)  Taxa  media  de  variaqao  de  y em  relaqao  a x no  intervalo 

[jfi*  JC2J- 

(b)  Taxa  instantanea  de  varia^ao  de y em  rela9ao  a x em  x ~ xt. 

12.  Defina  a derivada  /’fa).  Discuta  as  duas  maneiras  de 
interpretar  esse  numero. 

13.  (a)  O que  significa /ser  diferenciavel  em  a? 

(b)  Que  relayao  subsiste  entre  diferenciabilidade  e 
continuidade  de  uma  furnjao? 

(c)  Esboce  o grafico  de  uma  fun^ao  que  e contlnua,  mas  que 
nao  e diferenciavel  em  a — 2. 

14.  Descreva  as  varias  situagoes  para  que  uma  fungao  nao  seja 
diferenciavel.  Hustre-as  com  fi suras. 


TESTES  FALSO-VERDADEiRO 


Determine  se  0 que  esta  estabetecido  e false  qu  verdadeiro.  Se  verdadeiro, 
explique  por  que.  Se  false,  explique  por  que  ou  de  um  contra-exemplo  do  que 
esta  estabelecido. 


f 6x  — 7 


v + 5x 


3.  fim  — — — 

> ■>!  x + 2x  — 4 


lim  (x2  f 6.x  — 7) 

x-*i 

lim  (x2  + 5x  — 6) 


lim  (x  — 3) 

x->  1 

lim  (x2  + 2x  — 4) 

.t-H  . 


4.  Se  fiin?.>s fix)  = 2 e limA..*s  g(x)  — 0,  entao 
lim,_,5  [f(x)/g(x) ] nao  existe. 

5.  Se  lim.r..,5/(x)  = 0 e lim,.,?  gix)  = 0.  entao 
lim^.,.,5  [/ {x)/g{x)\  nao  existe. 

6.  Se  lim x-,6f(x)g{x)  existe,  entao  o limite  deve  ser  f(6)g{6). 

7.  Se  p for  um  polinomio.  entao  lim*..,* p{x)  = p(b). 

8.  Se  lim^.....>o/(x)  = <*  e limx ..s!s^(x)  ~ entao 

lim._.0 [/(x)  - gix)}  = 0. 


9.  Uma  fungao  pode  ter  duas  assintotas  horizontais  distintas. 

10.  Se/ em  dominio  [0.  a>]  e nao  possui  assintota  horizontal,  entao 
lim  *.*,.<*  fix)  = 00  ou  lim,„..,x  /(x)  — -so 

11.  Se  a reta  x — 1 for  uma  assintota  vertical  de  y = /(jr),  entao/ 
nao  esta  definida  em  1 . 

12.  Se  /(l)  > 0 e /(3)  < 0,  entao  existe  um  numero  c entre  1 e 3 
tal  que /(c)  ~ 0. 

13.  Se  / for  contlnua  em  5 e/(5)  = 2 e/( 4)  — 3,  entao 

lim., ,i/(4x2  - 1 1)  = 2. 

14.  Se/for  contlnua  em  [- 1 , 1 J e /(-l)  = 4 e /(!)  = 3,  entao 
existe  um  numero  r tal  que  | r j < 1 e fir)  = tt. 

15.  Seja / uma  fungao  tal  que  limx >«/(x)  = 6.  Entao  existe  um 

numero  8 tal  que,se  0 < [x|  < 5, entao  j fix)  - 6|  < 1. 

16.  Se  f(x)  > 1 para  todo  x e limJr  .,o/(x)  existe,  entao 
limr..,0 fix)  > 1. 

17.  Se/for  contlnua  em  a,f€  diferenciavel  em  a. 

18.  Se  f’ir)  existe,  entao  lim ...... r/(x)  = f(r). 
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35-38  c Use  o Teorema  do  Valor  Interraediario  para  mostrar  que 
existe  uma  raiz  da  equayao  no  intervalo  dado. 

35.  2x ? + x‘  + 2 — 0.  (-2,  - 1) 

36.  e~,:  = x.  (0.  1) 

37.  (a)  Encontre  a inclinayao  da  reta  tangente  a curva  y - 9 - 2.r 

no  ponto  (2,  1). 

(b)  Encontre  uma  equayao  dessa  reta  tangents. 

38.  Encontre  as  equayoes  da  reta  tangente  a curva 

7 

1 - 3.x 

nos  pontos  corn  a coordenada  x,  0 e -1 . 

39.  Q deslocamento  (era  metros)  de  um  objeto  movendo-se  ao 
longo  de  uma  reta  e dado  per  s ==  1 + 2?  r-  p/4,  onde  / e 
medido  era  segundos. 

(a)  Encontre  a veiocidade  media  nos  seguintes  perkwlos. 

(I)  [1,3]  (ii)  [1.2] 

(ill)  [1,1,5]  (iv)  [1,1,1] 

(b)  Encontre  a veiocidade  instantanea  quando  t ~ 1 . 

40.  De  acordo  coni  a Lei  de  Boyle,  se  a temperatura  de  um  gas 
eonfinado  for  mantida  constante,  entao  o produto  da  pressao  P 
com  o volume  V e uma  constante.  Suponha  que.  para  urn  certo 
gas.  PV  — 800,  onde  P e medido  era  libras  por  polegada 
quadrada  e Ve  medido  era  polegadas  ciibicas. 

(a)  Encontre  a taxa  de  variacao  media  de  P quando  V aumenta 
de  200  pop  para  250  poP . 

(b)  Expresse  V como  uma  funyao  de  P e mostre  que  a taxa  de 
variacao  instantanea  de  Pern  relay  ao  a Pc  inversamente 
proportional  ao  quadrado  de  P. 

41.  (a)  Use  a delinicao  de  derivada  para  eneontrar  /'( 2),  onde 

fix)  = x*  - 2.x. 

(b)  Encontre  uma  equayao  da  reta  tangente  a curva 
v = x * — 2x  no  ponto  (2,  4). 

(c)  llustre  a parte  (b)  fazendo  o grafico  da  curva  e da  reta 
tangente  na  mesma  tela. 


42.  Encontre  uma  ftmcao/e  uni  ndmero  a iais  que 

(2  + hf  - 64 

lim  • 7 - =■■■■  fia) 

h o h 

43.  O custo  total  de  sakiar  uma  dfvida  a uma  taxa  de  juros  de  r 
ao  ano  e C = /(>). 

(a)  Qua!  o significado  da  derivada  /'(/}?  Quais  sao  suas 
unidades? 

(b)  O que  signitica  a afirmativa  /'(l 0)  — 1.200? 

(c)  f(r)  e sempre  positiva  ou  muda  de  sinal? 

44-46  □ Trace  ou  copie  o grafico  da  funyao.  Entao  esboce  o 
grafico  de  sua  derivada. 


45. 

V A 


6 1 \ x 


47.  (a)  Se  fix)  = y3  — 5x,  use  a delinicao  de  derivada  para 
eneontrar  /'(x). 

(b)  Encontre  os  dominios  de/e  /'. 

aS  f.c)  Faya  os  gralicos  na  mesma  tela  d e/e  /'.  Compare  os 

graficos  para  ver  se  sua  resposta  da  parte  (a)  e razoavel. 


-James  Stewart 


48.  (a)  Encontre  as  asslntotas  do  grafico  de 

...  4-.t 

/(*)  = 

3 -r  .x 

e use-as  para  esbocar  o grafico. 

(b)  Use  o grafico  da  parte  (a)  para  esboyar  o grafico  de/' . 

(c)  Use  a deftmcao  de  derivada  para  encontrar/'(x). 

||  (d)  Use  urn  recurso  computational  para  fazer  o grafico  de/'  e 

compare-o  com  o esboco  da  parte  (b). 

49.  E dado  o grafico  de/.  Estabeleca,  com  explicates,  os  numeros 
nos  quais/ nao  e diferenciavel. 


50.  A taxa  de  fertilidade  total  no  instante  t e denotada  por 
Fit)  e e utna  estimativa  do  numero  medio  de  criancas 
nascidas  de  cada  mulher  (supondo  que  a taxa  de  nascimento 
correilte  permaneca  const  ante).  O grafico  da  taxa  de 
fertilidade  total  nos  Estados  Unidos  mostra  as  flutuacoes 
de  1940  a 1990. 

(a)  Esiime  os  valores  de  F’{  1950), F'(1965)  e F'(1987). 

(b)  Qual  o significado  dessas  derivadas? 

(c)  Voce  pode  sugerir  as  razoes  para  os  valores  dessas 
derivadas? 


CAPtTUlQ  2 U MITES  E DERIVADAS 


-j7® 


51.  Seja  B{t)  o valor  total  de  moeda  norte-americana  em  circulafao 
no  instante  t.  A tabeia  fornece  os  valores  dessa  funtjao  de  1980 
a 1998.  ao  fim  de  cada  ano.  em  bilhoes  de  d olares.  Interprete  e 
estime  o valor  de  B'(  1 990). 


r 

1980 

124,8 

1985 

182.0 

1990 

268.2 

1995 

•40  J s5 

1 998 

492.2 

ij|  52.  Faca  o grafico  da  curva  v — (x  + l)/(x  — 1)  e das  retas 
tangentes  a curva  nos  pontos  (2.  3)  e (—  1 , 0). 

53.  Suponhaque  j/(x)  | =5  g(x)  para  todo  x,  onde  lim  g(x)  ~ 0. 
Encontre  Jim x—af  (■*) - 

54.  Seja  f(x)  = |xj  + l~xj. 

(a)  Para  quais  valores  de  a existe  lim., ....>« /(jc)? 

(b)  Em  quais  numeros  f 6 descontfisua? 





Em  uma  discussao  anterior  consideramos  a estrategia  de  introduzir  alguma  coisa  extra  no 
problems— solu^ao  (veja  a pagina  78).  No  exemplo  a seguir  vamos  mostrar  como  esse 
princfpio  e algumas  vezes  proveitoso  quando  calculamos  os  limites.  A ideia  e nuidar  a va- 
riavel - introduzir  uma  nova  variavel  relacionada  a original  - de  forma  a tornar  mats  sim- 
ples o problems.  Mais  tarde.  na  Secao  5.5,  faremos  uso  mais  extensivo  dessa  ideia  serai. 


c , „ „ , , v''  l + ex  — 1 

Exemplo  i Calcule  hm 


, onde  c e uma  constante. 


Solucao  Colocado  dessa  forma,  esse  limite  parece  desafiador.  Na  Se9ao  2.3  calculamos 
varios  limites  nos  quais  tanto  o numerador  quanto  o denominador  iendem  a zero.  La 
nossa  estrategia  foi  realizar  algum  tipo  de  manipulate  algebrica  que  levasse  a um 
cancelamento  simplificador,  porem  aqui  nao  esta  claro  que  tipo  de  algebra  sera 


neeessarto. 


Assim,  introduzimos  uma  nova  variavel  t pela  equa^ao 

t ~ v 1 + ex 

Tambem  necessitamos  expressar  x ern  termos  de  t,  e entao  resolvemos  esta  equa^ao: 

t3  — 1 + ex 
t3  - 1 


Note  que  x — > 0 e equivalente  a t — > L Isso  nos  permite  converter  o limite  dado  em 
outro  envolvendo  a variavel  t: 


\ + cx  — 1 


- 1 

lim  — r ~ 

' o it'  - 1 )/c 

c(r  — l) 
lim  — 

/ 3 - 1 


A mudanpa  de  variavel  nos  permitiu  substituir  um  limite  relativamente  complicado  por 
um  mais  simples  de  um  tipo  ja  visto  antes.  Fatorando  o denominador  como  uma 
diferen9a  de  cubos,  obtemos 


,.  c{t~  1) 
lim  — ^ 

r ~~  i 


c(t  - 1) 
l)(r  + t + 1) 


r + t + 1 


As  questoes  a seguir  se  destinam  a testar  e desafiar  suas  habilidades  em 
problema-solucao.  Algumas  delas  requerem  uma  consideravel  quantidade  de  tempo  para 
serem  resolvidas;  assim  sendo,  nao  se  desencoraje  se  nao  puder  resolve-las  de  imediato. 
Se  voce  tiver  dificuldades,  pode  ser  proveitoso  rever  a discussao  sobre  os  princi'pios  do 
problema-soluyao  da  pagina  78. 


Problenaas 

y X — 1 

1.  Calcule  lim  —7= 

*-*1  yX  ~ 1 ___ 

-fax  + b ~ 2 

2.  Encontre  numeros  a e b tais  que  lim ” 1 - 

jr-+0  X 


3.  Calcule  lim 


I I - I 2x 


\ Q 

\ 


:IGURA  PARA  O PROBLEMA  4 


FIGURA  PARA  0 PROBLEMA  10 


4.  A figura  mostra  um  ponto  P sobre  a parabola  y = f eum  ponto  Q onde  a perpendicular  bis- 
secta  OP  e intercepta  o eixo  y.  A medida  que  P tende  a origern  ao  longo  da  parabola,  o que 
acontece  com  Q2  Ele  tem  uma  posigao-limite?  Se  sim,  encontre-a. 

5.  Se  fxjj  denota  a fungao  maior  inteiro,  encontre  lim. t_,»  x/|xjj. 

6.  Esboce  a regiao  do  piano  definida  em  cada  uma  das  seguintes  equagoes. 

(a)  H2  + 1 yl 2 = I (b)  fxj2  - I>-12  = 3 (c)  lx  + yj2  - 1 (d)  M 4-  [yj  - 1 

7.  Encontre  todos  os  valores  de  a para  os  quais / e contfnua  em  U: 

, . [ x + 1 se  x *£  a 

fix)  “ \ 2 

(x  se  x > a 

8.  Um  ponto  fixo  de  uma  fungao / e um  numero  c em  seu  domfnio  tal  que /(c)  = c.  (A  fungao 
nao  movimenta  c:  ele  fica  fixo.) 

(a)  Esboce  o grafico  de  uma  fungao  continua  com  o domfnio  [0,  1]  cuja  imagem  tambem  esta 
em  [0,  1].  Localize  um  ponto  fixo  de /. 

(b)  Tente  fazer  o grafico  de  uma  fungao  continua  com  o domfnio  [0, 1]  e a imagem  em  [0,  1] 
que  nao  tenha  um  ponto  fixo.  Qual  e o obstacuSo? 

(c)  Use  o Teorema  do  Valor  Intermediario  para  provar  que  toda  funcao  contfnua  com  o 
domfnio  [0,  1]  e a imagem  em  [0,  1]  deve  ter  um  ponto  fixo. 

9.  Se  lim ,..,*[/(*)  + 9(*)\  “ 2 e [f(x)  - g(x)]  — 1,  encontre  \imx  ,>af(x)g(x). 

10.  (a)  A figura  mostra  um  triangulo  isosceles  ABC  com  LB  = L£.  A bissetriz  do  angulo  B 

intercepta  o lado  AC  em  um  ponto  P.  Suponha  que  a base  BC  permanega  fixa,  mas  a altura 
| AM  | do  triangulo  tende  a 0,  de  forma  que  A tenda  ao  ponto  medio  M de  BC.  O que 
acontece  com  o ponto  P durante  esse  processo?  Ele  tem  uma  posigao-limite?  Se  sim, 
encontre-a. 

(b)  Tente  esbogar  a trajetdria  descrita  por  P durante  esse  processo.  Entao  encontre  a equagao 
dessa  curva  e use-a  para  esbogar  a curva. 

11.  (a)  Se  comegarmos  da  latitude  0°  e procedermos  na  direcao  oeste,  poderemos  denotar  T(x) 

como  a temperatura  de  um  ponto  x em  um  dado  instante.  Supondo  que  T e uma  fungao 
contfnua  de  x,  mostre  que  a todo  instante  fixo  existe  pelo  menos  dois  pontos 
diametralmente  opostos  sobre  o Equador  com  exatamente  a mesma  temperatura. 

(b)  O resultado  da  parte  (a)  e verdadeiro  para  os  pontos  sobre  qualquer  cfrculo  sobre  a 
superffcie  da  Terra? 

(c)  O resultado  da  parte  (a)  vale  para  a pressao  barometriea  e para  a altura  acima  do  nfvel  do 


12.  Se/for  uma  fungao  diferenciavel  e g{x)  = xf(x),  use  a definicao  de  derivada  para  mostrar  que 
g’(x)  — xf'(x)  + fix). 

13.  Suponha  que  / e uma  fungao  que  satisfaz  a equagao  fix  + y)  ~ fix)  + /(y)  + x2y  + xy" 
para  todos  os  numeros  reais  x e y.  Suponha  tambem  que 

fix)  , 


(a)  Encontre /(0).  (b)  Encontre /'( 0).  (c)  Encontre /’(x). 

14.  Suponha  que/ e uma  fungao  com  a propriedade  | fix)  | < x2  para  todo  x.  Mostre  que/(0)  = 0. 
Entao  mostre  que  /TO)  — 0. 


1 


FiGURA  1 

O grafico  de  fix)  c e a ret  a y = e,  dessa 
forma,  f'(x)  — 0 


Vimos  que  as  derivadas  sao  interpretadas  como  as  mclinacoes  e as  taxas  de  vanacao. 

E vimos  como  estimar  as  derivadas  de  funcoes  dadas  pelas  tabelas  de  valoreS-  Aprendemos 
a fazer  os  graficos  de  derivadas  de  funcoes  defmidas  grancamente.  Usamos  a defmicao  de 
uma  derivada  para  calcuJar  as  derivadas  de  funcoes  defmidas  pelas  formulas  Mas  sen  a 
tedioso  se  sempre  usassemos  a defmicao;  logo,  neste  capftulo  desenvolveremos  regras 
para  encontrar  as  derivadas  sen)  ter  de  usar  diretamente  a defmicao.  Essas  regras  de 
difereneiayao  capacitam-nos  a calcular  com  facilidade  relativa  as  derivadas  de  poiinomios, 
funcoes  racionais,  funcoes  algebricas,  funcoes  exponenciais  e logari'tmicas  e funcoes 
trigonometricas  e inversas  trigonometricas.  Entao,  usaremos  essas  regras  para  resolver 
os  problemas  envolvendo  as  taxas  de  vanacao  e aproximaeao  de  funcoes. 


Derivadas  de  Funcoes  Polinomiais  e Exponenciais 

Nesta  secao  vamos  aprender  como  diferenciar  as  funqoes  constantes,  funcoes  potencies 
funcoes  polinomiais  e exponenciais. 

Vamos  iniciar  com  a funqao  mais  simples,  a funcao  constante,  f(x)~  c.  O grafico  dess; 
funqao  e a reta  horizontal  y — c.  cuja  inclinacao  e 0;  logo,  devemos  ter  f'(x)  — 0 (veja  i 
Figura  1).  Uma  prova  formal  da  defmicao  de  uma  derivada  e facil: 

ru  /(-r  + h)  ~ f(x)  c-c 

f (a)  — iim — Inn  

■ h— o h h 

— Jim  0 = 0 

;i->o 

A seeuir  vamos  escrever  essas  regras  na  notacao  de  Leibniz. 


i Derivadas  de  uma  Funcao  Constante  — (c)  = 0 

dx 


Funcao  Potencia 

Vamos  olhar  a funyao  f(x)  — x"f  onde  n 6 um  inteiro  positivo.  Se  n = 1,  o grafico  de  fix)  = ; 
e a reta  y = x,  cuja  inclinacao  e 1 (veja  a Figura  2).  Logo 


(Voce  tambem  pode  verificar  a Equacao  1 a partir  da  definiyao  de  uma  derivada.)  Temo; 
ja  investigado  os  casos  onde  n — 2 e n = 3.  De  fato,  na  Secao  2.9  (Exercfcios  19  e 20 
determinamos  que 


FIGURA  2 

O grafico  de  fix)  = x e a reta  y — x;  

assiin,  fix)  — ! [2j 


“ (a2)  “ 2x  7-  (x3)  = 3v2 

dx  dx 


is: 


134 


lALCUiO 


Edllsrs  Tbs  ruses 


□ O Teorema  Binomial  e dado  ao  final 
do  livro. 


Assim 


Para  n = 4 acharaos  a derivada  de  /(x)  — x4  a seguir: 

,.f/  , f(x  + A)  ~ f{x)  (a  + /?)4  - a-4 

/ '(a)  = lim ~ ~ lim 

h~M)  h o h 

x"  4-  Ax'h  + 6a 2h  + 4a h ' + h4  — a4 

— lim — — — 

/!->()  /? 


= lim 

A— *0 


4 a h + 6xlh2  + 4a h3  + hl 


h 


— lim  (4a3  + 6x2h  A 4a h2  + h 3)  = 4a3 

h~*  o 


dx 


(a4)  = 4x? 


Comparando  as  equates  em  (1),  (2)  e (3),  vimos  urn  modelo  emergente.  Parece  ser  urna 
suposigao  razoavel  achar  que,  quando  n e um  numero  inteiro,  (dfdx){xr)  — nxn~ !.  Essa  su- 
posi§ao  pode  ser  provada  de  duas  maneiras,  e a segunda  prova usa  o Teorema  Binomial. 


Pegra  da  Potencia  Se  n for  um  inteiro  positivo,  entao 

d 


dx 


(a")  = nx* 


Primeira  Prova  A formula 

xn  ~~  an  ~ (x  — A xn~2a  + • ■ • + xan~2  + an~]) 

pode  ser  simplesmente  verificada  multiplicando-se  o lado  direito  (ou  somando-se  o 
segundo  fator  como  uma  serie  geometrica).  Se  /(a)  — a”,  podemos  usar  a Equa9ao  2.8.3 
para  f(a)  e a equayao  anterior  para  escrever 


m - to  _ lim  £1x4 


X — a x-*a  X — a 

lim  (a""1  + xn~2a  + * * * T x an~2  + 


Sequnda  Prova 


a"”1  + an^a  + 
nan~l 


+ aan~2  + an~l 


su  \ i-  f(x  + h)  ~ /(*)  U + hf  - a" 

h -»o  h h-*0  h 

Para  achar  a derivada  de  a4  desenvolvemos  (a  + hf.  Aqui  precisamos  desenvolver  (a  + h)\ 
e usamos  o Teorema  Binomial  para  fazer  isto: 


fix)  — lim 

k~+  o 


a”  + nx”'lh  + —A”'2/!2  + 


+ nxhn  1 + h’ 
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CAPITULO  3 m 


....  _ n{n  - i)  __7  , 

nx'  h t - xr-  ~h  4-  ...  _j_  nxhn"i  + hn 
= Jim — — 

h ■■■■■  > O h 


— lim 


porque  todo  termo,  exceto  o primeiro,  tem  h como  urn  fator.  conseqiientemente 
tende  a 0.  g 

Ilustraremos  a Regra  da  Potencia  usando  varias  notagdes  no  Exemplo  1 . 

EXEMPLO  1 

(a)  Se  fix)  — x6,  entao  fix)  = 6x5.  (b)  Se  y — ,r  100°,  entao  y'  — \ .OOOx999. 

(c)  Se  v = t4,  entao  “ = 4/3.  (d)  — (r3)  — 3r2 

dt  dr  a 

O que  dizer  sobre  as  fun?des  potencias  com  os  expoentes  negativos?  No  Exercfcio  53 
solicitamos  que  voce  verifique,  da  definigao  de  uma  derivada,  que 


Podemos  reescrever  essa  equa9§o  como 

dx 

logo,  a Regra  da  Potencia  e verdadeira  quando  n — -1 . De  fato,  mostraremos  na  proxima 
se^ao  [Exercfcio  44(c)]  que  isso  e assegurado  para  todo  inteiro  negativo. 

E se  o expoente  for  uma  fra^ao?  No  Exemplo  3 da  Se^ao  2.7  encontramos,  na  verdade 
que 


n(n  - 1) 


xn~2h  + * * * + nxhn  2 + hn" 


d r 1 
dx  2yx 

Podemos  reescrever  essa  equacao  como 

-f  (*'n)  - b',/2 

dx 

Isso  mostra  que  a Regra  da  Potencia  e verdadeira  quando  n — \.  Na  realidade, 
mostraremos  na  Se^ao  3.8  que  ela  e verdadeira  para  todo  numero  real  n. 


A Regra  da  Potencia  (Versao  Geral)  Se  n for  um  numero  real  qualquer,  entao 


d_ 

dx 


(xn)  = nx 


mi 


/□  A Figura  3 ilustra  a funcao  y do 
Exempio  2(b)  e sua  derivada  /.  Note 
que  y nao  e diferenciavel  em  0 <y'  nao 
esta  deftnida  la).  Observe  que  y’  e 
positiva  quando  y cresce,  e e neaativa 


quando  y decresce 

l 

A 

%'yS  V- 

/ 

FIGURA  3 
v = tx' 


FIGURA  4 


EXEMFLO  2 - Diferencie: 

1 


(a)  f(x) 


(b)  v 


SOLUQAO  Em  cada  caso  reescrevemos  a funcao  como  uma  potencia  de  x. 
(a)  Uma  vez  que  f(x)  = x % usamos  a Regra  da  Potencia  com  n = -2: 


d 


fix)  - --  (x-1) 
ax 


2x 


(b) 


dv 


d / . / — d 


./>  - -^1 <r*T  * (x  ;,) 


y(2/S) 1 - 2x-i/3 


tJCEMPLCJ  3 Ache  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  v = xfx  no  ponto  (1,1 ). 
llustre  fazendo  o grafico  da  curva  e sua  reta  tangente. 


SOLUCAO  A derivada  de  fix)  — xfx  — xxh 

fix)  = f 


r!‘  e 


: \ v 


Logo  a inclinayao  da  reta  tangente  em  (1 , 1)  e /'(l)  — |.  Port  an  to.  uma  equacao  da  reta 
tangente  e 


ou 


V = kx  — 


v I |(  \ - 1 ) 

Vanios  fazer  o grafico  da  curva  e sua  reta  tangente  na  Figura  4. 


V — X \x  /. 


-I 


/ 3 1 

/ V --  J X - 5 


I Novas  Derivadas  a partir  das  Antigas 


Quando  as  novas  f undoes  sao  formadas  a partir  das  antigas  funcoes  por  adicao,  subtrapao. 
multiplicacao  ou  divisao,  suas  derivadas  podem  ser  calcuiadas  em  termos  das  derivadas 
das  antigas  funcoes.  Em  particular,  a formula  a seguir  nos  diz  que  a derivada  de  uma 
constants  vezes  uma  funcao  e a constants,  vezjes  a derivada  da  funcao. 


I A Regra  do  Multiple  Constant©  Se  c for  uma  constants  e / uma  funcao  diferenciavel, 
| entao 


d 

dx  U 


dx 


" 
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IS? 


do  Multiple  Constants 


v = 2f{x) 
y =:  /U) 


Seja  ff(x)  = cf(.x).  Entao 


g(x  + h)  - gix)  cf(x  + /?)  - c/(.r) 

a (:vi  = hm  ~ - ; = Imi  — — — 

ft  h 


= lim  c 

A >0 


/( \ + /i)  - fix) 
h 


/(-V  + A)  - /(x) 
= c lim 

h o h 

— cf'(x) 

A multipSicagao  por  r ~ 2 estica  o gra- 
fico  verticalmente  por  urn  la  tor  de  2. 

Todas  as  subidas  tem  de  ser  dobradas,  EXEMPLG  4 

mas  a corrida  corvtinua  a mesma.  Logo  j ^ 

as  inciinacoes  ficam  dobradas  tambern.  (a)  — (3x4)  =■■  3 — { .x 4)  = 3(4x3  ) — 12a3 

dx  dx 

cl  , d r,  . , . . d 

(b)  “7-  ( a)  = — - [(-  l)x]  - (- 1)  ~~~  (x)  = - 

dx  <2v  dx 


1(1) 


A regra  a seguir  nos  diz  que  « derivada  de  uma  soma  de  j ungoes  e uma  soma  das 
derivadas  de  suas  funcdes . 


□ Usando  a notapao  linha,  podemos 
escrever  a Regra  da  Soma  como 

(/  + g)'  = f + 9' 


j A Regra  da  Soma  Se  / e g forem  ambas  diferenciaveis.  entao 


f [/W  + s(x)]  = -f/W  + -f 

dx  dx  dx 


Prova  Seja  Fix)  — f(x)  + g(x).  Entao 


F(x  + h)  ~ Fix) 

F (x)  = lim 

*—>o  h 

[fix  + h)  + gix  + h )]  - [/{»  + g(x)] 
= llITl  

n -0  k 


lim 

h—fQ 


fix  + h)  — fix)  gix  + h)  — g(x) 


h 


h 


fix  + h)  - fix)  g{x  4-  h)  — gix) 

lim b lim 

h~*  o h *0  h 


f'(x)  + fix) 


A Regra  da  Soma  pode  ser  estendida  para  a soma  de  qualquer  numero  de  flinches.  Poi 
exemplo,  usando  esse  teorema  duas  vezes,  obtemos 

(7+  g + h)'  = [(/  + g)  + h ]'  = (/ + g)'  + =/'  + gr  + h’ 

Escrevendo  f - g como  / + (-l)g  e aplicando  a Regra  da  Soma  e a Regra  do  Multiple 
Constante,  obtemos  a seguinte  formula. 


As  tres  regras  anteriores  podem  ser  combinadas  com  a Regra  da  Potencia  para  diferen- 
ciar  qualquer  polinomio,  como  demonstram  os  exemplos  a seguir. 

EXEfiPiO  5 

d 


dx 


, d , . d , 

6 pv)  + {5) 

dx  dx 


(xx  + 1 2x 5 — 4 j 4 + lOx1  — 6x  + 5)" 

= (xs)  + 12  (x5)  - 4 (x4)  + 10  (x3) 

dx  dx  dx  dx 

- 8x7  + 12(5x4)  - 4(4x3)  + 10(3x2)  — 6(1)  + 0 

— 8x7  + 60x4  — 16x3  + 30x2  — 6 


EXEMPLQ  8 □ Ache  os  pontos  sobre  a curva  y ~ x 4 - 6x2  -f  4 onde  a reta  tangente  e 
horizontal, 

S01UQA0  As  tangentes  horizontais  ocorrem  quando  a derivada  for  zero.  Temos 


^ — (*4) 

dx  dx 


6~~~{xr)  + -™-  (4) 
dx  dx 


— 4^-’  — I2x  + 0 = 4x{x2  — 3) 


Assim,  dy/dx  — 0 se  x = 0 ou  x2  — 3 = 0,  isto  e,  x — ±-y/3.  Logo  a curva  dada  tem 
tangentes  horizontais  quando  x = 0;  yp>  e - y/3.  Os  pontos  correspondentes  sao  (0,  4), 
(v7!  ~ 5)  e (~~v3r  — 5)  (veja  a Figura  5). 


F1GURA  5 

A curva  y ~ jra  ~ 6.r  + 4e 
suas  tangentes  horizontais 


(0.4) 

'"X  " 


\ / 

(-V3,  -5)  I (43,  - 5) 

F undoes  Export encia is 

Vamos  tentar  computar  a derivada  da  funyao  exponencial  f(x)  = a*  usando  a defmicao  de 
uma  derivada: 

ru  \ i-  /(x  + h)  ~f(x)  a**h  - ax 

f (x)  = hm _______  jim 

A-">0  n h-H)  h 
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CAPiTULO  3 Rf 


VS  Dfc  DiFERENCIACAG 


axan  — a*  ax<ah  — 1) 

= hm lira-  " i} 

h-->  0 


lim 

h -o 


h h -■■■■>  o ft 

O fator  a nao  depende  de  h,  logo  podemos  coloca-lo  adiante  do  limite: 

. Q ^ — 1 

f (x)  = ax  lim 

*"--*>  h 

Note  que  o limite  e o valor  da  derivada  de  / em  0,  isto  e. 

ah  - 1 

hm — f '(()) 

A -*  o h 

f oil  ant  o,  mostramos  que  se  a funqao  exponencial  fix)  — a'  for  diferenciavel  em  0.  entao 
e diferenciavel  em  toda  a parte  e 


n 

2'1  - i | y:  - i 

h I h 

n i 

0.01 

0.6956  1 ..1047 

0 / V)  ! 

0 AC)  "i 4 1 i qqq~ 

U.UUUi 

0.69?:  - .0087 

fix)  = f'(0)  a* 

Essa  equagao  diz  que  a taxa  de  variagdo  de  qualquer  fungao  exponencial  e proporcional 
d suafun$ao.  (A  inclinacao  e proporcional  a altura.) 

Uma  evidencia  numerica  para  a existencia  de  f( 0)  e dada  na  tabela  para  o caso  a - 2 
e « = 3.  (Os  valores  sao  enunciados  corretos  ate  a quarta  casa  decimal.  Para  o caso  a = 2. 
veja  o Exemplo  3 da  Segao  2.8.)  Mostra-se  que  o limite  existe  e 


2h  — 1 

para  a = 2,  / '(())  — lim  — — — 

a—o  k 


para  a = 3,  /'( 0)  = Jim 


3h 


A-K)  h 


0,69 


1,10 


No  Exercfcio  1 veremos  que 
e situa-se  entre  2/7  e 2,8.  Na 
Segao  5.6,  a definigao  dada 
de  e nos  possibilita  mostrar 
que,  correto  ate  a quinta  casa 
decimal, 

e - 2/71828 


De  fato.  como  mostraremos  na  Segao  5.6,  pode  ser  provado  que  o limite  existe  e,  correto 
ate  a sexta  casa  decimal,  os  valores  sao 


**  0,693147 
0 


Assim,  da  Equagao  4 temos 


* 1 .098612 


(0,69)2' 


(1,10)3" 


De  todas  as  possfveis  escolhas  para  a base  a do  Exemplo  4,  a formula  de  diferenciagao 
mais  simples  ocorre  quando  /'{ 0)  = 1.  Em  consideragao  da  estimativa  de  f(0)  para 
a — 2 e a — 3,  parece  ser  razoavel  que  haja  uni  numero  a entre  2 e 3 para  o qual  /'(())  — 
1 . E tradicional  denotar  esse  valor  pela  letra  e.  (De  fato,  foi  assim  que  introduzimos  e na 
Segao  ! .5.)  Dessa  forma,  temos  a seguinte  definigao. 


- 1 

e e um  numero  tal  que  lim  — — — — 1 
h->{)  h 


Geqmetricamente.  isso  signifies  que  de  todas  as  possiveis  funcoes  exponenciais  v — a ' . a 
funcao  fix)  ex  e aqueia  cttja  ret  a tangente  era  (0,  1)  tem  uma  inclinaeao  /'(())  que  e 
exatamente  1 (veja  as  Figuras  6 e 7). 


Se  pusermos  a — e e.  conseqiientemente.  /'(())  — 1 na  Equaeao  4,  teremos  a seguinte 
importante  formula  de  diferenciacao. 


FIGURA  8 


V * 

i 


Assim.  a fun?ao  exponencial  f(x)  = e’  tem  como  propriedade  o fato  de  que  sua  derivada 
e ela  mesma.  O significado  geometrico  desse  fato  e que  a inclinaeao  da  reta  tangente  a 
curva  v = e'  e igual  a coordenada  y do  ponto  (veja  a Figura  7). 

EXEW1PL0  7 □ Se  f(x)  = e*  - x,  ache  /'.  Compare  o graiico  de  / e 
SOLUCAO  Usando  a Regra  da  Diferenea.  temos 

. d , , d d 

./  (a)  = — ~ iex  - x)  = {ex) — ( v)  ==  ex  ~ 1 

dx  dx  dx 

A Figura  8 mostra  o grafico  da  functio  f e sua  derivada  /'.  Note  que  f tem  uma  tangente 
horizontal  quando  x — 0,  o que  corresponde  ao  fato  de  que  /'( 0)  = 0.  Note  tam- 
bem  que,  para  x > 0.  f(x)  e positive  e / e creseente.  Quando  x < 0,  f(x)  e negativo  e 
f e decrescente.  p 

EXEMPL0  S n Em  que  ponto  da  curva  y = ex  a reta  tangente  e paralela  a reta  y — 2x1 

S0LUQA0  Uma  vez  que  y ~ e \ temos  v'  = e*.  Seja  a a coordenada  :r  do  ponto  ern 
questao.  Entao  a inclinaeao  da  reta  tangente  naquele  ponto  e ea.  Essa  reta  tangente  sera 
paralela  a reta  y — 2x  se  ela  tiver  a mesma  inclinaeao,  isto  e,  2.  Igualando  as  inclinacoes, 
obtemos 


c"  “ 2 a = In  2 


FIGURA  9 


Portanto,  o ponto  requerido  e (a,  ec)  = (In  2, 2)  (veja  a Figura  9). 
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Exercicios 


1.  (a)  Como  o numero  e esta  definido? 

(b)  Use  uma  calcuiadora  para  estimar  os  valores  dos  iimites 


lim 

S— 0 


2.7* 


1 


lim 

tr—O 


2.8  s 


1 


corretos  ate  a segunda  casa  decimal.  O que  voce  pode  con- 
cluir  sobre  o valor  de  el 

2.  (a)  Esboce,  a mao,  o grafico  da  fungao  fix)  - e\  prestando 
particular  atencao  em  como  o grafico  cruza  o eixo  y.  Que 
fato  Ihe  perm  He  fazer  isso? 

(b)  Que  tipos  de  fungoes  sao/(x)  = e'  e g( x)  - x *'? 

Compare  as  formulas  de  diferenciacao  para/e  g. 

(c)  Quais  das  fungoes  da  parte  (b)  crescem  mass  rapidamente 
quando  x e muito  grande? 


33-36  Ache  fix).  Compare  os  graficos  de  / e /'  e use-os  para 
explicar  por  que  sua  resposta  e razoavel. 

33.  fix)  - ex  - 5x  34.  fix)  - 3x5  - 20a3  4 50v 


35.  fix')  --  3.x - 5.x3  -4-  3 


36.  fix)  -X 


2 Diferencie  a fungao. 

41. 

3. 

fix)  - 186,5 

4.  fix)  = 730 

42. 

5. 

fix)  - 5x  - 1 

6.  F(x)  - -4.x1 0 

mm  43. 

7. 

fix)  4 3x  - 4 

8.  g(x)  = 5x8  - 2x’  4 6 

9. 

m --  -j(/j  4 s) 

10.  fit)  - lf#-3/44( 

11. 

y ~ x ‘ " 

F* 

il 

U\ 

4. 

13. 

2' 

il 

4 

14.  Ril)  = 5 r3,s 

15. 

YU)  - 6 f9 

16.  Rix)  - M- 
x’ 

la  44. 

17. 

G(x)  — -Jx  - 2ex 

09 

'■ri 

il 

* 1 

19. 

Fix)  - (i.x)5 

20.  fin  - -ft  _ _L 

7 1 

21. 

, l 

g{x)  - .t‘  4 -~ 

22.  y~  Tx(x-l) 

x‘ 

23. 

X2  4 4x  4 3 

?a  v=  x2-2jx 

Vx 

X 

45. 

25. 

y — 4tr2 

26.  g(u)  = 72a  + 73m 

46, 

27. 

}’  ~ ax 2 4 bx  4 c 

t.  O c 

28.  v = ae  4 — 4 — 

V V 

29. 

v - f 1 

30.  u — iff  4 2 \[f 

47. 

Vc 

11  48. 

31. 

2 “ CiiT  + Fey 

32.  y - e5+1  4 1 

Estime  o valor  de  f’(a)  dando  urn  zoom  no  grafico  de  j 
Depots  derive  f e determine  o valor  exato  de  f (a)  e compare  com  ; 
"sua  estimativa. 

37.  f(.x)  = 3.x ‘ x\  a = 1 38.  fix)  = 1 /Jx,  a -4 

Ache  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  no  ponto  dado 
39.  y—  xA  + 2e\  (0.2)  40.  y—  (l  + 2.x)',  (1.9) 

41-42  Ache  uma  equagao  da  reta  tangente  a curva  no  porno  dado 
Ilustre  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta  tangente  sobre  a mexma  tela 

= 3x2  - .x3,  (1.2) 


(a)  Use  uma  calcuiadora  grafica  ou  computador  para  fazer  o 
grafico  da  fungao  fix)  = ;r4  — 3.x  ’ — 6.x • 4 7.x  + 30  etn  uma 
janela  retangular  [-3, 5]  por  [-10,  50]. 

(b)  Usando  o grafico  da  parte  (a)  para  estimar  as  inclinacoes, 
faca  um  esboco  rudimentar,  a mao.  do  grafico  de/'(veja  o 
Exemplo  1 da  Segao  2.9). 

(c)  Calcule  fix)  e use  essa  expressao  com  um  recurso  grafico, 
para  fazer  o grafico  de/'.  Compare  com  seu  esboco  da 
parte  (b). 

(a)  Use  uma  calcuiadora  grafica  ou  computador  para  fazer  o 
grafico  da  fungao  g(x)  = ex  - 3.x2  na  janela  retangular 
[-1, 4 ] por  [-8.  8 ]. 

(b)  Usando  o grafico  da  parte  (a)  para  estimar  a inciinagao, 
faga  um  esboco  rudimentar,  a mao.  do  grafico  de  g’  (veja  o 
Exemplo  1 da  Segao  2.9). 

(c)  Calcule  g’ix)  e use  essa  expressao,  com  urn  recurso  grafico. 
para  fazer  o grafico  de  g' . Compare  com  seu  esboco  da 
parte  (b). 

Ache  os  pontos  sobre  a curva  y = 2x3  + 3.x2  I2x  4 1 onde  a 
tangente  e horizontal. 

Quais  sao  os  valores  de  x que  fazem  que  o grafico 
fix)  - x ' 4 3x2  4 x + 3 tenha  tangentes  horizontais? 

Mostre  que  a curva  y = 6.x3  4 5x~  3 nao  tern  reta  tangente 
com  a inciinagao  4. 

Em  quais  pontos  sobre  a curva  y - 1 + 2ex  - 3.x  esta  a reta 
tangente  paralela  a reta  3x  ~ v = 5?  Ilustre  fazendo  o grafico 
da  curva  e ambas  as  retas. 

49.  Trace  um  diagrams  para  mostrar  que  ha  duas  retas  tangentes  a 
parabola  y — x2  que  passa  por  meio  do  ponto  (0,  -4).  Ache  as 
coordenadas  dos  pontos  onde  essas  retas  tangentes  intersectam 
a parabola. 


passam  pelo  ponto  (2.  ---3)  que  sat. 
+ x. 

curva  C cm  urn  ponto  P 6,  pela  definicao.  a reta 
que  passa  por  P e e perpendicular  a reta  tangente  a C cm  P.  Ache 
uma  equacao  da  reta  normal  a parabola  y — 1 — x~  no  ponto 


(2,  -3).  Esboce  a parabola  e sua  reta  normal. 


52.  Onde  a reta  normal  a parabola  y = x - x2  no  ponto  ( 1 , 0)  intercepta 
a parabola  uma  segunda  vez?  Ilustre  com  um  esboco. 


5?.  (a)  Para  quais  va lores  de  x a funcao  fix)  «=  | .r  ■■■■-  9 1 e diferen- 
ciavei?  Ache  uma  formula  para  f . 

(b)  Esboce  os  graficos  de  / e 

58.  Onde  a funcao  h(x)  — j x - 1 j + | x + 2 | e diferenciavel?  De  uma 
formula  para  ti  e esboce  os  graficos  de  h e h' . 

59.  Para  quais  valores  de  a e b a reta  2x  + y ~ b e tangente  a 
parabola  y — ax2  quando  x = 2? 

69.  Seja 


53.  Use  a definicao  de  derivada  para  mostrar  que  se  fix)  = Mx. 
entao  fix)  = -Mx1.  (Isso  prova  a Regra  da  Potencia  para  o 
caso  onde  n = -1 .) 

54.  Ache  a parabola  com  a equacao  y = ax'-  + bx  cuja  reta  tangente  em 
(1,1)  tenha  a equacao  y = 3:x  - 2. 

55.  Seja 


mx  + b se  x 2 
Ache  os  valores  de  m e b que  faqarn  / diferenciavel  em  toda  a parte. 
61.  Ache  uma  funcao  cubica 

y — ax'  + bx2  + cx  + d 

cujo  grafico  tern  tangentes  horizontals  nos  pontos  (—2, 6)  e (2, 0). 


I 

! 


fix)  — 


\2r 1 

— 2_x  4-  2 


se  x m:  l 
se  x > 1 


/e  diferenciavel  em  1?  Esboce  os  graficos  de  / e f . 

56.  Em  quais  numeros  a seguinte  funcao  g e diferenciavel? 


gix) 


{—  1 - 2x  se  x < - 1 
X2  se  1 jt  l 

x se  x > 1 


De  uma  formula  para  if  e esboce  os  graficos  de  g e g . 


62.  Uma  reta  tangente  a hiperbole .u  = ce  tracada  em  um  ponto  P. 

(a)  Mostre  que  o ponto  medio  do  segmento  de  reta  corta  a 
partir  dessa  reta  tangente  pelo  eixo  coordenado  e P. 

(b)  Mostre  que  o triangulo  formado  pela  reta  tangente  e os 
eixos  coordenados  sempre  tem  a mesma  area,  nao  importa 
onde  P esteja  localizado  sobre  a hiperbole. 

Tf  000  -] 

63.  Calcule  lim  = — . 

—I  -X  ~ 1 

64.  Trace  um  diagrama  ilustrando  duas  retas  perpendicu  lares  que 

se  interceptam  sobre  o eixov,  ambas  as  tangentes  a parabola 

v — x \ Onde  essas  retas  se  interceptam? 


3.2 


As  Regras  do  Produto  e do  Quociente 


As  formulas  desta  secao  nos  permitem  diferenciar  novas  fungoes  formadas  a partir  das 
antigas  fungoes  por  multiplicagao  ou  divisao. 


u An 

hu&n 

uv 

vAu 

u A u 


!,.  f A Regra  do  Produto 

IS  Por  analogia  com  as  Regras  da  Soma  e da  Diferenga,  alguem  poderia  tentar  conjectural, 
como  Leibniz  o fez  tres  seculos  atras,  que  a derivada  de  um  produto  e o produto  da  derivada. 
Podemos  ver,  contudo,  que  a conjectura  deserita  esta  errada  examinando  um  exemplo  parti- 
cular. Seja  fix)  — x e gix)  = x2.  Entao  a Regra  do  Produto  fornece  f'(x)  = 1 e g’(x)  — 2x. 
Mas  (fg)(x)  — x\  assim  (fg)'(x)  = Sx2.  Dessa  forma,  if  gif-  fg' . A formula  correta  foi 
descoberta  por  Leibniz  (logo  depois  de  tentar  a formula  falsa)  e e chamada  Regra  do  Produto. 

Depois  de  fonnular  a Regra  do  Produto,  vamos  ver  como  poderfamos  descobri-lo.  No 
caso  onde  u f(x ) e v = gix)  sao  fungoes  positivas,  podemos  interpretar  o produto  uv 
como  uma  area  de  um  retangulo  (veja  a Figura  1).  Se  x variar  uma  quantidade  A.x.  temos 
a variagao  eorrespondente  em  u e v como  se  segue 

Am  —f(x  + A.x)  - fix)  An  — gix  + A.x)  — gix) 


fut 

de 

qu 

ne 


-3 


FIGURA  1 

Geometria  da  Regra  do  Produto 


e um  novo  valor  do  produto,  ( u + A u)(v  + An),  pode  ser  interpretado  como  a area  do 
maior  triangulo  da  Figura  1 (com  At/  e An  positivos). 


FIGt 


Lembre-se  de  que  na  notacao  de 
Leibniz  a definiqao  de  uma  derivada 
pode  ser  escrita  como 
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A variacao  na  area  do  retangula  e • 

^ "r  At*)  — uv  ■-=  u At?  -f  v An  + A u At* 

— soma  das  tres  areas  sombreadas 


Se  dividirmos  por  Ax,  obteremos 


An  A u 

U — F V 

A v A x 


Se  fizermos  Ax  — » 0,  obteremos  a derivada  de  uv: 


A (mi?) 

z lim 

/ At?  Am 

lim 

— — — 

1 it  — — + v — + 

A.r “0 

Ax 

d.T *0 

\ Ax  Ax 

At? 

Am  / . \ 

u lim  — F 

v lim 

-7 F 1 lim  Am 

•0  Ax 

A x --•>  0 

Ax  \ A> *0  J 

dv 

da 

+ 0 * 

dv 

u — 

+ v 

- — 

dx 

dx 

dx 

dv 

du 

U — 

dx 

dx 

Na  notaqao  "linha": 
(fgY  ~fg’  + af 


(Note  que  A u — » 0 quando  Ax  0,  uma  vez  que  / e diferenciavel  e,  portanto,  contfnua.) 

Embora  comecemos  assumindo  (para  a interpretacao  geometriea)  que  todas  as  quanti- 
dades  sao  positivas,  vemos  que  a Equayao  1 e sempre  verdadeira.  (A  algebra  e valida  se  u, 
v,  A u e At*  forem  positivas  ou  negativas.)  Assim  demonstramos  a Equa^'ao  2,  conhecida 
como  a Regra  do  Produto,  para  todas  as  f undoes  diferenciaveis  de  u e v. 


A Regra  do  Produto  Se  / e g forem  diferenciaveis.  entao 

~7  [/(a)tf(x)]  - f(x)  [t/(x)]  + g{x)  [fix)] 


::  A Figura  2 ilustra  os  graficos  da 
fungao  / do  Exemplo  1 e suas 
derivadas  f.  Note  que  fix)  e positiva 
quando  f esta  crescendo  e 
negativa  quando  / esta  decrescendo. 


f / 
/ / 
/ / 

i / / 

^ / 

f/ 

/ 

/ ....  T . . 

I ’ 

Em  outras  palavras,  a Regra  do  Produto  diz  que  a derivada  de  urn  produto  de  duas 
fungdes  e a primeira  fungdo  vez.es  a derivada  da  segunda  fungdo  mais  a segunda  fungdo 
vezes  a derivada  da  primeira  fung do. 


EXEMPLO  1 Se  f(x)  — xe\  encontre  f'(x). 
SOLUQAO  Pela  Regra  do  Produto.  temos 


d / d , s d , . 

-7- (xex)  - x—(ex)  + er—  (x) 
dx  dx  dx 

xex  + e*  • 1 = U + 1 )ex 


FIGURA  2 


EXEMPLO  2 :::  Diferencie  a funpao  fit)  — ft  (1  — t). 
SOLUpAO  1 Usando  a Regra  do  Produto.  temos 


Editors  Titsuisoii 


- d , ,s  d 

dt  dt 

— Jt  I-"  1)  + (1  - /)  • 


1 + 


/ 1-3/ 


SOLUQAO  2 Se  primeiro  usarmos  as  leis  dos  expoentes  para  reescrever  fit),  entao  podere- 
mos  prosseguir  diretamente  sem  usar  a Regra  do  Produto. 

/(/)  — \/t  ~ tsjt  = tl/2  - tVi 

f’U)  - \fm  - 


que  e igual  a resposta  dada  na  Solucao  I . 


O Exemplo  2 mostra  que  algumas  vezes  e mais  facil  simplificar  um  produto  de  fun^oes 
do  que  usar  a Regra  do  Produto.  No  Exemplo  1 , entretanto,  a Regra  do  Produto  e o unico 
metodo  posstvel . 


cXEMf-LO  3 Se  fix)  — y/xg{x),  onde  g( 4)  = 2 e g'(4)  — 3.  encontre  f'( 4). 
SOLUQAO  Aplicando  a Regra  do  Produto,  obtemos 

f(x)  = [yx  <?(*)]  = \ V “ [$(*)]  + </(x)  ~ [ VA ) 
ax  ax  ax 

= \ ' <7 Pe)  + </(x)  • lx 1/2 
2yx 


Conseqiientemente 


/'(4)  - v-l  </'(4)  + -f(  l!  - 2 - 3 + -~—r  = 65 


44 


2 • 2 


EXEMPLO  4 Uma  companhia  telefonica  quer  estimar  o numero  de  novas  linhas 
residenciais  que  devera  instalar  em  um  dado  mes.  No  imcio  de  Janeiro  tinha  100.000 
assinantes,  cada  um  com  1 .2  linha,  em  media.  A companhia  estimou  o crescimento 
das  assinaturas  a uma  taxa  mensal  de  1 .000.  Pesquisando  os  assinantes  existenles, 
deseobriu  que  cada  um  pretendia  instalar  uma  media  de  0,01  linha  telefonica  nova  ate  o 
final  de  daquele  mes.  Estime  o numero  de  novas  linhas  que  a companhia  devera  instalar 
ate  o final  de  Janeiro,  calculando  a taxa  de  crescimento  das  linhas  no  comedo  do  mes. 

S0LUQA0  Seja  s(t)  o numero  de  assinantes  e n{t)  o mimero  de  linhas  telefonicas  por 
assinante  em  urn  instante  /,  onde  t e medido  em  meses  e t = 0 corresponde  ao  imcio  de 
Janeiro.  Entao  o numero  total  de  linhas  e dado  por 

Lit)  — sit)  nit) 

e precisamos  achar  Z/(0).  Segundo  a Regra  do  Produto,  temos 

L\t)  — — ■ [j(f)n(r)]  = ,v(t)  — nit)  4-  n(t)  — - s(t) 
dt'  dt  dt 
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Assim,  5(0)  ~ 100.000  e m'0)  = 1 .2.  As  estimativas  da  companhia  com  reference5  3 fax  as 
de  crescimento  sao  .v'(0)  ~ 1 .000  e «'({))  =s  0.01  - Conseqiientemente, 

£/(0)  = ,s(0 }«'(())  + n{0)s'(0) 

~ 100.000  • 0,01  + 1 .2  • 1 .000  = 2.200 

A companhia  precisou  instalar  aproximadamente  2.200  novas  linhas  telefonicas  durante 
Janeiro. 

Note  que  os  dois  termos  que  aparecem  da  Regra  do  Produto  vem  de  fontes  difereptes  - 
os  antigos  e novos  assinantes.  Uma  contribuicao  para  L’  e um  numero  de  assinantes  exis- 
tentes  (100.000)  vezes  a taxa  na  qua!  eJes  ordenam  novas  linhas  (em  torno  de  0,01  por  assi- 
nante  mensalmente).  Uma  segunda  contribuieao  e o numero  medio  de  linhas  por  assjnante 
( 1 2 no  infcio  do  mes)  vezes  a taxa  de  crescimento  dos  assinantes  ( 1 .000  mensalmente). 


A Regra  do  Quociente 


Vamos  determinar  uma  formula  para  diferenciar  o quociente  de  duas  funcdes  diferen- 
ciaveis  a = j (x)  e»  = g(.x)  do  mesmo  modo  que  obtivemos  a Regra  do  Produto.  Sex , a e 
v tern  variables  Av.  Am  e At’,  respectivamente,  entao  a correspondente  variacao  no  quo- 
ciente ulv  sera 


I ti  \ u + Aw  u _ (m  + Air ) V - u ( V + A V)  v Am  - u A t 
1 V ) V + At  V v(v  + At)  V ( t + At ) 

Logo, 


d / u 
dx  \ V 


A {ulv) 

lim 

i)T-0  At 


V 


Am  _ _ A t 


lim  - 

A*~0 


Ax  At 
t(t  + At) 


Como  g e diferenciavel  e.  port  an  to.  contmua,  At  — * 0 quando  At  > 0.  Assim,  usando  as 
Leis  dos  Limites,  temos 


Am  At  du  dv 

...  t'iim u lim V'- — u 

a , u \ - At-o  At  Ax  dx  dx 


dx  \ V J V-  Um  (t'-f  At  ) 


Vr 


A Regra  do  Quociente  Se  / e g forem  diferenciaveis,  entao 

fix) 


d 

dx 


sW-ft/Wl-ZW-flf 

dx  dx 


lg(x)Y 


Em  palavras.  a Regra  do  Quociente  diz  que  a derivada  de  um  quociente  e o denomi- 
nador  vezes  a derivada  do  numerador  menos  o numerador  vezes  a derivada  do  denomi- 
nador,  todos  divididos  pelo  quadrado  do  denominador. 

A Regra  do  Quociente  e as  outras  formulas  de  diferencia^ao  capacitam-nos  a computar 
a derivada  de  qualquer  fun^ao  rational,  como  ilustrado  no  exemplo  a seguir. 

x2  + x ~ 2 

EXEMPLO  5 n Seja  v = : ; 

x + 6 


Entao 


NMteri5M*<*gr  _ _ , . 

^ |jppy  ESrtora  T&oiai 


v ■ ■ 4;;4  ■■■'■'■' 

:;urrir  recurso  grdfico 
para  provar  que  a resposta  para  o 
Exemoib  5 •§  plausivei  A Figura  3 (lustra 
os  graficos  da  fungao  do  Exemplo  5 e 
suas  derivadas.  Note  que  quando  y 
cresce  rspidamente  {proximo  de  2),  / 
e muito  grande.  E quando  y cresce 
vagarosamente,  y’  esta  proximo  de  0. 


FIGURA  3 


(x3  4 6)  ~~  (.v-  4 ;v  - 2)  - {x2  4 x - 2)  { r-  4-  6) 

dx dx 

} (x3  + 6)2 

- (r'  + fi)(2.Y  + 1)  - ( X 2 4 x - 2,H.k2) 

(,v 3 4 6)2 

= (2x1  + *3  + l2x  ± 6)  Z (3x4  + 3x3  - 6x2) 

(x3  4 6)2 

— x 4 ~ 2x3  + 6jc2  4 12x  4 6 

(x3  H1T 

EXEMPLO  6 Encontre  uma  equayao  da  reta  tangente  acurva  v = <4/(1  4 r)  no  ponto 
(1,  e/2). 

SOLU^AO  Segundo  a Regra  do  Quociente,  temos 

(1  +xJ)-f  <*')  + .C) 

«y  _ </x  <ix 

(1  4 x3)2 

(1  4 x2)^*  — e*(2x)  _ <4(1  — x)2 

(1  4 - -yyyyr 

Logo  a inclinayao  da  reta  tangente  em  (1 , e/2)  6 


FIGURA  4 


£_ 

1 + .T~  / 


Isso  significa  que  a reta  tangente  em  (K  e/2)  6 horizontal,  e sua  equayao  e v = e/2,  [Veja  a 
Figura  4.  Observe  que  a funyao  esta  crescendo  e cruza  sua  reta  tangente  em  (1 , e/2).) 


NOTA  o Nao  use  a Regra  do  Quociente  toda  vez  que  voce  vir  um  quociente.  Algumas 
vezes  e mais  facil  reescrever  um  quociente  primeiro.  colocando-o  em  uma  forma  que  e 
mais  simples  para  a resoluyao  da  diferenciayao.  Por  exemplo,  embora  seja  possfvel  dife- 
reneiar  a funyao 

3x2  4 2 Jx 


usando  a Regra  do  Quociente,  deve  ser  mais  facil  efetuar  primeiro  a divisao  e escrever  a 
funyao  como 

Fix)  — 3x  4 2x  ""1/2 

antes  de  diferenciar. 

A seguir.  um  resumo  das  regras  de  derivacao  que  aprendemos  ate  agora: 


d ( „_j 

— (x  ) = nx 
dx 

-u)=e>  : 

dxX  ! 

W=<f 

( f+g)'  =f  +g' 

9)’  =/'  -<?' 

(fur  =./9  + af 

(f\l„9fr-fg' 

i 

U / g2 

j 
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Exercicios 


1.  Encontre  a derivada  de  y = (.r  + l)(x  + 1)  de  duas  maneiras: 
usando  a Regra  do  Produto  e fazendo  primeiro  a multiplicacao. 
As  respostas  sao  iguais? 

2.  Encontre  a derivada  da  funtjao 

y/X 

de  duas  maneiras:  usando  a Regra  do  Quociente  e 
simpliticando  primeiro.  Mostre  que  suas  respostas  sao 
equivalentes.  Qual  metodo  voce  prefere? 

3-22  □ Diferencie. 


3,  f{x)~  xV 


5.  y = — r 
x 


3x-  1 

7-  *(x)^ 

9.  V(x)  = (2*3  + 3)(.A  - 2xj 
/I  3W 


4.  g(x)  = Jx  e' 
e* 


8.  fit)  = 


* 4 + r 

10.  Y(u)  = («"*  + w'3)(w5  - 2u :) 


11.  F(y)  = (-7  " A)  (>,  + 5>’3)  12-  R(0  = (*  + e'  ){3  “ yf*) 

\ y y / 


13.  V = -T 

M •—  2/  + 1 

15.  y — {rZ~2r)er 

V*  ~ 2V  yfv 

17.  y = ^ 

v 

19.  y - -rA — 

x"  + X"  + 1 


16.  y - — 

s + ke 

18.  z — vu3a(xu  + C£U) 

Jx  -1 

20.  v = - ^ ■ 


21.  f(x)  = 


22.  f{x) 


&-1 
■Jx  4-  1 

ax  + b 
cx  + d 


23-26  Encontre  uma  equa^ao  da  reta  tangente  a curva  em  urn 
dado  ponto. 

2x  jc 

23.  v = r-  (3-D  24-  V-— - . (4.0.4) 

x 4-  i x + i 

ex 

25.  y = 2xe\  (0.0)  26.  v = — , (Ke) 

x 


27.  (a)  A curva  y --1/(1  + x2)  e chamada  bruxa  de  Maria  de 

Agnesi.  Encontre  uma  equayao  da  reta  tangente  para  essa 
curva  no  ponto  (—1,1). 

11  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta  tangente 

na  mesma  tela. 

28.  (a)  A curva y — x/{\.  + x2)  e denominada  serpentina.  Encontre 

uma  equa9ao  da  reta  tangente  a essa  curva  no  ponto  (3, 0.3). 
||  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta 

tangente  na  mesma  tela. 

29.  (a)  Se  fix)  — ex/x\  encontre  fix). 


(b)  Verifique  que  sua  resposta  da  parte  (a)  e razoavel 
comparando  os  graficos  de  / e f. 

30.  (a)  Se  fix)  = xj{xA  — 1),  encontre  fix). 

(b)  Verifique  que  sua  resposta  da  parte  (a)  e razoavel 
comparando  os  graficos  de  / e f . 

31.  Suponha  que  /( 5)  = 1 , /'(5)  — 6,  g( 5)  — — 3 e g’(5)  — 2. 
Encontre  os  valores  de  (a)  (fg)’( 5).  (b)  (//<?)' (5)  e (c)  (g/f)f (5). 

32.  Se  /( 3)  = 4,  g( 3)  = 2,  /'( 3)  = - 6 e g’{ 3)  = 5.  encontre  os 
seguintes  numeros: 

(a)(/+a)'(3)  (b)  (fgYO) 

(c>  (f) (3)  <d)  (jhh 

33.  Se  f{x)  = e'g(x) . onde  $(())  = 2e  g’(Q)  = 5,  encontre  /'( 0). 

34.  Se  h(2)  = 4 e /i'(2)  — --  3.  encontre 

d fk(x)} 
dx  i x } 

35.  S e/e  g forem  funcoes  eujos  graficos  estao  Uustrados,  seja 

u(x)  — fif)g(x)  e v(x)  —■  fix)jg(x) . 

(a)  Encontre  u’i  1 ).  (b)  Encontre  v’(5). 

‘ VA 

\ V "" 

1 'N\  9 


"of  1 


36.  Seja  Fix)  = F(x)G(x)  e Q(x)  - F(x)/G(x)  onde  FeG  sao  as 
funcoes  eujos  graficos  estao  representados  a seguir. 

(a)  Encontre  P’{ 2).  (b)  Encontre  Q’( 7). 

dim  j.  iin: 


‘\ 

A 



— 

37.  Se  g e uma  funyao  diferenciavel.  encontre  uma  expressao  para 
a derivada  de  cada  uma  das  seguintes  funcoes. 

t \ "x  ’ 0\x) 

(a)  y - x9{x)  (b)  >-  - ~-jyj  (c)  y - ^ 

38.  Se  / for  uma  fun^ao  diferenciavel,  encontre  uma  expressao 
para  a derivada  de  cada  uma  das  seguintes  funcoes: 

2X/.X  ..  /(*) 


(a)  y = x2f(x) 


(d)  y — 


1 4-  x/(x) 
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39.  Neste  exerefcio  estimainos  a taxa  segundo  a qua!  a icnoa  pessoal 
total  esta  suhindo  na  area  metropolitans  da  odanc  de  Richmond- 
Petersbura,  Virginia.  Em  julho  de  1999.  a populacao  dessa  area  era 
de  961 .400,  e esiava  crescendo  aproximadamente  em  9.2(X)  pessoas 
por  ano.  O rendimento  amtal  medio  era  de  $ 30.593  per  capita . e 
essa  media  esiava  crescendo  em  torno  de  $ 1 .400  por  ano  (hem 
acima  da  media  national,  de  cerea  de  S 1 .225  anuais).  Use  a Regra 
do  Produto  e os  dados  aqui  fomecidos  para  estimar  a taxa  segundo 
a qual  a renda  pessoal  total  estava  crescendo  na  cidade  em  julho  de 
1999.  Explique  o significado  de  cada  termo  na  Regra  do  Produto. 

40.  Urn  fabricante  produz  pecas  de  fazenda  com  tamanho  fixo.  A 
quant idade  q de  cada  peya  de  fazenda  (medida  em  jardas) 
vendida  e uma  funyao  do  pre^o  p (em  dolares  por  jardas);  logo, 
podemos  escrever  q — fip).  Entao  o rendimento  total  conseguido 
com  o preco  de  venda  p e Rip)  — pf(p'). 

(a)  O que  signiftca  dizer  que  /(20)  — 10.000  e /'(20)  = -350? 

(b)  Assumindo  os  valores  da  parte  (a),  encontre  R’( 20)  e 
interprete  sua  resposta. 

41.  Quantas  retas  tangentes  a curva  y = x/(x  +1)  passam  pelo  ponto 
( 1 . 2)?  Em  quais  ponlos  essas  retas  tangentes  tocam  a curva? 

v x — I 

42.  Encontre  as  equacoes  de  retas  tangentes  a curva  y 

paralelas  a reta  x — 2 y = 2.  x ' ^ 


43.  (a)  Use  dues  vezes  a Regra  do  Produto  para  pros' ar  que  se  /.  g 

e h forem  diferencidveis.  entao 

( fgh)'  = fgh  + fg’h  4-  fgh' 

(b)  Fazendo  f = g h da  parte  (a),  most  re  que 

4~  f /'(-UP  = 3 [fix]]2  fix) 
ax 

(c)  Use  a parte  (b)  para  diferenciarv  — e>! . 

44.  (a)  Se  a for  diferenciaveL  a Regra  da  Recfproca  aftrma  que 


fix) 

i 

Use  a Regra  do  Quociente  para  provar  a Regra  da  Recfproca. 

(b)  Use  a Regra  da  Recfproca  para  diferenciar  a funcao  do 
Exerefcio  19. 

(c)  Use  a Regra  da  Recfproca  para  verificar  tjue  a Regra  da 
Potencia  e valida  para  os  inteiros  negativos.  isto  e, 

d , 

— (,v  ' ) — — nx  ' ' 
dx 

para  todo  mimero  posjtivo  n. 


Xaxa  de  Variacao  nas  Ciencias  Naturais  e Sociais 

Lembre  da  Seqao  2.8  que  se  y ~ fix),  entao  a derivada  dy/dx  pode  ser  interpretada  como  a 
taxa  de  variaqao  de  y em  relacao  a x.  Nesta  seeao  examinamos  algumas  das  aplicaedes 
dessa  ideia  na  ffsica,  quimica,  biologia,  economia  e outras  ciencias. 

Vamos  nos  recordar  da  Secao  2.7  que  apresentou  a ideia  basica  das  taxas  de  variacao. 
Se  x variar  de  x,  a x?,  entao  a variacao  em  x sera 


A.C  = X2  ~~  Xj 


m - media  da  taxa  de  variacao 
m = f(x)  - taxa  de  variacao  instantanea 


e a variacao  correspondente  em  y sera 

Ay  — /(x2)  — fix  i) 


O quociente  da  diferenca 

Ay  _ f{x2)  - fix i) 
Ax  xz  ~ Xj 


e a taxa  media  da  variacao  dey  em  relacao  a x sobre  o intervalo  [x],x3J  e pode  ser  inter- 
pretado  como  a inclinacao  da  reta  secante  PQ  da  Figura  1 . Sen  lirnite  quando  Ax  — > 0 e a 
derivada  fix  i),  que  pode  ser  interpretada  como  a taxa  de  variacao  instantanea  de  y em 
relacao  a x ou  a inclinacao  da  reta  tangente  em  P(xj,/(x])).  Usando  a notacao  de  Leibniz, 
escrevemos  o processo  na  forma: 


dy 

dx 


Av 
lim  ---- 
Ax 


FIGURA  1 
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Sempre  que  a funcao  y ~ fix)  tiver  uma  interpretacao  especifica  era  uma  da-  ciencias.  sua 
derivada  tent  uma  interpretacao  especifica  como  uma  taxa  de  variapao.  (Como  discutido 
na  Secao  2.7,  as  unidades  dyf  dx  sao  as  unidades  para  y clividido  pela  unidac‘e  .v.)  Agora 
vamos  examinar  algumas  dessas  interpretacoes  nas  ciencias  naturals  e soci;us. 

0 Fisica 

Se  s = fit)  for  uma  funcao  posigao  de  uma  particula  que  esta  se  movendo  em  uma  reta. 
entao  As/ A/  representa  a velocidade  media  sobre  um  perfodo  de  tempo  A/,  e v — dsfdt 
representa  a velocidade  instantanea  (a  taxa  de  variacao  do  deslocamento  em  relacao  ao 
tempo).  Isso  foi  discutido  nas  Segoes  2.7  e 2.8,  mas  agora  que  conhecemos  as  formulas  de 
diferenciacao,  estamos  habilitados  a resolver  os  problemas  de  velocidade  mais  facilmente 

EXEMPLO  1 u A posicao  de  uma  particula  e dada  pela  equacao 

s = fit)  — t'  — 6 12  + 9 / 

onde  / e medido  em  segundos  e .v  em  metros. 

(a)  Encontre  a velocidade  no  instante  /. 

(b)  Qual  e a velocidade  apos  2 s?  Depois  de  4 s? 

(c)  Quando  a particula  esta  em  repouso? 

(d)  Quando  a particula  esta  se  movendo  para  a frente  (isto  e,  no  sentido  positivo)? 

(e)  Faga  um  diagrama  para  representar  o movimento  da  particula. 

(f)  Encontre  a distancia  total  percorrida  pela  particula  durante  os  primeiros  cinco  segundos 

SOLUQAO 

(a)  A funcao  velocidade  e a derivada  da  fungao  posicao. 

s-  — fit)  — r3  — 6/2  + 9/ 

, . ds 

v(t)  = — = 3 r - 12  r + 9 

at 

(b)  A velocidade  depois  de  2 s e a velocidade  instantanea  quando  t — 2,  isto  e, 

v(2)  = — I = 3(2)2  - 12(2)  + 9 - ”3  m/s 

dt  ]» *■  2 

A velocidade  depois  de  4 s e 

t>(4)  - 3(4)2  - 12(4)  + 9 = 9tn/s 

(c)  A particula  esta  em  repouso  quando  v(t)  = 0,  isto  e, 

3 r - 12/  + 9 - 3(/2  - 4/  + 3)  = 3(/  - 1)()  - 3)  = 0 

e isso  acontece  quando  t ~ 1 on  t = 3.  Dessa  forma,  a particula  esta  em  repouso  apos 

1 s e depois  de  3 s. 

(d)  A particula  move-se  no  sentido  positivo  quando  v it)  > 0,  isto  e, 

3 r - 12/  +■  9 - 3 (/  - !)(/  - 3)  > 0 

Essa  desigualdade  e verdadeira  quando  ambos  os  fatores  forem  positivos  (/  > 3)  ou 
quando  ambos  os  fatores  forem  negatives  (/  < 1).  Assim.  a particula  move-se  no  sentidc 
positivo  no  intervalo  de  tempo  / < 1 e / < 3.  Move-se  para  tras  (no  sentido  negativo) 
quando  3 < / < 3. 
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(e)  Usando  as  mformacoes  da  parte  (d)  fazemos  urn  esquema  Hustrativo  do  movimento  da 
parti  ciila,  qut  \olta  e depois  toma  a avancar,  ao  ion  go  da  reta  (eixo  s)  como  mostrado  na 
Figura  2. 

(f) _  Por  causa  do  que  aprendemos  nas  partes  id)  e (e),  precisamos  calcular  separadamente 
a distancia  percorrida  durante  o intervaJo  de  tempo  [0,  I],  f] . 3]  e (3.  5). 

A distancia  percorrida  nos  primeiros  segundos  e 

!/( 1 ) f(0)  j = 1 4 — 0 j — 4 m 

De  / = J a / = 3 a distancia  percorrida  e 

1/(3)  /( 1)  I = 1 0 — 4 j = 4 m 


1/(3)  /( 1 ) | = 1 0 — 4 J = 4 m 

De  t — 3 a t = 5 a distancia  percorrida  e 

1/(5)  ~ /( 3)  | = |20  — 0|  = 20  m 
A distancia  total  e 4 + 4 + 20  = 28  rn. 

caLMPLu  £ Se  uma  barra  on  pedaco  de  fio  forem  homogeneos,  entao  sua  densidade 
tine  at  sera  uniforme  e estara  definida  como  a massa  por  unidade  de  comprimento 
{p  — m/l ) inedida  cm  quilogramas  por  metro.  Suponha,  contudo,  pue  a barra  nao  seja 
homogenea,  mas  cjue  sua  massa  medida  a partir  da  extremidade  esquerda  ate  um  pontox 
seja  m — /(x).  conforine  mostrado  na  Figura  3. 


— H 


FIGURA  3 


Esta  parte  da  barra  tern  massa  f(x). 

A massa  da  parte  da  barra  que  esta  situada  entre  x ~ x j ex  — x~>  e dada  por 
Am  — f(xz)  — j{x\ );  logo,  a densidade  media  daquela  parte  da  barra  e 

densidade  media  = 


X2  ~ X; 


Se  fizermos  Ax  — > 0 (isto  e,  x2  — > x,),  estamos  computando  a densidade  media  sobre  os 
interval  os  cada  veZ  menores.  A densidade  linear  p em  xi  e o limite  dessa  densidade 
media  quando  Ax  — * 0;  isto  e,  a densidade  linear  e a taxa  de  variacao  da  massa  em 
relacao  ao  comprimento.  Simbolicamente, 

A m dm 

p — lim  - — — — — 
a*— >o  Ax  dx 

Assim,  a densidade  linear  da  barra  e a derivada  da  massa  em  relacao  ao  comprimento. 

Por  exemplo,  se  m ~ /(. x)  = y'x,  onde  x e medida  ern  metros  e m em  quilogramas, 
entao  a densidade  media  da  parte  da  barra  dada  em  1 x 1 .2  e 


= /(F2)  -/(l)  _ y 1 ,2  - 1 
A*  1,2-1  0,2 


0,48  kg/m 


enquanto  a densidade  a direita  de  x = 1 e 


j 2 Jx 


— 0,50  kg/m 


V X . X = J 
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(e)  Usando  as  informaeoes  da  parte  (d)  fazemos  r 

partfcu]  a,  que  volta  e depois  torna  a avancar,  ao  jonao  d: 
Figura  2. 

( 0 For  causa  do  que  aprendemos  nas  partes  (d)  e (e).  precisai 
a distancia  percorrida  durante  o intervalo  de  tempo  [0.  I J.fi, 
A distancia  percorrida  nos  primeiros  segundos  e 

I/O)  - /(0)  | = 1 4 — 0 1 = 4 m 

De  l = ] a ; = 3 a distancia  percorrida  e 


um  esquema  ilustrativo  do  r 
. ----  da  reta  (eixo  s)  como 


iGURA  2 


De  / — 3 a t — distancia  percorrida  e 


A distancia  total  e 4 + 4 + 20  = 28  m. 

EXEMPLO  2 d Se  uma  barra  ou  pedaco  de  fio  forem  homogeneos,  entao  - 
Umar  sera  uniforme  e estara  definida  como  a massa  por  unidade  de  comf 
{p  ~ m/l)  medida  em  quilogramas  por  metro.  Suponha,  contudo.  que  a b 
homogenea,  mas  que  sua  massa  medida  a partir  da  extremidade  esquerda 
seja  m — fix),  conforme  mostrado  na  Figura  3. 


Esta  parte  da  barra  tern  massa  fix) 


A massa  da  parte  da  barra  que  esta  situada  entre  x — a'j  e x = x->  e d 
1 = ~ /(-«]);  logo,  a densidade  media  daquela  parte  da  barra  e 


densidade  media 


enquanto  a densidade  a direita  de  r = 1 e 


(e)  Usando  as  infonnacoes  da  parte  (cl ) iazemos  urn  esqticma  ilustrativo  do  movimenlo  dr 
part  ten  la.  que  volta  e depois  torn  a a avancar.  ao  longo  da  ret  a (eixo  s}  corno  mostrado  nr 
Figura  2. 


(t)  For  causa  do  que  aprendemos  nas  partes  (d)  e (e).  precisamos  ealeuiar  separadamente 
a distancia  pereorrida  durante  o intervalo  de  tempo  f().  ! j.  j ! . 3J  e [3.  5}. 

A distancia  pereorrida  nos  primeiros  seg undos  e 

I/O ) -/(()}  | - 1 4 - Oj  — 4 m 


De  / — 1 a t — 3 a distancia  pereorrida  e 

|/(3)  ■-/(.{) 


De  t — 3 a / = 5 a distancia  pereorrida  e 

|/(5)  -/( 3)|  = 1 20  - Oj 


A distancia  total  e 4 + 4 + 20  --  28  m. 


■ XHWFLO  2 Se  uma  barra  ou  pedago  de  fio  forem  homogeneos,  entao  sua  densidade 
linear  sera  uniforme  e estara  definida  corno  a massa  per  unidadc  de  comprimento 
(p  — m/l ) medida  em  quilogramas  por  metro.  Suponha,  contudo.  que  a barra  nao  seja 
homogenea,  mas  que  sua  massa  medida  a partir  da  extremidade  esquerda  ate  inn  ponto-v 
seja  m = /(a),  confonne  mostrado  na  Figura  3. 


Esta  parte  da  barra  fem  massa  fix). 


A massa  da  parte  da  barra  que  esta  situada  entre  x — v,  e x — a2  e dada  por 
Am  =f(x2)  — /( A'i);  logo,  a densidade  media  daquela  parte  da  barra  e 


densidade  media  = A™  . 0 

A A'  A'  i — A'l 


Se  fizermos  Aa  > 0 (isto  e.  a2  — > ,V|),  estamos  computando  a densidade  media  sobre  os 
intervales  cada  vez  menores.  A densidade  linear  p em  xq  e o iimite  dessa  densidade 
media  quando  Aa  ■>  0;  isto  e,  a densidade  linear  e a taxa  de  variacao  da  massa  em 
relacao  ao  comprimento.  Simbolicamente, 


Am  dm 

bm 

-V.  •(  ! A A dx 


Assim,  a densidade  linear  da  b 


triage  a derivada  da  massa  em  relacao  ao  comprimento. 


For  exemplo,  se  tn  fix)  — v \ . onde  „v  e medida  em  metros  e m em  quilogramas. 


entao  a densidade  media  da  parte  da  barra  dada  em  1 *£  x *£  1 .2  e 


/( * -2)  -/(l 


VP2  - 1 

0.2 


0-48  kg/m 


enquanto  a densidade  a direita  de  x — 1 e 


0.50  kg/m 
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k a s mr  u v a Unia  conentc  exist c sempre  que  a carga  eletrica  $e  move.  A Figura  4 

ilustra  a parte  de  um  fio  e eletrons  movimentando-se  atraves  de  uma  superficie  plana 
sombreada.  Se  AQ  for  a quantidade  de  carga  liquids  que  passa  atraves  dessa  superficie 
durante  um  periodo  de  tempo  At,  entao  a coixente  media  durante  esse  intervalo  de  tempo 
e defmida  como 


corrente  media  = 


At 


Q2  - Qi 

h ~~  h 


Se  lizermos  o limite  dessa  corrente  media  sobre  os  intervalos  de  tempo  cada  vez 
menores.  obteremos  o que  denominamos  corrente  / em  um  dado  instante  q: 


AQ 

/ — lim  — — 
if— o At 


dQ 

dt 


Assim,  a corrente  e a taxa  na  qua!  o fluxo  de  carga  atravessa  uma  superficie,  medida  em 
unidades  de  carga  por  unidade  de  tempo  (frequentemente  coulombs  por  segundo,  chamado 
amperes). 


Alem  da  velocidade,  da  densidade  e da  corrente,  outras  taxas  de  varia^ao  sao  impor- 
tantes  na  ffsica,  como  a potencia  (a  taxa  segundo  a qual  um  trabalho  e realizado),  a taxa 
do  fluxo  de  calor,  o gradiente  da  temperatura  (a  taxa  de  variaqao  da  temperatura  em  relaqao 
a posiqao)  e a taxa  de  decaimento  radioativo  de  uma  substancia  na  ffsica  nuclear. 


I I Qirimica 

EXEMPLO  4 Uma  rea^ao  qufmica  resulta  na  formaqao  de  uma  ou  mais  substancias 
(conhecidas  como  produtos)  a partir  de  um  ou  mais  materials  iniciais  (ditos  reagentes).  Por 
exemplo,  a “equa^ao” 

2H 2 + O, ->  2H20 

indica  que  duas  moleculas  de  hidrogenio  e uma  molecula  de  oxigenio  formam  duas 
moleculas  de  agua.  Consideremos  a rea^ao 

A + B > C 

onde  A e B sao  reagentes  eCeo  produto.  A concent  racao  de  um  reagente  A e o numero 
de  mols  ( I mol  = 6,022  X 1023  moleculas)  por  litro  e e denotada  por  [A].  A concentra^ao 
varia  durante  a reaqao,  logo  [A],  [B]  e [C]  sao  fun^oes  do  tempo  (0-  A taxa  media  da 
rea^ao  do  produto  C sobre  um  intervalo  de  tempo  q t2  e 

am  = rc](/;)  - [cko 

At  t2  t\ 

Mas  os  qufmicos  estao  mais  interessados  na  taxa  de  reagao  instantanea , obtida 
fazendo-se  o limite  da  taxa  de  rea^ao  media  quando  o intervalo  de  tempo  At  tende  a 0: 

( A[C]  d[C] 

a»~*o  At  dt 


Uma  vez  que  a eoncentraqao  do  produto  aumenta  quando  a reacao  avanqa,  a derivada  d[C)!dt 
sera  positiva.  (Voce  pode  ver  intuitivamente  que  a inclinacao  da  reta  tangente  ao  grafico 
de  uma  funcao  crescente  e positiva.)  Assim,  a taxa  de  reaqao  de  C e positiva. 
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A concert tracao  de  reagentes,  entretanto.  decresce  durante  a reacao;  logo,  para  fazer  as 
taxas  de  reacao  de  A e B numeros  positivos.  colocamos  sinais  de  menos  na  frente  das 
derivadas  d\A]/dt  e d[B]/dt.  Lima  vez  que  [A]  e [B]  decrescent  na  mesma  taxa  que  1C] 
aumenta,  temos 


taxa  de  reacao 


d[ C] 

dt 


</[B] 


dt 


Mais  geralmente,  isso  results  que,  para  uma  reacao  da  forma 

aA  + bB > cC  + dD 


temos 


I b!lAl  =-  I dJM  - I 4^1  - 1 

a dt  b dt  c dt  d dt 

A taxa  de  reacao  pode  ser  determinada  por  metodos  graficos  (veja  o Exercfcio  22).  Em 
alguns  casos  podemos  usar  a taxa  de  reacao  para  achar  as  formulas  explfcitas  para  as 
concentracoe.s  conio  funcoes  do  tempo  (veja  o Exercfcio  9.3). 

EXER/IPL0  5 c Uma  das  grandezas  de  interesse  na  termod  in  arnica  e a compressibilidade. 
Se  uma  dada  substancia  for  mantida  em  uma  temperatura  constante,  enlao  seu  volume  V 
depende  de  sua  pressao  P.  Podemos  considerar  a taxa  de  variacao  do  volume  em  rela^ao 
a pressao  — isto  e,  a derivada  dV/dP.  Quando  P cresce,  V decresce;  logo,  dVjdP  < 0.  A 
compressibilidade  e definida  introduzindo-se  o sinal  menos  e dividindo  essa  derivada 
pelo  volume  V: 

......  . . . . 1 dV 

compressibilidade  isotermica  — ft  = 


Assim.  {3  mede  quao  rapido,  por  unidade  de  volume,  o volume  de  uma  substancia  decresce 
quando  a pressao  sobre  ela  cresce  em  uma  temperatura  constante. 

Por  exemplo.  o volume  V (em  metros  cubicos)  de  uma  amostra  do  ar  a 25  "C  esta  rela- 
cionado  com  a pressao  P (em  quilopascals)  pela  equa£ao 


V — 


5,3 

P 


A taxa  de  variacao  de  V em  relaqao  a P quando  P — 50  kPa  e 


dV\  _ 53 

dP  p = 30  P 


50 


53 

2.500 


-0.00212  m3/kPa 


A compressibilidade  naquela  pressao  e 

1 dV  | 0-00212 

^~~V~dP  |P.so”  53 
50 


0,02  (m3/kPa)/m3 


James  Stewart  CAPITULD  3 REGRAS  DE  DiFERENC'ACAO  203 
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EXEMPLO  6 Seja  n - fit)  o numero  de  indivfduos  em  tima  populate  (animal  ou 
vegetal)  no  instante  t,  A varia^ao  no  tamanho  da  populacao  entre  os  instantes  t — t \ e 
? — t2  e An  — /(>; ) - /(d)  e,  portanto,  a taxa  media  de  crescimento  durante  o perfodo  de 
tempo  / 1 -E  t 1 1 e 


taxa  media  de  crescimento  = 


A// 

~a7 


/(u)  -//,) 

?2  - d 


A taxa  de  crescimento  instantaneo  e obtida  dessa  taxa  media  de  crescimento 
fazendo-se  o perfodo  de  tempo  At  tender  a 0: 


, Art  dn 

taxa  de  crescimento  = lim — 

Ar -0  A 1 dt 


Estritamente  falando,  isso  nao  e bem  precise,  pois  o grafico  real  de  uma  funcao  populate 
n — jit)  seria  uma  lun§5o  escada.  que  e descontfnua  sernpre  que  ocorre  urn  nascimento  ou 
morte  e,  portanto,  nao  e diferenciavel.  Contudo,  para  uma  grande  populacao  animal  ou 
vegetal,  podemos  substituir  o grafico  por  uma  curva  aproximada  suave,  como  na  Figura  5. 


FIGURA  5 
Uma  curva  aproximada  suave 
de  uma  funcao  crescimento 


Para  ser  mais  especffico,  considere  uma  populagao  de  bacterias  em  urn  meio  nutriente 
homogeneo.  Suponha  que  amostrando  a populacao  em  urn  certo  intervale  determina-se 
que  ela  duplique  a cada  hora.  Se  a populacao  inicial  for  no  e o instante  t for  medido  em 
horas,  entao 


e,  em  geral. 


/(I)  = 2/(0)  - 2 no 

/(2)  - 2/(1)  = 22/i0 

m - 2/(2)  = 2 Vio 

fit)  = 2!n() 


A funcao  populacao  e»  = rz0  2‘. 
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Fluxo  de  sangi 


FiGURA  6 
em  uma  arteria 


Na  Secao  3.1  discutimos  as'derivadas  cie  iuneoes  exponeoiciais  e descobrimos  que 

d 

— (20  ^ (0  69)2  ' 
dx 

Portanto  a taxa  de  cresciinento  da  populacao  de  bacterias  no  instante  i e 

dn  d / 

= (n()2!)  « /2j,(0,69)2f 

dt  dt 

Por  exemplo,  suponha  que  comecemos  com  uma  populacao  inictal  de  nQ  — 100  bacterias. 
Entao  a taxa  de  cresciinento  depois  de  4 boras  e 

« 100(0 ,69)  24  = 1.104 

dt  j f = 4 

Isso  quer  dizer  que,  depois  de  4 horas,  a populacao  de  bacterias  esta  crescendo  a uma 
taxa  de  cerca  de  1 .100  bacterias  por  bora. 


EXEMPLO  1 g Considerando  o fluxo  de  sangue  atraves  de  urn  vaso  sangu/neo,  como 
uma  veia  ou  arteria,  podemos  supor  a forma  do  vaso  sangtimeo  como  um  tubo  cilmdrico 
com  raio  R e comprimento  L conforme  ilustrado  na  Figura  6. 


Em  razao  do  atrito  nas  paredes  do  tubo,  a velocidade  v do  sangue  e a maior  ao  longo 
do  eixo  central  e decresce  a medida  que  r,  que  e a distancia  do  eixo  central  ate  a parcde, 
cresce  ate  que  v toma-.se  0 na  parede.  A relagao  entre  cere  dada  pela  lei  do  fluxo  laminar, 
descoberta  em  1840  pelo  fisico  fiances  Jean -Louis-Marie  Poiseuille.  Isso  estabelece  que 


P 

V ~ 4r)l 


(. R 2 - r2) 


onde  rj  e a viscosidade  do  sangue  e P,  a diferenga  entre  as  pressoes  nos  extremos  do 
tubo.  Se  P e / forem  constantes,  entao  v e uma  funcao  de  r com  o donunio  [0,  R],  [Para 
informagoes  mais  detalhadas,  veja  W.  Nichols  e M.  O'Rourke  (eds.),  McDonald's  Blood 
Flow  in  Arteries:  Theoretic , Experimental  and  Clinical  Principles , 4.  ed.  (Nova  York: 
Oxford  University  Press,  1998).] 

A taxa  da  variagao  da  velocidade  media  quando  movemos  de  r - r=  para  r = r?  e 
dada  por 


At’  _ v(r2)  ~ v{r\) 

A r r2  — r-s 

e se  lizermos  Ar  — > 0,  obteremos  o gradiente  da  velocidade,  isto  e,  a taxa  instantanea 
de  variagao  da  velocidade  em  relagao  a r, 

gradiente  da  velocidade  — Jim  — — = 

Xr-»o  Ar  dr 
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Usando  a Equacao  1 , obtemos 

(lv  P pr 

~~r  — ~r~7 10  - 2 r)  — — — — 
dr  4rjl  2 rjl 

Para  uma  arteria  menor,  podemos  tomar  77  — 0,027,  R ~ 0,008  cm.  / — 2 cm  e P — 4.000 
dinas/cm2,  o que  fornece 


v = 


4 000 

— —(0,000064  - r2) 

4(0  027)2 


Em  r — 0,002  cm  o sangue  esta  fluindo  a uma  velocidade  de 

0(0,002)  - .1.85  X 104(64  X 10  6 - 4 X 10“6) 
= 1 ,1 1 cm/s 


e o gradiente  da  velocidade  nesse  ponto  e 


dv 

dr 


4.000(0,002) 

2(0,027)2 


— 74(cm/s)/cm 


Para  sentir  o que  isso  significa,  vamos  mudar  nossas  unidades  de  centimetros  para 
micrometros  (1  cm  = 10.000  pm).  Entao  o raio  da  arteria  e 80  pm.  A velocidade  no 
eixo  central  e 1 1.850  pm/s,  que  decresce  para  11.110  pm/5  a uma  distancia  de 
r ~ 20  pm.  O fato  de  que  dvjdr  — —74  (pm/s)/pm  quer  dizer  que  quando  r = 20  pm. 
a velocidade  esta  decrescendo  a uma  taxa  de  cerca  de  74  pm/s  para  cada  micrometro 
afastado  do  centro.  ~ 


; Economia 


EXEMPL0  8 Suponha  que  C(x)  e o custo  total  que  uma  companhia  income  na  produgao 
de  x unidades  de  um  certo  produto.  A funcao  C e chamada  fungao  custo.  Se  o numero  de 
itens  produzido  estiver  crescendo  de  jci  para  x2,o  custo  adicional  sera  AC  — C(x2)  ~ C( Xj),  e 
a taxa  media  de  variagao  do  custo  sera 


AC  _ C(x2)  ~ C(x;)  _ C(x!  + A.v)  - C(x ,) 

A A X2  X | At  A 

O limite  dessa  grandeza  quando  Ax  — > 0,  isto  e,  a taxa  de  variaqao  instantanea  de  variagao 
do  custo  em  relagao  ao  numero  de  itens  produzidos,  e denominado  de  custo  marginal 
pelos  economistas: 

AC  dC 

custo  marginal  = hm  — = 

a.v->o  Ax  dx 

[Uma  vez  que  x pode  geralmente  assumir  somente  os  valores  inteiros,  pode  nao  fazer  sen- 
tido  tomar  Ax,  mas  podemos  sempre  substituir  C(x)  por  uma  fungao  aproximativa  suave, 
como  no  Exempio  6.] 

Fazendo  Ax  — 1 e n muito  grande  (tal  que  Ax  e pequeno  comparado  com  n),  temos 

C'(n)  « C(n  + 1)  - C(n) 

Assim,  o custo  marginal  de  produgao  de  n unidades  e aproximadamente  igual  ao  custo 
da  produgao  de  mais  uma  unidade  [a  (n  + 1 )esima  unidade]. 


Em  geral  e apropriado  represent ar  uma  funcao  cu.sU>  por  uni  polinomio 

C(x)  a + kx  + cx:  + c/.r' 

onde  a representa  os  exist  os  gerais  md  I ret  os  (aluguel.  aqueeimento.  manuteneao),  e os 
outros  term  os  representam  o custo  das  materias-primas.  da  mao-de-obra  e assim  por 
diante.  (O  custo  das  materias-primas  pode  ser  proportional  a.v.  mas  o custo  da  mao-de-obri 
poderta  depend er  parcialmente  de  potencias  mais  alias  de  a.  cm  decorrencia  dos  custos 
de  boras  extras  e ineficiencias  envolvidas  ein  operacoes  de  larga  eseaki.) 

For  exemplo.  suponha  que  uma  companhia  tenha  estimado  que  o custo  tern  doJares) 
de  producao  de  x itens  seja 


C(x)  = 10.000  + 5.v  + 0.01a 


Entao  a funcao  custo  marginal  e 


C(x) 


0.02.v 


O custo  marginal  no  m'vel  de  producao  de  500  itens  e 

C'(500)  = 5 +•  0.02(500)  - $ 1 5/item 

Isso  da  a taxa  segundo  a qual  os  custos  estao  crescendo  em  relacao  ao  nfvel  de  producao 
quando  ..r  = 500  e prediz  o custo  dos  501  primeiros  itens. 

O custo  real  da  producao  dos  501  primeiros  itens  e 

C(50 1 ) - C(500)  = [10.000  + 5(501)  + 0.0 1(50 1)2 1 

- [10.000  + 5(500)  + 0.01(500)  [ 

= $15.01 

Note  que  C'(500)  * C(501)  - C(500). 

Os  eeonomistas  tambem  estudam  a demanda  marginal,  a renda  marginal  e o lucro  marginal, 
que  sao  derivadas  das  funcoes  demanda,  renda  e lucro.  Isso  sera  visto  no  Capitulo  4.  depois  que 
desenvolvermos  as  tecnicas  para  encontrar  os  valores  maximo  e mi'nimo  de  funpoes. 


L.  Oxitras  Ciencias 

As  taxas  de  variacao  ocorrem  em  todas  as  ciencias.  Um  geologo  se  interessa  em  saber  a 
taxa  na  qual  uma  massa  de  rocha  fundida  resfria  atraves  da  condutividade  termica  com  o 
meio  rochoso  que  a envolve.  Um  engenhei.ro  quer  saber  a taxa  segundo  a qual  a agua  flui 
para  dentro  ou  para  fora  de  um  reservatorio;  um  geografo  esta  interessado  na  taxa  de  varia- 
cao da  densidade  popnlacional  em  uma  cidade  a medida  que  aumenta  a distancia  de  seu 
centro;  um  meteorologista  esta  interessado  na  taxa  de  variapao  da  pressao  atinosferica  em 
re  lap  a o a altura  (veja  o Exercicio  17  da  Secao  9.4  no  Volume  2). 

Em  psicologia.  aqueles  interessados  na  teoria  do  aprendizado  estudam  a chamada  curva 
do  aprendizado,  que  e o grafico  do  desempenho  P(f)  de  alguem  aprender  alguma  coisa 
como  funcao  do  tempo  de  treinamento  /.  E de  particular  interesse  a taxa  segundo  a qual  o 
desempenho  melhora  a medida  que  o tempo  passa,  isto  e,  dP/dt. 

Em  soeiologia,  o ealculo  diferencial  e usado  na  analise  do  espalharnento  do  boato  (on 
inovacoes,  ou  rnodismos,  ou  padroes).  v$e  p(t)  denota  a proporpao  de  uma  populacao  que 
fica  sabendo  de  um  boato  no  instante  t,  entao  a derivada  dp/dt  representa  a taxa  de  espa- 
lhamento  do  boato  (veja  o Exerescio  70  na  Secao  3.5). 
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CAPJTUJLO  3 R E G RAS  DE  DIFEREN C i A C AO 


j Resumo 

A veiocidade.  a densidade,  a corrente.  a potencia  e o gradiente  da  temperatura  na  fisica ; a 
taxa  de  reagao  e a compressibilidade  na  quimica;  a taxa  de  crescimento  e o gradiente  da 
veiocidade  do  sangue  na  biologia;  o custo  e o 3uc.ro  marginal  na  economia;  a taxa  do  fluxo 
do  calor  na  geologia;  a taxa  de  desenvolvimento  do  desempenho  na  psicologia;  a taxa  de 
espalhamento  de  um  boato  na  sociologia  — todos  esses  $ao  easos  especiais  de  uni  unieo 
conceito  matematico,  a derivada. 

Isto  e uma  ilustragao  do  fato  de  que  parte  do  poder  da  matematica  esta  em  sua 
abstragao.  Um  linico  conceito  matematico  abstrato  (tal  como  a derivada)  pode  ter  inter- 
pretacoes  diferentes  em  cada  uma  das  ciencias.  Quando  desenvolvemos  as  propriedades  dc 
conceito  matematico  de  uma  vez  por  todas,  podemos  voltar  e aplicar  esses  resuitados  para 
todas  as  ciencias.  Isso  e muito  mais  efieiente  do  que  desenvolver  as  propriedades  de 
conceitos  especiais  separadas  para  cada  ciencia.  O matematico  franees  Joseph  Fouriei 


(1768-1830)  colocou  isso  sucintamente:  “Os  matematicos  comparam  os  mais  diversos 
fenomenos  e deseobrem  as  analogias  secretas  que  os  unem". 


Exercicios 


1-0  Uma  particula  move-se  segundo  a lei  do  movimento  s — /(f), 

/ 3=  0,  onde  / e medido  em  segundos  e s em  pes. 

(a)  Encontre  a veiocidade  no  instante  /. 

(b)  Qual  a veiocidade  depois  de  3 s? 

(c)  Quando  a particula  esta  em  repouso? 

(d)  Quando  a particula  esta  se  movendo  no  sentido  positive? 

(e)  Encontre  a distancia  total  percorrida  durante  os  8 primeiros  segundos. 

(f)  Desenhe  um  diagrama  como  na  Figura  2 para  ilustrar  o movimento 
da  particula. 

1.  fit)  - r -10/  +12  2.  fit ) - r‘  - 9 12  + 15/  + 10 

3.  fit)  = z3  - 12/ 2 + 36/  4.  f(t)  ='/4  - 4/  + 1 

5.  s « ~ — 6.  5 = y/(3/2  - 35/  + 90) 

/“  + 1 

7.  A fungao  posicao  de  uma  particula  e dada  por 

s « /?  - 4p/2  - It  t & 0 
Quando  a particula  atinge  a veiocidade  de  5 m/s? 

8,  Se  uma  bola  for  empurrada  ladeira  abaixo,  sobre  um  piano 
inclinado,  a uma  veiocidade  inicial  de  5 m/s  a distancia  que  ela 
tola,  apos  / segundos.  sera  dada  por  s — 5/  + 3/v 

(a)  Determine  sua  veiocidade  apos  2 s. 

(b)  Quao  longe  ela  estara  do  ponto  de  partida  quando  sua 
veiocidade  atingir  35  m/s? 

8.  Se  uma  pedra  for  atirada  verticalmente  para  cirna  sobre  a superficie 
da  Lua  com  uma  veiocidade  de  10  m/s,  sua  altura  (em  metros) 
apos  / segundos  sera  h — 10/  - 0.83/3 

(a)  Qual  a veiocidade  da  pedra  apos  3 s? 

(b)  Qua!  a veiocidade  da  pedra  quando  ela  atingir  25  m? 

IB.  Se  uma  bola  for  atirada  verticalmente  para  cima  com  uma  veiocidade 
de  80  pes/s,  entao  sua  altura  depois  de  / segundos  e s — 80/  ~ 16/2. 

(a)  Qual  a altura  maxima  atingida  pela  bola? 

(b)  Qual  a veiocidade  da  bola  quando  estiver  96  pes  acima  do 
solo  na  subida? 


11.  (a)  Uma  eompanhia  produz  chips  de  computador.  Ela  quer 

manter  o comprimento  do  lado  da  placa  muito  proximo  de 
15  mm  e deseja  saber  como  a area  Aix)  da  placa  varia 
quando  mudamos  o comprimento  do  lado  x.  Encontre 
i4'(.15)  e explique  seu  significado  nessa  situagao. 

(b)  Mostre  que  a taxa  de  variacao  da  area  de  um  quadrado  em 
relacao  ao  comprimento  de  seu  lado  e a metade  de  seu 
perfmetro.  Tente  explicar  geometricamente  por  que  isso  e 
verdade  desenhando  um  quadrado  cujo  comprimento  de 
lado  x e aumentado  em  Av.  Como  aproxiinar  as  mudangas 
resultantes  na  area  A ,4  se  Aa  for  pequeno? 

12.  (a)  Os  cristais  de  clorato  de  sodio  sao  faceis  de  crescer  no 

formato  de  cubos  permitindo  a uma  solugao  de  agua  e 
clorato  de  sodio  evaporar  vagarosamente.  Se  V for  o 
volume  de  cada  cubo  com  comprimento  de  lado  x,  calcule 
dVfdx  quando  x ~ 3 mm  e explique  seu  significado. 

(b)  Mostre  que  a taxa  de  variagao  do  volume  de  cada  cubo 
em  relagao  ao  comprimento  da  aresta  e igual  a metade  da 
area  da  superficie  do  cubo.  Explique  geometricamente 
por  que  esse  resultado  e verdadeiro  mostrando  urn 
argumento  analogo  ao  do  Exercjcio  1 1(b). 

13.  (a)  Encontre  a taxa  de  variagao  media  da  area  de  um  ci'rculo 

em  relagao  a seu  raio  r quando  r varia  de 
(i)  2 a 3 (ii)  2 a 2,5  (iii)  2 a 2,1 

(b)  Encontre  a taxa  de  variagao  instantanea  quando  r — 2. 

(c)  Mostre  que  a taxa  de  variagao  da  area  de  um  ci'rculo  en 
relagao  a seu  raio  (para  qualquer  r)  e igual  a circunlerenci; 
do  cfrculo.  Tente  explicar  geometricamente  por  que  isso  < 
verdadeiro  desenhando  um  circulo  cujo  raio  foi  aumentadi 
em  Ar.  Como  voce  pode  aproximar  a variagao  resultante  A/ 
se  Ar  for  pequeno? 

14.  Uma  pedra  caiu  dentro  de  um  lago,  produzindo  uma  ondulagat 
circular  que  cresce  para  fora  a uma  veiocidade  de  60  cm/s.  Encon 
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tre  a taxa  segundo  a quai  a area  denfro  do  arculo  esta  crescendo 
depois  de  (a)  3 s,  (b)  3 s e (c)  5 s.  O que  voce  pode  conciuir? 

15.  Um  balao  esferico  comega  a ser  inflado.  Encontre  a taxa  de 
crescimento  da  area  da  superfieie  (5  — Arrr2)  era  relacao  ao 
raio  r quando  r e (a)  J pe,  (b)  2 pes  e (c)  3 pes.  Que  conclusao 
voce  pode  tirar? 

IS.  (a)  O volume  de  uma  celula  esferica  em  crescimento  e V f rrr3, 
onde  o raio  r e medido  em  micrometros  { 1 pm  = 10" 6 m). 
Encontre  a taxa  de  variagao  media  de  V em  relacao  a r 
quando  r varia  de 

(i)  5 a 8 jx m (ii)  5 a 6 pm  (iii)  5 a 5,1  pm 

(b)  Encontre  a taxa  de  variagao  instant Snea  de  V em  relacao  a 
r quando  r — 5 pm. 

(c)  Mostre  que  a taxa  de  variagao  do  volume  de  uma  esfera  em 
relagao  a seu  raio  e igual  a area  de  sua  superfieie.  Explique 
geometrieamente  por  que  esse  resultado  e verdadeiro.  Mostre 
um  argumento  analogo  ao  do  Exercfcio  13(c). 

17.  A massa  da  parte  de  uma  barra  de  metal  que  esta  situada  entre 
o extremo  esquerdo  e um  ponto  x metros  a direita  e 3 jc2  kg. 
Encontre  a densidade  linear  (veja  o Exemplo  2)  quando  x for 

(a)  1 m,(b)2nie(c)3m.  Onde  a densidade  e maior?  E menor? 

18.  Se  um  tanque  mantem  5.000  galoes  de  agua,  que  escoa  pelo 
fundo  em  40  minutos,  entao  a Lei  de  Torricelli  da  o volume  V 
de  agua  que  restou  no  tanque  depois  de  t minutos  como 


Encontre  a taxa  segundo  a qual  a agua  esta  escoando  do  tanque 
depois  de  (a)  5 min,  (b)  10  min,  (c)  20  min  e (d)  40  min.  Em 
que  instante  o fluxo  e mais  rapido?  E mais  vagaroso?  Resuma 
o que  voce  encontrou . 

19.  A quantidade  de  carga  Q em  coloumbs  (C)  que  passa  atraves  de  um 
ponto  em  um  fio  ate  o instante  t (medido  em  segundos)  e dada  por 
Q(t)  — f - 2t  + 6/  + 2.  Encontre  a corrente  quando  (a)  t = 0,5  s e 

(b )t~  1 s.  [Veja  o Exemplo  3.  A unidade  de  corrente  e o ampere 
( l A = 1 C/s).]  Em  que  instante  a corrente  e mais  baixa? 

20.  A Lei  de  Gravitacao  de  Newton  diz  que  a grandeza  p da  forga 
exercida  por  um  corpo  de  massa  m sobre  um  corpo  de  massa  M e 


em  que  Gea  eonstante  gravitacional  e r,  e a distancia  entre  os 
corpos. 

(a)  Se  os  corpos  estao  se  movendo,  encontre  dF/dr  e explique 
seu  significado.  O que  o sinal  de  menos  indica? 

(b)  Suponha  que  se  tenha  conhecimento  de  que  a Terra  atrai 
um  objeto  com  uma  forga  que  decresce  a uma  taxa  de  2 
N/km  quando  r — 20.000  km.  Quao  rapido  essa  forga  varia 
quando  r = 10.000? 

21.  A Lei  de  Boyle  estabelece  que  quando  uma  amostra  de  gas  e 
comprimida  a uma  temperatura  eonstante,  o produto  da  pressao 
e o volume  pennanecem  constantes:  PV  — C. 


(a)  Encontre  a taxa  de  variagao  do  volume  em  relacao  a pressao. 

(b)  Uma  amostra  de  gas  esta  em  um  recipiente  a baixa  pressao 
e e regularmente  comprimida  a temperatura  eonstante  por 
10  minutos.  C)  volume  decresce  mais  rapidamente  no  im'cio 
on  no  final  dos  30  minutos?  Explique. 

(c)  Prove  que  a compressibilidade  isotennica  (veja  o exemplo  5) 
e dada  por  |3  = 1/P. 

22.  Q dado  mostrado  na  tabela  diz  respeito  a lactonizacao  do  acido 
hidroxivalerico  a 25  °C.  E dada  a concentragao  C{t)  desse 
acido  em  mols  por  litro  depois  de  t minutos. 


(a)  Encontre  a taxa  de  reagao  media  para  os  seguintes 
intervalos  de  tempo: 

(i)  2 « t 6 (ii)  2 « t « 4 (iii)  0 ^ 2 

(b)  Desenhe  os  pontos  da  tabela  e trace  por  eles  uma  curva 
suave  com  uma  aproximagao  ao  grafico  da  fungao  concen- 
tragao. Entao  trace  a tangente  em  t = 2 e use-a  para 
estimar  a taxa  de  reagao  instantanea  quando  t — 2. 

23.  A tabela  da  a populagao  mundial  no  seculo  XX. 


(em  tmlnoest 


(a)  Esfime  a taxa  de  crescimento  populacional  em  1920  e em 
1980  fazendo  a media  das  inclinacoes  de  duas  retas  secantes. 

(b)  Use  uma  calculadora  grafica  ou  computador  para  achar 
uma  fungao  cubica  (um  polinomio  de  terceiro  grau)  que 
modela  os  dados  (veja  a Segao  1.2). 

(c)  Utilize  o modelo  da  parte  (b)  para  achar  um  modelo  para  a 
taxa  de  crescimento  populacional  no  seculo  XX. 

(d)  Use  a parte  (c)  para  estimar  as  taxas  de  crescimento  em 
1920  e 1980.  Compare  com  sua  estimativa  da  parte  (a). 

(e)  Estime  a taxa  de  crescimento  em  1985. 

24.  A tabela  mostra  como  a media  de  idade  das  mulheres 
japonesas  que  se  casam  pela  primeira  vez  variou  na  ultima 
metade  do  seculo  XX. 
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(a)  Use  uma  cuieuladora  gralica  ou  computador  para  modelar 
esses  dados  per  um  polinomio  dc  quarto  grau. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  achar  um  modelo  para  A'(ri. 

(c)  Estime  a taxa  de  variagao  da  idade  de  primeiro  casamento 
dessas  mulheres  em  1990. 

(d)  Faca  o grafico  dos  pontos  dados  e os  modelos  para  ,4  e A’ . 

Se,  no  Exemplo  4,  uma  molecula  do  produto  C e produzida  de 
uma  molecula  do  reagente  A e de  uma  molecula  do  reagentc-  B. 
e as  concentragoes  iniciais  de  A e B tern  um  valor  comum 
[A]  = [B|  — a mols/L,  entao 

[C]  — a2kt/(akt  + 1) 

onde  k e uma  constante. 

(a)  Encontre  a taxa  de  reagao  no  instante  /. 

(b)  Mostre  que  se  x ~ [C],  entao 

dx  , 

— — k(a  ~ xr 
dt 


(c)  O que  acontece  com  a concentragao  quando  t —>  »? 

(d)  O que  acontece  com  a taxa  de  reagao  quando  / — > <*? 

(e)  O que  os  resultados  da  parte  (c)  e (d)  significam  em 
termos  praticos? 


26,  Suponha  que  uma  populagao  de  bacterias  inicialmente  com 
500  bacterias  triplique  a cada  hora. 

(a)  Qual  a populagao  depots  de  3 boras?  Depois  de  4 horas? 
Depois  de  t horas? 

(b)  Use  o resultado  de  (5)  da  Segao  3,1  para  estimar  a taxa  de 
crescimento  da  populagao  de  bacterias  depois  de  6 horas. 


27.  Considere  a lei  do  fluxo  laminar  dado  no  Exemplo  7 . Seja  um 
vaso  sangui'neo  com  raio  0,01  cm,  comprimento  3 cm,  diferenca 
de  pressao  3,000  dinas/cm2,  e viscosidade  17  — 0,027. 

(a)  Encontre  a velocidade  do  sangue  ao  longo  do  etxo  central 
r — 0.  no  raio  r — 0,005  cm,  e na  parede  r ~ R~  0,01  cm. 

(b)  Encontre  o gradiente  da  velocidade  em  r — 0,  r = 0.005 
e r — 0.01 . 

(c)  Onde  a velocidade  e maxima?  Onde  a velocidade  muda 
mais? 


28.  A frequencia  da  vibragao  de  uma  corda  de  violino  e dada  por 


onde  Leo  comprimento  da  corda;  T,  sua  tensao;  p,  sua  den- 
sidade  linear.  [Veja  o Capttulo  11  em  D.  E.  Hall,  Musical  Acoustics, 
3.  ed.  (Pacific  Grover,  CA:  Brooks/Cole.  2002).] 

(a)  Encontre  a taxa  de  variagao  da  frequencia  em  relagao 

(i)  ao  comprimento  (quando  T e p sao  constantes); 

(ii)  a tensao  (quando  L e p sao  constantes); 

(in)  a densidade  linear  (quando  L e T sao  constantes). 

(b)  A intensidade  de  uma  nota  (quao  alta  ou  baixa  soa  a nota) 
e determinada  pela  frequencia  /.  (Quanto  rnator  a 
freqiiencja,  maior  a intensidade.)  Use  os  sinai-s  das 
derivadas  da  parte  (a)  para  determinar  o que  acontece  com 
a intensidade  de  uma  nota 
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(i)  quando  o comprimento  efetivo  de  uma  corda  e 
decrescido  colocando-se  o dedo  sobre  a corda,  de 
forma  que  uma  porgao  menor  da  corda  vibre; 
i ii ) quando  a tensao  e aumentada  girando-se  a cravelha 
(pino  de  afinagao); 

(iii)  quando  a densidade  linear  e aumentada,  mudando-se  a 
corda. 


29.  Suponha  que  o custo,  em  doiares,  para  uma  companhia 
produzir  x novas  linhas  de  jeans  6 

O.x)  = 2.000+  3jc  + 0.0  lx 2 + 0.0002x3 

(a)  Encontre  a fungao  custo  marginal. 

(b)  Encontre  C'(100)  e explique  seu  resultado.  O que  ele  prediz? 

(c)  Compare  C'(1(X>)  com  o custo  de  manufaturar  os  101  primeiros 
jeans. 

30.  A fungao  custo  para  uma  certa  mercadoria  e 

C(x)  = 84  + 0,1 6x  ~ 0,0006x2  + 0,000003x3 

(a)  Encontre  e interprete  C'(100). 

(b)  Compare  C'(  100)  com  o custo  de  produzir  o 101s  item. 

31.  Se  p(x)  for  o valor  total  da  producao  quando  ha  x trabalhadores 
em  uma  fabrica,  entao  a produtividade  media  da  forga  de 
trabalho  da  fabrica  e 


x 

(a)  Encontre  A ' (x) . Por  que  a companhia  precisa  empregar 
mais  trabalhadores  se  A ' (x)  > 0? 

(b)  Mostre  que  A'(x)  > 0 se  p'(x)  for  maior  que  a 
produtividade  media. 

32.  Se  R denota  a reagao  do  eorpo  para  alguin  estunulo  de 
intensidade  x,  a sensitividade  S e definida  como  a taxa  de 
variagao  da  reacao  em  relagao  a x.  Um  exemplo  acontece 
quando  a luminos idade  x de  uma  fonte  de  luz  e aumentada  e o 
olho  reage  decrescendo  a area  R da  pupiia.  A formula 
experimental 


„ 40  + 24a"4 

1 + 4x°* 

tem  sido  usada  para  modelar  a dependencia  de  R em  x quando 
R e medido  em  milrmetros  quadrados  e x em  uma  unidade 
apropriada  de  luminosidade. 

(a)  Encontre  a sensitividade. 

SI  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  d e Re  S como  funcoes 
de  x.  Comente  sobre  os  valores  de  R e 5 em  baixos  niveis 
de  luminosidade.  Isso  e o que  voce  esperaria? 

33.  A lei  dos  gases  para  um  gas  ideal  a temperatura  absoluta  T 
(em  kelvins),  pressao  P (em  atmosferas)  e volume  V (em  litres 
e py  — nRT,  onde  n e o numero  de  mols  de  gas  e R = 0,0821 
e uma  constante  do  gas.  Suponha  que,  em  um  certo  instante. 


crescendo  a uroa  iaxa  do  0.10  atm/min,  e 
V —10  L.  e esta  decrescendo  a uma  taxa  de  0,15  L/min. 
Encontre  a taxa  de  variacao  de  T eni  relacao  ao  tempo  naquele 
instante  se  n = 10  mols. 


34.  Em  nma  fazenda  de  pisciculture,  uma  populacao  de  peixes  e 
colocada  dentro  de  um  pequeno  lago  e eolhida  regularmente.  Um 
mcxlelo  para  a taxa  de  variacao  da  populate  e dado  pela  equagao 


dP 

Ht 


Pit) 

Pc 


p{t)  - mo 


onde  r0  e a taxa  de  nascimento  dos  peixes;  . a populacao 
maxima  que  o pequeno  lago  pode  manter  {ou  seja,  sua 
capacida.de  de  suporte );  e 0,  a porcentagem  da  populacao 
que  e coihida. 

(a)  Qual  o valor  de  dPidt  que  corresponde  a popuiagao  estavel? 


(b)  Se  o pequeno  lago  pode  manter  10.000  peixes,  a taxa  de 
nascimento  e 5%  e a taxa  de  colheita,  4%,  encontre  o nivel 
estavel  da  popuiagao. 

(c)  ()  que  acontece  se  0 esta  elevando  para  5%? 


35.  No  estudo  de  ecossistemas.  o modelo  predador-presa 
e muitas  vexes  usado  para  estudar  a imeracao  entre  as 
especies.  Considere  uma  populacao  de  lobos  da  tundra, 
dada  por  W{t),  e caribus,  dada  por  C{t).  no  node  do 
Canada.  A interacao  tem  sido  modelada  pelas  equacoes: 

dC  dW 

— — — aC  — bCW  -=  — i:VV  -f  dCW 

dt  dt 

(a)  Que  valores  de  dC/dt  e dW/dt  correspondent  a populagoes 
estaveis? 

(b)  Como  representar  matematicamente  a aftrmativa:  "O 
caribu  esta  se  extinguindo7’? 

(c)  Suponha  que  a — 0,05,  b = 0,001 , c — 0.05  e 
d = 0,0001.  Encontre  todos  os  pares  (C,  W)  que 
levam  a populagoes  estaveis.  Segundo  esse  modelo,  e 
possfvei  para  as  especies  viverem  em  harmonia,  ou 
uma  ou  as  duas  especies  acabam  por  se  extinguir? 


Derivadas 


Uma  revisaodas  fungoes  Antes  de  comecar  esta  segao.  talvez  voce  precise  revisar  as  fun  goes  trigonometricas.  Em 

trigonometricas  e dada  no  Apendice  D.  particular,  e import  ante  lembrar-se  de  que  quando  falamos  sobre  a fungao  / defmida  para 

todo  o niimero  real  x por 

fix'm  sen  v 

deve  ser  entendido  que  sen  x signifies  o seno  do  angulo  cuja  medida  em  radianos  e x.  Uma 
convene  ao  analoga  e verdadeira  para  as  outras  fungoes  trigonometricas,  cos,  tg,  cossec,  sec 
e cotg.  Lembre-se  da  Segao  2.5  em  que  todas  as  fungoes  trigonometricas  sao  continuas  em 
todo  numero  em  seus  dommios. 

Se  esbogarmos  o grafico  da  fungao  fix)  = sen  x e usarmos  a interpretagao  d cf'ix)  corao 
a inclinagao  da  tangente  a senoide  a fim  de  esbogar  o grafico  de  f (veja  o Exercicio  1 6 da 
Segao  2.9),  isso  dara  a impressao  de  que  o grafico  de/'  pode  ser  igual  a cossenoide  (veja 
a Figura  1). 


fix)  = sen  v* 


i 


FIGURA  1 
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rj  Temos  usado  a formula  da  adicao 
para  o seno.  Veja  o Apendice  D. 


Vamos  tentar  confirmar  nossa  conjee  tura  de  que  se  f(x)  sen  x.  entao  fix)  ~ cos  x. 
Da  definicao  da  derivada  temos 


f'(x)  — lim 

k *0 


fix  + h)  - fix) 
h 


nm 

/i  -">0 


senfx  + h)  — sen.* 
~h 


iim 

h ■'■■■>  0 


sen  x cos  h + cos  x sen  h — sen* 
h 


lim 

h-*  0 


sen  x cos  h — sen  x cos  x sen  h 

h h 


lim 

h >0 


sen  x 


cos  h - 1 

~~~h~ 


~r  COS  X 


sen  h 
h 


DO 


cos  h - 1 sen  h 

lim  sen  x * lim ; + lim  cos  x * lim 

/!■■■••*<)  ft-»o  n a -o  h-+  o h 


D 


Dois  desses  quatro  limites  sao  faceis  de  calcular.  Uma  vez  que  consideramos  x eomo  uma 
constante  quando  computamos  um  limite  quando  h — > 0,  temos 

lim  sen  x — sen  x e lim  cos  x ~ cos  x 

h ■■■*()  A— “0 


O limite  de  (sen  h)/h  nao  e obvio.  No  Exemplo  3 da  Secao  2.2  fazemos  a conjectura.  sobre 
a base  das  evidencias  numerica  e grafica,  de  que 

sen  0 


Agora  usamos  um  argumento  geornetrico  para  provar  a Equaqao  2.  Pressuponha  primei.ro 
que  ((  esta  entre  0 e ir/2.  A Figura  2(a)  mostra  um  setor  do  cfrculo  com  o centro  (7.  o 
angulo  central  6 e o raio  1 . Desenhamos  BC  perpendicular  a (M.  Pela  definicao  de  medida  do 
radiano,  temos  arc  AB  — 0.  Tambem,  j BC  | = | OB  [sen  0 — sen  fl.Do  diagrama  vemos  que 


Portanto 


BCj  < | AB  | < arc  AB 


sen  0 < 0 


logo 


sen  0 
0 


< 1 


Suponha  que  as  tangentes  em  A e B interceptam  em  E.  Voce  pode  ver  da  Figura  2(b)  que 
a circunferencia  de  um  cfrculo  e menor  que  o comprimento  de  um  polfgono  cireunscrito; 
logo,  arc  AB  < | AE  \ + | EB  |.  Assim 

0 - arc  AB  < ] AE]  + ] EB  \ 

< | AE  | + j ED  | 

- ] AD  j = | OA  | tg  0 

= tg  0 


FIGURA  2 


(No  Apendice  F a desigualdade  0 ^ tg  0 e provada  diretamente  da  definicao  do  com- 
primento de  um  arco  sem  que  se  recorra  a intui?ao  geometrica,  como  feito  aqui.) 


Conseqtienternente.  temos 


^ S SALCOiO-  fdiidra  flroaisoii 


sen  0 
cos  0 


)oeo 


sen  0 

cos  0 < < 1 


□ Multspiicamos  o numerador  e o 
denominador  porcos  0 + 1 para  cotocar  a 
funpao  em  uma  forma  na  qual  podemos 
usar  os  limites  que  conhecemos. 


Sabemos  que  limg— 0 1 — 1 e limfl_»0  cos  0=1;  logo,  pelo  Teorema  do  Confronto,  temos 


sen  0 

lim  = 1 

6-*o*  0 


Mas  a funcao  (sen  0)/0e  uma  fungao  par;  assim,  seus  limites  direito  e esquerdo  devem  ser 
iguais.  Daqui,  temos 

sen  0 

lim = 1 

0 

e provamos  a Equa^ao  2. 

Podemos  deduzir  o valor  do  limite  que  restou  em  (1)  cnmo  se  segue 


cos  0—1  / cos  0 

lim = lim  

s~*o  0 $-*a\  0 


1 cos  0 + 1 


cos  0 + 1 


= lim 


sen20 


lim 


sen  0 


0-*o  0(cos  0+1)  o-*o  0 

sen  0 sen  0 

— — lim lim 

0=0  0 9~*o  cos  0 + 1 

0 


cos"0  - 1 

lim  — : 

o-»o  0 (cos  0+1 

sen0 

cos  0 + 1 


1 


1 + 1 


0 


m 


Se  pusermos  agora  os  limites  (2)  e (3)  em  (1),  obteremos 

m \ t.  c°s0  ~ 1 . sen h 

J (a)  = lim  sen  a-  • lim 1-  lim  cos  a • lim  —— 

h—0  h—*0  h ft  •-••->  0 h~*  0 h 

= (sen  a)  • 0 + (cos  a)  * 1 = cos  a 
Logo,  provamos  a formula  para  a derivada  da  funcao  seno: 


i 4 


r A Figura  3 ilustrs  os  grsficos  da 
funcao  do  Exemplo  1 e suas  derivadas. 
Note  que  >•'  — 0 sempre  que  y tiver  a 
tangente  horizontal. 


/~\  i v’  /7 
/ \ j / / 


FIGURA  3 
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EXEMPLO  1 Diferencie  y — x2  sen  x. 

SOLUf AO  Usando  a Regra  do  Produto  e a Formula  4,  %mos 

dv  , d d 

~7~  — -F  — (sen-x)  + sen  x - — (jt) 
dx  dx  dx 

~ .x2  cos  .x  + 2x  sen  x 

Utilizando  o mesmo  metodo  como  na  prova  da  Formula  4,  voce  pode  provar  (veja  o 
Exercicio  20)  que 


A funqao  tangente  tambem  pode  ser  diferenciavel  empregando  a defini^ao  de  urns 
derivada,  mas  e mais  facil  usar  a Regra  do  Quociente  junto  com  as  Formulas  4 e 5: 

d . d ( sen  x \ 

~ (tg  x)  = — I 1 

dx  dx  \ cos  x / 

cos  x — (sen*)  “ senx  -7-  (cos  x) 
dx  dx 


cos  .v  * cos  x — sen  x (-sen  x) 


coszv  + seir’x 


(tg  x)  — seczx 


As  derivadas  das  fui^oes  trigonometricas  que  restaram,  cossec,  sec  e cotg,  tamben 
podem  ser  encontradas  facilmente  usando  a Regra  do  Quociente  (veja  os  Exerctcios  17-19) 
Reunimos  todas  as  formulas  de  difereneiacao  para  as  fun9oes  trigonometricas  na  tabela  ; 
seguir: 

[ ' — '-x““ 

\ 

I Derivadas  das  FttncSes  Trigonometricas 


n Para  memorizar  essa  tabela  mais 
facilmente,  note  que  o sinal  de  menos 
aparece  nas  derivadas  das  fungoes  que 
tern  "co;;  no  nome:  cosseno, 
cossecante  e cotangente. 


(senx)  — cos  x 


(cos  a) 


(cossec)  x = - cossec  x cotg  x 


(sec  x)  — sec  x tg  x 


(tg  x)  ~ senlr 


(cotg  x ) — - cossec2.* 
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■EXEMPLO  2 •:  Diferencie  /(.v)  = ~ 
tem  uma  tangenie  horizontal? 

SOLUCAO  A Regra  do  Quociente  da 


Para  quais  valores  de  .r  o srahco  de  f 


FIGURA  4 

As  tangentes  horizon  tais  do  Exemplo 


FIGURA  5 


FIGURA  6 


II  .f  r)  — (sec .v)  — sec .v  — ( 1 + ta  x) 
dx  ‘ t/v 

fix)  = : - 

U + tg  x)~ 

(1  + tg  a')  sec  x tg  x — sec  a * sec  A 
(1  + tg  a)2 

sec  a [ tg  x + tg-  x — sec'A  | 

(1  + tg  a)' 

sec  x (tg  x — 1) 

(1  + tg  a)2 

Simplificando  a resposta,  usamos  a identidade  tg\v  + 1 ~ secA. 

Uma  vez  que  sec  x nunca  e 0,  vemos  que  f'(x)  — 0 quando  tg  x = 1 , e isso  ocorre 
quando  x = mr  + -7t/4,  onde  n e um  inteiro  (veja  a Figura  4). 

As  funcoes  trigonometric  as  muitas  vezes  sao  usadas  em  modelos  para  os  fenomenos 
do  mundo  real.  Em  particular,  as  vibra^oes,  ondas,  movimentos  elasticos  e outras 
grandezas  que  variem  de  uma  maneira  periodica  podem  ser  descritos  utilizando-se  as 
fun?oes  trigonometricas. 

EXEMPLO  3 i:  Um  objeto  na  extremidade  de  uma  mola  vertical  e esticado  4 cm  alem  de 
sua  posi§ao  no  repouso  e solto  no  instante  t — 0.  (Veja  a Figura  5 e note  que  o sentido 
positivo  e para  baixo.)  Sua  posigao  no  instante  t e 

s = fit)  — 4 cos  t 

Encontre  a velocidade  no  instante  t e use-a  para  anaiisar  o movimento  do  objeto. 

SOLUCAO  A velocidade  e 

ds  d . d r 

v = — •-  — (4  cos  /)  — 4 — (cos  /)  — ~4  sen  / 
dt  dt  dt 

O objeto  oscila  desde  o ponto  mais  baixo  (s  — 4 cm)  ate  o mais  alto  (s  = —4  cm).  O 
periodo  de  oscilagao  e 2t t,  que  e o periodo  do  cosseno  de  /. 

A rapidez  e [ v } ~ 4]  sen  t \ . que  e maxima  quando  | sen  / 1 — 1 , isto  e,  quando  cos  t = 0. 
Assim,  os  objetos  movem-se  mais  rapidamente  quando  passam  por  sua  posi^ao  de  equi- 
h'brio  (s  — ■ 0).  Sua  rapidez  e 0 quando  sen  t = 0,  isto  e.  no  ponto  mais  alto  e no  mais 
baixo.  Veja  os  graficos  na  Figura  6. 

Nosso  uso  principal  para  o limite  na  Equacao  2 rem  sido  provar  a formula  de  diferen- 
cia^ao  para  a fun^ao  seno.  Mas  esse  limite  e tambem  proveitoso  na  determina^ao  de  ou- 
tros  limites  envolvendo  a trigonometria,  como  nos  dois  exemplos  a seguir. 


sen  lx 

EXEMPLO  4 : Encontre  lim 

X~~0  4X 
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SOLUCAO  Para  appear  a Equacao  2.  vamos  reescrever  a funcao  muhiplicando  e dividimio 
por  7 : 

sen  lx  7 ( sen  lx  \ 

""  4 \l7~) 


Observe  que  quando  x --->  0,  temos  lx  — > 0;  portanto,  pela  Equacao  2 corn  9 = lx, 

..  sen7x  sen  ( 7x) 

inn  — inn  — • ~ ' = i 

■ *0  7 V 7.V HP  1.X 


Assim, 


sen  lx  7 ( sen  lx 

lim  — - = lim  — | — — 

x :‘*t  4x  < -»o  4 \ lx 


7 sen  lx  7 7 

= ““  lim  “ — * 1 = T 

4 .x~>o  lx  4 4 


:XeWrlO  3 


Calcule  lim  x cotg  a 

.t— >o 


S0LUQA0  Aqui  vamos  dividir  numerador  e denominador  por  x: 


Exercicios 


X COS  X 

lim  x cotax  = lim 

o ' *0  senx 


rn~  v lim  cos  x 

SOS  X x~»0 

— j}m == 

o senx  senx 

jim 

x x~*o  x 


(pela  continuidade  do  cosseno  e da  Equacao  2) 


Diferencie. 


1.  f(x)  --  x — 3 senx 


3.  y ; - sen  x + 10  tg  a 


2.  fix ) = xsenx 


I.  v — 2 cossec  x + :>  cos  x 


17.  Prove  que  — (cossec  x)  ~ - cossec  x cotg  x. 


18.  Prove  true  — (sec  x)  = sec  x ta  a 
dx 


5.  g(t)  — t 3 cos  t 


6.  g(t)  = 4 sec  / + tg  t 


7.  hid)  — cossec  0 f ef,cotg  0 8.  y = e (cos  u + a 


11.  f(6) 


lx  see  6 


10.  y = 


I + sen  x 


12.  v = 


tg  x — 1 


14.  v — cossec  9(0+  cotg  0) 


19.  Prove  que  — — (cotg  x)  — ~ cossec  x. 

dx 

20.  Prove,  usando  a definigao  de  derivada,  que  se  fix)  — cos  x, 
entao  fix)  ~ -sen  x. 

21-24  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  dada  no 
ponto  espeeificado. 

21.  y=  tg  x,  (ir/4,1)  22.  y=  <Pcosx,  (0,1) 


15.  v = sec  Bis.  9 


16.  v — x senx  cos  a 


23.  v = x + cos  x.  (0,1)  24.  v = . (0,1) 

sen  x + cos  x 
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25.  -(a)  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  y — x cos  .x 
§mgi  noponto  (rr,-ir). 

■§f|  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazeodo  o grSfieo  da  curva  e a reta 

tangente  na  mesma  tela. 

26.  (a)  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva 

y — sec x — 2 cos  x no  ponto  (tt/3,  1), 

II  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta 
tangente  na  mesma  tela. 

27.  (a)  Se  fix)  = 2x  + cotg  x,  encontre  fix). 

11  (b)  Verifique  que  sua  resposta  para  a parte  (a)  e razoavel  fazendo 

os  grit  fi  cos  ftf  para  0 < x < tt. 

_ 28.  (a)  Se  fix)  = \rirsenx,  encontre /'(x). 

11  (b)  Verifique  que  sua  resposta  para  a parte  (a)  e razoavel 

fazendo  os  graficos  de/e /'  para  0 x 2rr. 

29.  Que  valores  de  x fazem  que  o grafico  de 
Ax)  = x + 2 sen  x tenha  uma  reta  horizontal? 


30.  Encontre  os  pontos  sobre  a curva  y 
qual  a tangente  e horizontal. 


(cos  x)/{2  -t  sen  x ) na 


Uma  massa  em  uma  mola  vibra  horizontahnente  sobre  uma 
superficie  lisa  (veja  a figura).  Sua  equacao  de  movimento  e 
x{t)  ~ 8 sen  /,  onde  t esta  em  segundos  e x,  em  centtmetros. 

(a)  Encontre  a velocidade  no  instante  t. 

(b)  Encontre  a posicao  e a velocidade  da  massa  no  instante 

t — 2 tt/3.  Em  que  sentido  ela  esta  se  movendo  nesse  instante? 


posicao  de 
equilibrio 


AAAAAAA/- 


e x a d island  a da  base  da  escada  ate  a parede.  Se  a base  da 
esc  ad  a escorregar  para  longe  da  parede,  coin  que  rapidez  x 
variara  em  relagao  a $ quando  0 = tt/3? 

34.  Um  objeto  com  peso  W e arrastado  ao  longo  de  um  piano 
horizontal  por  uma  forca  agindo  ao  longo  de  uma  corda  atada 
ao  objeto.  Se  a corda  faz  um  angulo  0 com  o piano,  entao  a 
grandeza  da  forca  e 


pt  sen  $ + cos  0 

onde  fi  e uma  constante  chamada  coeficiente  de  atrito. 

(a)  Encontre  a taxa  de  variacao  de  F em  relacao  a 0. 

(b)  Quando  essa  taxa  de  variacao  e igual  a 0? 

(c)  Se  W = 50  lb  c fi  ~ 0,6,  fa^a  o grafico  de  F como  uma 
fun^ao  de  0 e use-o  para  localizar  o valor  de  Q para  o qual 
dF/dd  = 0.  Esse  valor  e consistente  com  a resposta  dada 
na  parte  (b). 


Encontre  o limite. 


sen  3x 
35.  hm— 


37.  limits 
f'-°  sen  2 1 

sen(cos  0) 
39.  Iim — — - 

B-o  sec  0 

41.  fa„  . 

j -,0  cossec  x 

„ sen  e 

43.  hm 

e-*o  8 + tg  $ 


..  sen4x 
36.  hm — — 
sen  6x 

„ , . cos  0 - I 

38.  hm 

»-*o  sen  0 

„„  sen"1 3t 
40.  hm — : ; — - 

r~~0  t* 


..  senx-cosx 
42.  hm  

A ->-77/4  COS  2x 

,,  sen(x  ~ 1) 

44.  hm  — ; ~ 

4~»i  x1  + x — 2 


45.  Diferencie  cada  identidade  trigonometrica  para  obter  outra 


nova  ou  antiga. 


ii  32.  Uma  faixa  elastica  e pendurada  em  um  gancho  e uma  massa 
esta  presa  na  extremidade  inferior  da  faixa.  Quando  a massa  e 
puxada  para  baixo  e entao  solta,  ela  vibra  verticalmente.  A 
equacao  do  movimento  es  — 2 cos  t + 3 sen t , t 2?  0,  onde  s 6 
medida  em  centtmetros  e /,  em  segundos.  (Consideramos  o 
sentido  positivo  como  sendo  para  baixo.) 

(a)  Encontre  a velocidade  no  instante  t. 

(b)  Fa^a  os  graficos  das  (undoes  velocidade  e posicao. 

(c)  Quando  a massa  passa  pela  posicao  de  equilibrio  pela 
primeira  vez? 

(d)  A que  distancia  da  posiyao  de  equilibrio  a massa  chega? 

(e)  Quando  a velocidade  e maxima? 

33.  Uma  escada  com  10  pes  de  comprimento  esta  apoiada  em  uma 
parede  vertical.  Seja  0 o angulo  entre  o topo  da  escada  e a parede. 


(a)  tg  x 


(b)  sec  x 


(c  ) senx  + cos  x 


1 -f-  cotg  x 


46.  O semicirculo  com  diametro  PQ  esta  sobre  um  triangulo  isosce- 
les PQR  para  formar  uma  regiao  com  um  formato  de  sorvete, 
conforme  mostra  a figura.  Se  A(8)  for  a area  do  semicirculo  e 
),  a area  do  triangulo,  encontre 

M0) 

Iim  — — — 

mm 
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47.  A figura  mostra  urn  arco  de  ctrculo  com  comprimento  s e 
lima  corda  corn  comprimento  d,  ainbos  subentendidos  por 
urn  angulo  central  0.  Encontre 


lim 

!»  d 


:ap!tulo  3 


Regra  da  Cadeia 

Suponha  que  Ihe  foi  pedido  para  diferenciar  a fungao 


F(  x)  - va'  + 


As  formulas  de  diferenciacao  que  voce  aprendeu  nas  segoes  precedentes  deste  capitulo  nao 
:::  Veia  a Secao  1 .3  para  a revisao  de  o capacitaram  a calcular  F’ix). 

funpoes  compostas.  Observe  que  F e uma  fungao  composta.  De  fato,  se  tomarmos  y — /(«)  ==  e seja 

u — g(x)  — xz  4-  1,  entao  poderemos  escrever  y — Fix)  — f(g(x)),  isto  6,  F — /«  g. 
Sabemos  como  diferenciar  ambos,  f e g,  entao  seria  proveitoso  ter  uma  regra  que  nos 
dissesse  como  achar  a derivada  de  F — f a g em  termos  das  derivadas  de  f e g. 

fsso  resulta  que  a derivada  da  fungao  composta  f°g€  o produto  das  derivadas  de/e  g. 
Esse  fato  e uma  das  mais  importantes  regras  de  diferenciacao,  chamada  Regra  da  Cadeia. 
Parece  plausfvel  interpretarmos  as  derivadas  como  taxas  de  variagao.  Considere  dujdx 
como  a taxa  de  variagao  de  u em  relagao  a x,  dyfdu  como  a taxa  de  variagao  de  v em 
relacao  a u,  e dy/dx  como  a taxa  de  variagao  de  y em  relagao  a x.  Se  u variar  duas  vezes 
mais  rapido  que  x e y tres  vezes  mais  rapido  que  u , entao  parece  razoavel  que  y varia  seis 
vezes  mais  rapido  que  x,  e assim  esperamos  que 

dy  _ dy  du 
dx  du  dx 


j A Regra  da  Cadeia  Se  / e g forem  diferenciaveis  e F — f°  g for  a fungao  composta  j 
| definida  por  F(x)  = f{g(x )).  entao  F e diferenciavel  e F'  e dada  pelo  produto 

F’{x)  = f'(g(x))gXx) 

| Na  notagao  de  Leibniz,  se  y — /(«)  ei/  = g(x)  forem  fungoes  diferenciaveis,  entao  I 
j ! 

dy  _ dy  du 

i dx  du  dx  i 

I j 
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Seja  An  a variacao  de  u correspondente  a 


variacao  de  A.v  em  .x.  isto  e: 

A u = gi.x  i"  A.v)  — g{.x) 

Entao  a variacao  correspondente  em  v e 

Av  — f{u  + Ah)  — fin) 

Assirn 

r/v  Av 

— - = lmi  ~~ 

</x  -0  A.v 

Ax-  Ah 

1 1 --  urn  • — — - 

a.* *o  Ah  A.v 

Ay  Ah 

= lim  ~~~  • lim 

.v« o An  .v o A.v 

Av  An  rVcHccine  '••<••• lu-ixdxd- ■ •••?'; 

lim  — ■—  • lim  ——  ; 

A«-*0  An  A.v— '0  Ax  uma  VC/  qvc  o.i  ‘/oii’Ail!:;.) 

dy  du 
(hi  dx 

A unica  falha  nesse  raciocmio  e que  em  (1)  pode  acontecer  que  An  = 0 (mesmo  quando 
Ax  0)  e,  obviamente.  nao  podemos  dividir  por  0.  Nao  obstante,  esse  raciocmio  no 
mmimo  sitgere  que  a Regra  da  Cadeia  e verdadeira.  Uma  prova  completa  da  Regra  da 
Cadeia  e dada  no  final  desta  secao. 

A Regra  da  Cadeia  pode  ser  escrita  tambem  na  notapao  linha 

QEI  (f°gy(x)  ~f’(g(x))g'(x) 

ou,  se  y — f(u)  e u — gix) , na  notapao  Leibniz: 

dy  dy  du 

dx  du  dx 

A Equapao  3 e facii  de  ser  lembrada,  pois  se  dy/ du  e du/dx  forem  quocientes.  entao  deve- 
mos  cancelar  du,  Lembre-se,  entretanto.  de  que  du  nao  foi  defmida,  e du/dx  nao  deve  ser 
interpretado  como  um  quociente  usual. 


Encontre  F'(x)  se  F(x) 


'X  ~ + 1 


S0LUQA0  1 (usando  a Equapao  2):  No  infcio  desta  secao  expressamos  F como 
Fix)  = ( f ° g)(x)  — fig(x)).  onde  f(u)  ~ yw  e gi.x)  — x2  4-  1 . Uma  vez  que 


s lu-rn  = y_ 

2 v u 

Fr(x)  / 'ii/(  x))g’{  v) 

1 

" 2Jx2  + 1 * 


g'(x)  — 2x 


2x 


v ■ + ! 


temos 
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S01UCA0  2 (u san do  a Equacao  3):  Se  tomannos  u 


f f 1 e y — yu,  entao 


fix) 


dv  du 


1 


du  dx  2 y/u 
1 


(2.x) 


2 \ x‘  + 1 


(2.x) 


Quando  usarmos  a Formula  3,  deveremos  ter  em  mente  que  dy/dx  refere-se  a derivada 
de  y quando  y e tida  como  Lima  fungao  de  x (chamada  derivada  de  y em  reiacdo  a *),  ao 
passo  que  dy/du  se  refere  a derivada  de  y quando  v e considerada  como  uma  funcao  de  u 
(a  derivada  de  y em  relaeao  a it).  Assim,  no  Exemplo  1 , v pode  ser  considerada  como  uma 
funcao  de  x ( y = fx 2 + ) ) e tambem  como  uma  fungao  de  u (y  — yu ) . Observe  que 


dy 

dx 


F'(x)  = 


x 

yx2  + 1 


enquanto 


dy 

du 


f(u) 


1 

2 v'M 


NOTA  n Ao  usarmos  a Regra  da  Cadeia  trabalhamos  de  fora  para  dentro.  A Formula  2 
diz  que  diferenciamos  a fungao  de  fora  f [na  fungao  de  dentro  g(x)J  e entao  multiplicamos 
peia  derivada  da  fumy  do  de  dentro. 


~~  f (g(x)) 
dx  , v 


f (g(x))  * g'(x) 


ik  dcm.ro 


V £ j 
A. 


Diferencie  (a)  y = sent*2)  e (b)  y — senlr. 


SOLUQAO 

(a)  Se  y — sen(.F),  entao  a fungao  de  fora  e a fungao  seno,  e a funcao  de  dentro  e a 
fungao  quadrada;  logo,  a Regra  da  Cadeia  da 


= 2 A'  cos  (a3) 


u2) 


(b)  Note  que  sen2  x — (sen  a)\  Aqui  a funcao  de  fora  e a fungao  quadrada,  e a funcao  de 
dentro  e a fungao  seno.  Entao 

dy  d . , 

“ — “(sen  a)'  — 2 ‘ (sen  a)  * cos  a 

fuRcao  <Jeri  vada  eaicuiada  devnada 

miema  da  funcao  na  funcao  da  funcao 

A resposta  pode  ser  deixada  como  2 sen  x cos  a ou  sen  2a  (pela  identidade 
trigonometriea  conhecida  como  formula  do  angulo  duplo). 

No  Exemplo  2(a)  combinamos  a Regra  da  Cadeia  com  a regra  para  diferenciar  a fungao 
seno.  Em  geral,  se  y — sen  u,  onde  u e uma  funcao  diferenciavel  de  a,  entao,  pela  Regra 
da  Cadeia, 

dy  ^ dy  du  _ du 

dx  du  dx  dx 
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Assim 


d . . au 

- — (sen  u)  — cos  u — 
dx  dx 


Todas  as  formulas  para  diferenciar  as  funcoes  trigonometricas  podem  ser  combinadas 
com  a Regra  da  Cadeia. 

Vamos  explicitar  o caso  especial  da  Regra  da  Cadeia,  onde  a fungao  de  fora  / e uma 
funcao  potencia.  Se  y = [g(x)]\  entao  podemos  escrever  v = /(«)  = «%  onde  u = <j(x). 
Usando  a Regra  da  Cadeia  e entao  a Regra  da  Potencia,  obtemos 


dy  __  dy  du 
dx  du  dx 


nu A = „[«,(*)]"  V(4 
dx 


I A Regra  da  Potencia  Combinads  com  s hsora  i- 

numero  e«  = g{x)  for  diferenciavel,  entao 

d / . , , r/u 

— -0C!)  = mi"  ~~ 
dx  dx 


Se  n for  qualquer 


Altemati  vamente . 


dx 


[g(x)Y‘  - 4g(x)Y  ] • 


Note  que  a derivada  no  Exempio  1 poderia  ser  calculada  tomando  n 

EXEMPLO  3 : Diferencie  y = (x*  - \)m. 

SOfUQAO  Tomando  u - g(x)  — x5  - 1 e n = 100  em  (4),  temos 

A = A (xi  - i)"»  = ioou3  - n»  A u!  - i) 

dx  dx  dx 

= 100(x3  - 1)"  • 3x2  = 300x2(x3  - 1)" 


■k  na  Regra  4. 


EXEMPLO  4 Encontre  fix)  se  fix)  — . 

v,c  + x + 1 

SOLUQAO  Primeiro  reescreva /:  fix)  — (,r  + x + l)"l/3.  Assim 

/'(x)  = ~k(x2  + x + l)'473™  (x2  + x + 1) 

dx 

- -|(x2  + x + l)“4/3(2x  + 1) 
EXEMPLO  5 Encontre  a derivada  da  funcao 

t - 2 X9 


jKO  “ 


2 1 A 1 


SOLUQAO  Combinando  a Regra  da  Potencia,  da  Cadeia  e Quociente,  obtemos 

= / r — 2 V(2r  + 1)  • 1 - 2(f  - 2)  = 45(/  - 2 f 

\2t  + 1 / (2t  + l)2  (2t  + l)10 
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Jig-  Os  graficos  d3S  fungoes  y e y’  do 
|f(.  Exempio  6 sao  mostrados  na  Figura  1 
fffNote  qua  y'  e maior  quando  y cresce 
rapidamente,  e y'  = 0 quando  y tem 
uma  tangente  horizontal.  Logo  nossa 
I resposta  parece  ser  razoavel. 


EXEMPLO  8 Diferencic  y — (2.x  + CPU3  — x + l)4. 

SOLUCAO  Neste  exemplo  devernos  usar  a Regra  do  Produto  antes  de  usar  a Regra  da  Cadeia 

~~  (2x  \ 1 f — (x ' - A"  + ) ) ' + (x  - x + j }'!  — (2a  + 1 f 
ax  dx  dx  ' 

— (2a  + J)5  * 4(x3  - a + l)3  — (a3  — a 4-  1) 


+ (a3  - a + l)4  * 5(2x  + l)4  — (2a  + 1) 

dx 

= 4 (2a  + l)5(x3  - x + l):i(3x2  - 1)  + 5(*3  - x + l )4(2a  + l)4  * 2 


Notando  que  cada  termo  tem  um  fator  comum  2(2a  + i )4(.ri  - a + 1)".  podemos  fatora-lo 
e escrever  a resposta  como 


FIGURA  1 


2(2 a + 1 )4(a 3 - x + 1)3(17a3  + 6a2  - 9a  + 3) 


De  forma  geral,  a Regra  da  Cadeia  da 

d , „ du 

— (*>  ) =.-  e*  — 
du  dx 


EXEMPLO  7 □ Diferencie  v = eT\ 

SOLUCAO  Aqui  a fun^ao  de  dentro  e g(x)  = sen  a*  e a fungao  de  fora  e a fun^ao  exponen- 
cial  /(a)  — e*.  Logo,  pela  Regra  da  Cadeia, 


dy  d d 

— as  — (e''"  ) — e!ea  i — (sen  a)  — €***  cos  a 
dx  dx  dx 


Podemos  usar  a Regra  da  Cadeia  para  diferenciar  uma  fun§ao  exponencial  com  qualquer 
base  a > 0.  Lembre-se  da  Se$ao  1 .6  em  que  a = e,na.  Logo 

ax  = (elna)x  = e(In<?)v 


e a Regra  da  Cadeia  da 


v(A')-v  (e(ln‘i)f)  - e(ln^)T  — (In  a) a 
dx  dx  dx 

— e‘Ma)x  - In  a — ax\ n a 


Nao  confunda  a Formula  5 (onde  x e 
o expoente)  com  a Regra  da  Potencia 
{onde  .x  e a base): 

d , n 

— (x ) — nx 


porque  In  a e uma  constante.  Portanto,  temos  a formula 


— (a  5)  — a* In  a 
dx 


Em  particular,  se  a = 2,  obtemos 


— (2X)  - 2TIn  2 
dx 


ilLO  Sditora  Thomson 


Na  Secao  3.1  demos  a estimativa 


d 


« (0 .69)2 ' 


Ela  e consistente  com  a formula  exata  (6),  pois  In  2 ~ 0.693 ! 47. 

No  Exemplo  6 da  Secao  3.3  consideramos  a populacao  de  bacterias  que  dobra  a cada 
hora  e vimos  que  apos  / boras  a populacao  en  — n02\  onde  n0  e a populacao  initial.  A for- 
mula (6)  capacita-nos  encontrar  a taxa  de  crescimento  da  populacao  de  bacterias: 


dn 

— = «o2  Jn  2 
dt 


A razao  para  o nome  “Regra  da  Cadeia”  ficou  evidente  quando  fizemos  uma  cadeia 
major  adicionando  mais  urn  elo.  Suponha  que  y = /(«), u = #(x)  e x = H0-,  onde  f , g e h 
sao  funqoes  diferenciaveis.  Entao,  para  computar  a derivada  de  y em  relapao  a /.  usamos 
duas  vezes  a Resra  da  Cadeia 


dy  dy  dx  _ dy  du  dx 

dt  dx  dt  du  dx  dt 


EXEPJPLO  8 □ Se  fix)  - sen(cos(tg  x)),  entao 


f'(x)  = cos(cos(tg  x))  — cosftg  x) 
dx 


= cos(cos(tg  x))|-sen(tgx)  ] — (tan  x) 

dx 


— -cos(cos(tg  X))  sen(tg  x)  secA 


Observe  que  usamos  duas  vezes  a Regra  da  Cadeia. 


EXEMPLO  3 □ Diferencie  y = escc3(? 


S0LUQA0  A funqao  de  fora  e uma  exponencial,  a media  e uma  funcao  secante,  e a funcao 
de  dentro  e urn  triplo.  Assim  temos 


(sec  30) 


sec  3 0 tg  3(9—  (30) 


3esee?,>  sec  30  tg  30 


| Como  Provar  a Regra  da  Cadeia 

Lembre-se  de  que  se  y = fix)  e x variar  de  a a a + Ax,  definimos  o incremento  de  y como 

Ay  — f(a  ( Ax)  - f(a) 


De  acordo  com  a definipao  de  derivada,  temos 


lim  =/'(«) 
AX 
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Dessa  forma,  se  denotarmos  por  e a diferenca  entre  o quociente  de  diferencas  e a derivada. 
obteremos 


I 


lime  = ~ f ~f\a)  = 0 


Mas  e = -r^-  ” f'(a)  =>  Ay  = /''(a)  Ax  + e Ax 

Ax 

Se  defmirmos  s — 0 quando  Ax  = 0,  entao  s se  torna  uni  a funcao  contfnua  de  Ax.  Assim. 
para  uma  funyao  difereneiavel  /,  podemos  escrever 

Lit  Ay  = f'(a)  Ax  + r Ax  onde  e 0 quando  At  — 0 

eee  uma  funcao  contfnua  de  Ax.  Essa  propriedade  de  funcoes  diferenciaveis  e que  nos 
possibilita  provar  a Regra  da  Cadeia. 

Prova  da  Regra  ds  Cadeia  Suponha  que  u = t;(x)  e difereneiavel  em  a e y = f(u)  e dife- 
renciavel  em  b = gia).  Se  Ax  for  um  incremento  de  x e Aw  e Ay  forem  os  incrementos 
correspondentes  em  u e y,  entao  poderemos  usar  a Equacao  7 para  escrever 

j 8 ! Aw  — g’{a)  Ax  + e ■,  Ax  ~ \g'(a)  + ej  Ax 

onde  £;—>()  quando  Ax  — > 0.  Da  mesma  forma 

[fj  Ay  --  f '(b)  Aw  + e2  Aw  — [f'ib)  + e2]  Aw 

onde  £i  ■“">  0 quando  Aw  — > 0.  Se  substituirmos  agora  a expressao  para  Aw  da  Equacao  8 
na  Equacao  9,  obteremos 

Ay  = [f'{b)  + e2] [$'(«)  + e3]  Ax- 

logo  j*-  - im  + e2}[c/(a)  + Bl] 

Quando  Ax  • -•->  0,  a Equacao  8 mostra  que  Aw  0.  Assim,  ef  — ■>  0 e e2  — * 0 quando 
Ax  — > 0.  Portanto 

“ = lim  ~~~  = lim  [fib)  + e2][d’(a)  + cj 
ax  &x-*o  Ax  Ax— -o 

= fVj)g'(a)  f'{g{aj)g'(a) 

Isso  prova  a Regra  da  Cadeia. 


Exercicios 


1-6  Escreva  na  fonna  f(g(xj)  a funcao  composta. 
[Identifique  a funcao  de  dentro  u - g(x)  e a de  fora  y - /(«).] 
Entao  encontre  a derivada  dyjdx. 


7-42  Encontre  a derivada  da  funcao. 

7.  Fix)  ™ (x'  + 4x);  8.  F(x)  = (x*5  — x + !)' 


1.  y = sen  4x 
3.  y — (l-x2’ 
6.  v ~ evJr 


2.  y - y 4 4-  3x 
4.  y=  tg(sen.v 
6.  y = sen(e') 


9.  Fix)  = vi  + 2x  + x3 


11.  9(0 


13.  y = cos(w  + x ’) 


10.  f(x)  - (1  + 


12.  f(t)  = q\  + tgt 


14.  v = a3  + cos’x 


?■■■'■'  ' . 
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16.  >•  — 4 sec  5.x 


'•-/V.  /••.  • . - 20.  y — < >>vc  --v 

15.  V = e ■ 

17.  gfix)  - {1  + 4.t)5(3  + .x  - xrf 

18.  hit)  « (f*  - l)  (/  + !)  

19.  v - (2x  - 5)4(8.x2  - 5)" 3 20.  v = fix2  + DV-*2 


21.  y = xe~*' 
23.  y etcos' 


22.  v = e~*  cos  3x 


24.  v = 30 1 


25.  F(i0-  ^ 


26.  Gfiy)  = 


( v2  + 2yf 


Vc  + 1 


29.  y - tg(cos.x) 


32.  y — tg2  (30) 


33.  y “ 0 + cosV)6 


34.  v — .vsen — 
.x 


35.  y = sec2  x + tg2x 


36.  v — e 1 


37.  y = cotg2  (sen  ff) 


38  v = sen(sen(sen  x)) 


v'x  + v-x 


40.  y '-=  V-t  + y.x  + v’x 


41.  y — sen(tg  Vsen  x 


42.  v = 2 31 


43_46  Encontre  uma  equagSo  da  reta  tangente  a curva  no  ponto 
dado.  , _ 


uauu.  , 

43.  y - (l  + 2x)  , (0.  1)  44-  y ~ sen  X 4 sen'x,  (0, 0) 

45  y = sen(sen  x),  (it,  0)  40-  y ~ x e fiU  ^ 'e') 


47.  (a)  Encontre  uma  equa?ao  da  reta  tangente  a curva 

v = 2/(1  + e~x)  no  ponto  (0,  1). 

Si  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e da  tangente 
na  mesma  tela. 

48.  (a)  A curva  y « jx  l/V^l1  6 chamada  curva  ponta  de 

baia.  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a essa  curva 
no  ponto  (1,1). 

||  (b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e da  tangente 

na  mesma  tela. 

49.  (a)  Se  fix)  = y'l  — *V*>  encontre  fix). 

I!  (b)  Verifique  se  sua  resposta  era  (a)  e razoavel  comparando  os 
graficos  de  / e /' . 

50.  A fungao/fix)  = sen(x  + sen  lx),  0 x it.  aparece  em 
modulada  (FM)  aplicagoes  para  a sintetizagao  de  frequence. 

|1  (a)  Use  uma  calculadora  grafica  para  esbocar  urn  grafico  da  /e 

use  esse  grafico  para  dar  urn  esboco.  mesmo  que  grosseiro, 
do  grafico  de  / ’ . 

(b)  Calcule  f(x)  e utilizando  uma  calculadora  grafica  use  a 
expressao  de  /'para  obter  seu  grafico.  Compare  com  o 
obtido  no  item  (a). 


51.  Encontre  todos  os  ponios  sobre  o grafico  da  funcao 

f{x)  = 2 sen  x + sen-x 
nos  quais  a reta  tangente  e horizontal . 

52.  Encontre  as  coordenadas  x de  todos  os  pontos  sobre  a curva 
v - sen  2x  - 2 senx  em  que  a reta  tangente  e horizontal. 

53.  Suponha  que  F(x)  - f(g{x})  e g( 3)  = 6,  g\ 3)  - 4,  / (3)  = 2 e 

/'( 6)  7.  Encontre  F'(3). 


54,  Suponha  que  w = u°  vt  «(())  =~  1 , v(0)  — 2,  u (0)  — 3,  u (2)  4, 

t.'(0)  — 5 e v'{2)  = 6.  Encontre  re '(()). 


55.  E dada  uma  tabela  de  valores  para  f,  g,  f e g' . 


(a)  Se  h(x)  --  f(g(x)),  encontre  h’i\). 

(b)  Se  //fit)  -=  gif(x)),  encontre  H’(  1). 


56.  Sejam  f tg  as  fungoes  do  Exercfcio  55. 

(a)  Se  Fix)  =*  /(/fix)),  encontre  F'(2). 

(b)  Se  G(x)  * gig(x)),  encontre  G'(3). 


57.  Se  f e g forem  as  fungoes  cujos  graficos  estao  mostrados,  seja 
u(x)  'fUi(x  )).  V(x)  - <?(/(.*))  e w(x)  - g{g(x)).  Encontre  cada 
derivada,  se  ela  existir.  Se  nao  existir,  explique  por  que. 

(a)  «'(1)  (b)  p'U)  (c)  w'(l) 


58.  Se  f for  a funcao  cujo  grafico  esta  mostrado.  seja  h(x)  - /(/fix)) 
e g(x)  = /fix2).  Use  o grafico  de/ para  estimar  o valor  de  cada 
uma  das  derivadas. 

(a)  h’{ 2)  (b)  3 '(2) 


Y = ,/ix)  / 


illi 


61.  Suponha  que /seja  diferenciavel  em  !R.  Seja  F(x)  =<*f(e')  e 
G(x)  - e'A  Encontre  as  expressoes  para  (a)  F'(x)  e (b)  G'(x). 


62.  Suponha  que  / seja  diferenciavel  em  I e a,  um  numero  real. 
Seja  F(x)  —f(xa)  e G(x ) = [/( x)]a . Encontre  as  expressoes 
para  (a)  F'(x)  e (b)  G‘(x). 

63.  Suponha  que  L seja  uma  fun^ao  tal  que  L'(x)  = \!x  para  x > 0. 
Determinar  uma  expressao  para  a derivada  de  cada  funyao. 

(a)  f(x)  - L(r)  (b)  g(x)  - L(4x) 

(c)  F(x)  - \L{x)Y  (d)  G( x)  = L(  1 lx) 

64.  Seja  r(x)  - fig(h{x)))  onde  h{  1 ) = 2,  g( 2)  = 3,  h'(\ ) = 4. 
g’(  2)  = 5e /'( 3)  = 6.  Encontre  r'(l). 

65.  O deslocamento  de  uma  particula  sobre  uma  corda  vibrante  e 
dado  pela  equa^ao 

s(i)  = 10  + ^sen(lOirr) 

onde  a'  e medido  em  centimetros  e t em  segundos.  Encontre  a 
velocidade  da  particula  apos  t segundos. 

66.  Se  a equapao  de  movimento  de  uma  particula  for  dada  por 
s — A cos ((ot  + 5),  dizemos  que  a particula  esta  em  um 
movimento  harmonica  simples. 

(a)  Encontre  a velocidade  da  particula  no  instante  t. 

(b)  Quando  a velocidade  e zero? 

67.  A Cefeu  e uma  constelagao  cujo  brilho  e variavel.  A estrela 
mais  visfvel  dessa  constela^ao  e a Delta  Cefeu.  para  a qual  o 
intervalo  de  tempo  entre  os  brilhos  maximos  e de  5,4  dias.  O 
brilho  medio  dessa  estrela  e de  4,0,  com  uma  variayao  de 
±0,35.  Em  vista  desses  dados,  o brilho  de  Delta  Cefeu  no 
instante  /,  onde  t e medido  em  dias,  foi  modelado  pela  funqao 

Bit)  — 4.0  + 035sen(2ir//5,4) 

(a)  Encontre  a taxa  de  variayao  do  brilho  apos  l dias. 

(b)  Encontre,  correta  ate  duas  casas  decimais,  a taxa  de 
crescimento  apos  1 dia. 

68.  No  Exemplo  4 da  Secao  1 .3  chegamos  a um  modelo  para  a duracao 
da  luz  do  dia  (em  horas)  na  Filadelfia  no  r-esimo  dia  do  ano: 

2^77 

Lit)  - 12  + 2,8  sen  ~—{t  - 80) 

Use  esse  modelo  para  comparar  como  o mimero  de  horas  da 
duracao  da  luz  do  dia  esta  crescendo  na  Filadelfia  em  21  de 
mar^o  e 21  de  maio. 
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H 69.  C)  movimento  de  uma  mqa  sujeita  a uma  forca  de  atrito  ou  a uma 
for?a  de  amortecimento  (tal  como  amortecedor  em  um  carro)  e 
frequentemente  modelado  polo  produto  de  uma  fun^ao 
exponencial  e uma  funcgo  seno  ou  cosseno.  Suponha  que  a 
equacao  de  movimento  c{e  um  ponto  sobre  essa  mol  a e 

sit)  ^ 2e~Li!  sen  2irt 

onde  s e medida  em  cenqmetros  e t,  em  segundos.  Encontre  a 
velocidade  apos  t segvmqos  e faca  o grafico  das  funcoes 
posicao  e velocidade  para  0 i 2. 


70.  Sob  certas  circunstancias  um  boato  se  espalha  de  acordo  com  a 
equacao 


onde  p{i)  e a proporcao  da  popuiacao  que  ja  ouviu  o boato  no 
instante  t,eaek  sao  constantes  positivas  [na  Segao  9.5 
veremos  que  esta  e uma  equacao  razoavel  para  pit)}. 

(a)  Encontre  lim,..^  pit). 

(b)  Encontre  a taxa  de  espalhamento  do  boato. 

11  (c)  Fa9a  ° grafico  de  p para  o caso  a = 10.  k = 0,5,  onde  t e 

medido  em  horas.  Use  o grafico  para  estimar  quanto  tempo 
sens  necessario  para  o boato  atingir  80%  da  popuiacao. 

11  71-  O flash  de  uma  camera  estoca  carga  em  um  capacitor  e a 

dispara  instantaneamente  quando  ativado.  Os  dados  a seguir 
descrevem  a carga  remanescente  no  capacitor  (medida  em 
microcoulombs,  p.C)  no  instante  / (medido  em  segundos). 


(a)  Use  uma  calcuiadora  grafica  ou  eomputador  para  encontrar 
um  modelo  exponencial  para  a carga  (veja  a Segao  3 .5). 

(b)  A derivada  Q'(t)  representa  a corrente  eletrica  (medida  em 
microamperes,  /xA  ) que  flui  do  capacitor  para  a lampada 
do  flash.  Use  a parte  (a)  para  estimar  a corrente  quando 

t 0,04  s.  Compare  com  o resultado  do  Exemplo  2 na 
Sepao  2.1. 

f§  72.  A tabela  fomece  a popuiacao  dos  Estados  Unidos  de  1790  a 1 860. 


Ann  | Popuiacao  , 

Ano 

l"1  Op  t.l  1 <.1C<M.? 

i 790  | 3.929.000  j 

1830 

i 2.861 .000 

1810  | 7.240.000 

750 

23.192.000 

\ ><a=)  \ o g ono  j 

i860 

31.443.000 

(a)  Use  uma  calcuiadora  grafica  ou  eomputador  para  ajustar  um; 
funqao  exponencial  aos  dados.  Faca  um  grafico  dos  pontot 
dados  e do  modelo  exponencial.  Qual  a qualidade  do  ajuste? 

(b)  Estime  as  taxas  de  crescimento  populacional  em  1 800  e 
1 850  fazendo  a media  de  inclinapoes  de  retas  secantes. 

(c)  Use  o modelo  exponencial  da  parte  (a)  para  estimar  as 
taxas  de  crescimento  em  1800  e 1850.  Compare  essas 
estimativas  com  as  da  parte  (b). 
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lllllte  (d)  Use  o modeio  exponential  para  predizer  a populacao  em 
1870.  Compare  com  a populacao  real  dc  38.558.(K)0.  Voce 
pode  explicar  a discrepancia? 

: Sit  73.  Os  CAS  tern  comandos  que  diferenciam  as  fungbes.  mas  a forma  da 
resposta  pode  nao  ser  conveniente  e,  portanto.  os  comandos 
posteriores  podem  ser  necessaries  para  simplificar  a resposta. 

(a)  Use  um  CAS  para  encontrar  a derivada  do  Exemplo  5 e 
compare  com  a resposta  dele.  Entao  use  o comando 
simplificar  e compare  novamente. 

(b)  Use  um  CAS  para  diferenciar  a fungiiio  do  Exemplo  6.  O 
que  acontecera  se  voce  usar  o comando  simplificar?  O que 
acontecera  se  voce  usar  o comando  fatorar?  Qual  a forma 
da  resposta  para  rnelhor  localizar  as  tangentes  horizontals? 

74.  (a)  Use  um  CAS  para  diferenciar  a funpao 


/(a)  ~ -y  x<  + x + j 

e para  simplificar  o resultado. 

(b)  Onde  o grafico  de / tern  tangentes  horizontals? 

(c)  Eaca  na  mesma  tela  os  graficos  de/ e/' . Os  graficos  sao 
consistentes  com  sua  resposta  da  parte  (b)? 

75.  Use  a Regra  da  Cadeia  para  provar  o que  se  segue. 

(a)  A derivada  de  uma  funpao  par  e uma  funpao  fmpar. 

(b)  A derivada  de  uma  funpao  fmpar  e uma  funpao  par. 

76.  Use  a Regra  da  Cadeia  e a Regra  do  Produlo  para  dar  uma 
prova  altemativa  da  Regra  do  Quociente. 

[Sugestao:  Descreva  f{x)/g{x)  = f(x)[g{x)}  "1] 

77.  (a)  Se  n for  um  inteiro  positivo,  prove  que 

d . n , 

(sen  x cos  nx)  — n sen"  '1.*  cos (n  + 1 ).v 


(b)  Encontre  uma  formula  para  a derivada  de 
v = cos'vv  cos  nx 
tine  seja  similar  aquela  da  parte  (a). 

78.  Suponha  que  v ~ fix)  seja  uma  ctirva  que  esta  sempre  acima  do 
eixo.x  e nao  tenha  uma  tangente  horizontal,  sendo  f diferenciavel 
em  uxla  a parte.  Para  quais  vaiores  de  y a taxa  de  variacao  de 
/ em  rclacao  a x e 80  vezes  a taxa  de  vmiaeao  de  y em  relacao  a A? 

79.  Use  a Regra  da  Cadeia  para  mostrar  que.  se  0 for  medido 
em  gratis,  entao 

(Isso  da  uma  razao  para  a convenpao  de  que  a medida  em 
radianos  e sempre  usada  quantio  tratamos  no  calculo  com 
as  funpoes  trigonometricas:  as  formulas  de  diferenciacao 
nao  sao  simples  se  usamos  a medida  em  gratis.) 

80.  (a)  Escreva  J x j — y x 2 e use  a Regra  da  Cadeia  para  mostrar  que 


(b)  Se  fix)  = jsenx  j,  encontre  /'(a)  e esboce  os  graficos 
de/e/' . Onde  / nao  e diferenciavel? 

(c)  Se  g(x)  — sen  j x [ , encontre  g'ix)  e esboce  os  graficos  de  g 
e g' . Onde  g nao  e diferenciavel? 

81.  Suponha  que  Peg  sejarn  polinomios  e n seja  um  numero 
inteiro  positivo.  Use  o prinefpio  de  indugao  matematica 
para  prover  que  a n-esima  deri  vada  da  funpao  rational 
fix)  — P{x)!Q(x)  pode  ser  escrita  como  uma  funpao 
rational  com  denominador  [(?(v)],;*h  Em  outras  palavras, 
existe  um  polinomio  A„  ta]  que/!%fj  = A,1(x)/[g(.x}]'!*1. 


Diferenciacao  Implicita 


As  funpoes  encontradas  ate  agora  podem  ser  descritas  expressando-se  uma  variavel 
explicitamente  em  termos  de  outra;  por  exemplo. 

v — y'r  + 1 ou  y — x sen  x 

ou,  em  geral , y = fix),  Algumas  funpoes,  entretanto,  sao  definidas  implicitamente  por  uma 
relapao  entre  a-  e y,  tal  como 


a2  + y2  = 25 


Lm  alguns  casos  e possivel  resolver  uma  equapao  para  y como  uma  funpao  explfcita  (ou 
varias  funpoes)  de  a.  Por  exemplo,  se  resol  vermos  a Equacao  1 para  y,  obteremos 
y — — y25  — x*,  logo,  duas  funpoes  determinadas  pela  Equapao  implicita  1 sao 
./  U)  — v 25  — x “ e g(x)  — — y 25  — j4.  Os  graficos  de  f e g sao  os  semicfrculos  superior 
e inferior  do  cfrculo  a2  + y2  = 25  (veja  a Figura  1). 
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v A y * V | 


(a)  jr  + y:  = 25  (b)  fix)  = V'25  - x-  (c)  g(x)  - -V25  ~x! 


Nao  e facil  resolver  a Equaeao  2 para  v explicitamente  como  uma  funclo  de  x a mao. 
(Para  o sistema  algebrico  computacional  nao  ha  problema,  mas  as  expresses  obtidas  sao 
muito  eomplieadas.)  Nao  obstante,  (2)  e a equaeao  da  curva  ehamada  folio  de  Descartes, 
mostrada  na  Figura  2,  e implicitamente  define  y como  varias  fungSes  dear.  Os  graficos  de 
ties  dessas  funcoes  estao  representados  na  Figura  3.  Quando  dizemos  qu e/e  uma  funcao 
definida  implicitamente  pela  Equaeao  2,  isso  significa  que  a equaeao 

*3  + lf(x)T  = bxf(x) 
e verdadeira  para  todos  os  valores  de  x no  domfnio  de  f. 


y y a y a 


FiGURA  3 

Graficos  de  tres  funcoes  definidas  pelo  folio  de  Descartes 

Felizmente  nao  precisamos  resolver  uma  equaeao  para  v em  termos  de  x para  de  encon- 
trar  a derivada  de  y.  Em  vez  disso,  podemos  usar  o metodo  da  diferenciacao  impiicita, 
que  consiste  em  diferenciar  ambos  os  lados  da  equaeao  em  relacao  axe  entao  resolver  a 
equaeao  resultante  para  y’ . Nos  exemplos  e exercicios  desta  segao  presuma  sempre  que 
a equaeao  dada  determine  y implicitamente  como  uma  funcao  diferenciavel  de  x de  forma 
que  o metodo  da  diferenciacao  impiicita  possa  ser  aplicado. 


EXEMPLO  1 :: 

dy 

(a)  Se  x2  + y 2 — 25,  encontre 

ax 

(b)  Encontre  uma  equaeao  tangente  ao  cfrculo  x3  + v2  — 25  no  ponto  (3,4). 
SOLUgAO  1 

(a)  Diferencie  ambos  os  lados  da  equaeao  x:  + >3  = 25: 


d , 0 „ 

— \x'  + yd 

ax 


d 

dx 


(x2)  + 


d 

dx 


(v2)  = 0 


• " Z2B  jSj  CAiCUtO 
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•-unbraiKio  que  y e uma  funcao  de  x e usando  a Regra  da  Cadeia,  temos 


Assim, 


d . , d „ dv  dy 

7k(r)^7h(r)tr2yt 


2x  4-  2v  -f-  = 0 
ax 


Afcora,  Vdmos  resolver  essa  equacao  para  dy/dx: 

dy  _ x 
dx  y 

b)  N()  ponto  (3, 4)  temos x = 3 ey  = 4;  logo: 


^ cquagao  da  reta  tangente  ao  crreulo  em  (3, 4)  6,  portanto: 

y ~ 4 = ~f(x  — 3)  ou  3x  4-  4>’  ~ 25 

S0LU5A0  2 

sobre^eS°^Vent*°  U etluaSao  x2  + y2  — 25,  obtemos  y ~ ±y25  — x2.  O ponto  (3, 4)  esta 
fix)  ° Se~~^rCU~  suPenor  y — y25  — x2,  e assim  vamos  considerar  a fungao 
v25  — *2  Diferenciando  / usando  a Regra  da  Cadeia,  temos 

fix)  - |(25  - x2r1/2- f (25  - x2) 

~~  dx 

- |(25  - x2)“1/2(— 2x) 


V25  - x3 


V25  ~ 32  4 

’ C°m°  na  ^oiugao  1 , uma  equagao  da  reta  tangente  e 3x  + 4 y — 25. 

ex  ^ ® Exemplo  1 i lustra  que,  mesmo  quando  e possfvel  resolver  uma  equagao 

nenlc  P^ra  y em  termos  de  x,  pode  ser  facil  usar  a diferenciagao  imphcita. 

relo  ^ ^ expressao  dy/dx  — — x/y  da  a derivada  em  termos  de  x e >\  Isso  esta  cor- 

pendentemente  de  qual  funcao  v ficara  determinada  pela  equacao  dada.  Por  exern- 

plo,  para  y = f(  Y\ M 

j\x)  — y 25  — .r  temos 


v/25  ~ x3 


nquanto  para  v = g(x)  — ~y25  — x2  temos 


v/25  — x2 
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FIGURA  5 


CAPjTULO  3 REGRAS 


(a)  Encontre  v'  se  x3  + y3  = 6xy. 

(b)  Encontre  a reta  tangente  ao  folio  de  Descartes  x;  + y5  = 6xy  no  ponto  (3,  3). 

(c)  Quais  pontos  sobre  a curva  a reta  tangente  sao  horizontal  ou  verticals? 


SOLUgAO 

(a)  Diferenciando  ambos  os  lados  de  x3  + y3  = 6 xy  em  relagao  a x,  considerando  y como 
uni  a fungao  de  x e usando  a Regra  da  Cadeia  no  termo  y3  e a Regra  do  Produto  no  termo 
6xv,  obtemos 


3x2  + 3y2y'  = 6y  + 6xy’ 
ou  X2  + y2y'  = 2y  + 2 xy' 

Agora  vamos  resolver  para  y':  y2y'  ~ 2 xy'  — 2 y - x2 

(y2  - 2x)y'  = 2y  - x2 
, 2y  — x2 


(b)  Quando  x — y — 3, 


, _ 2 ♦ 3 — 32  _ __ 
y ~ 32  - 2 • 3 “ 1 

e uina  olhada  na  Figura  4 confinna  que  este  e um  valor  razoavel  para  a inclinagao  em 
(3,  3).  Logo,  uma  equagao  da  tangente  ao  folio  de  (3,  3)  e 

y — 3 = — l(x  — 3)  on  x + y — 6 


(c)  A reta  tangente  e horizontal  se  y'  = 0.  Usando  a expressao  de  v'  da  parte  (a)  vemos 
que  y'  = 0 quando  2y  — x2  = 0.  Substituindo  y — |x2  na  equagao  da  curva,  obtemos 

x3  + (|x2)3  = 6x(|x2) 

que  se  simplifica  para  x6  = 16x3.  Portanto,  tanto  x = 0 como  x3  = 16.  Se  x = 16i,:’  = 24/3, 
entao  y — |(2S/3)  = 25A\  Assim,  a tangente  e horizontal  em  (0, 0}  e em  (24y3,  25/3),  que  e 
aproximadamente  (2,5198;  3,1748).  Olhando  a Figura  5 vemos  que  nossa  resposta  e 
razoavel. 

NOTA  3 □ Ha  uma  formula  para  as  tres  raizes  de  uma  equagao  cubica  que  e 
semelhante  a formula  quadratica,  mas  muito  mais  eomplicada.  Se  usarmos  essa  formula 
(ou  um  CAS)  para  resolver  a equagao  x3  + y3  = 6xv  para  y em  termos  de  x,  vamos  obter 
as  tres  fungoes  determinadas  pela  equagao: 


y — f{x)  = xj  |x2 


VI 


Sx1  + </- 


l 3 

•*x 


V|x6 


8x  ■' 


e 


provou  em  1824  que  nao  exists  uma 
formula  gera!  dada  para  as  raizes  de 
uma  equagao  de  quinto  grau  em 
termos  de  radicals.  Mais  tarde  o 
matematico  trances  Evariste  Galois 
provou  que  e impossivei  encontrar 
uma  formula  gerai  para  as  raizes  de 
uma  equagao  de  n~e simo  grau  (em 
termos  de  operagoes  algebricas  sobre 
os  coeficientesi  se  n for  qualquer 
inteiro  maior  que  4. 


y ~ ; [“/(-v)  £ V 3 ( \ 2-V  + vi-V'  <S.V  •'  \ —4. — v i .vf>  — 8.v ")] 

(Essas  sao  as  tres  fun coes  cujos  graficos  estao  na  Figura  3.)  Voce  pode  ver  que  o metodo 
da  diferenciacao  implicita  poupa  uma  enorme  quantidade  de  trabalho  em  casos  como  este. 
Alem  disso,  a diferenciacao  implicita  funciona  fao  facilmente  para  as  equacoes  como 

v"  4-  3jk :*y2  A 5xA  — 12 

para  os  quais  e impossivei  encontrar  uma  expressao  similar  para  y em  termos  de  x. 
EXEMPLO  3 ’ Encontrey'  sesenf.v  A y)  = y2  cos  x. 

SOLUQAO  Diferenciando  i mplici lament e em  relacao  a x e lembrando  que  y e uma  funcao 
em  x,  obtemos 

cos(.v  A y)  • (1  + y')  = 2yy'  cos  x A y2(  — sen.r) 

(Note  que  usamos  a Regra  da  Cadeia  no  lado  esquerdo  e as  Regras  da  Cadeia  e do  Pro* 
duto  no  lado  direito.)  Juntando  os  termos  que  envolvem  y’  obtemos 

cos  (.v  + y)  A y2  sen  x — (2ycos  x)y'  — cos  (a:  A y)  * y' 

_ , y2  sen  x A cos(x  A v) 

Portanto  yf  - — - — 

2ycos  x — cos  l x + v) 


A Figura  6,  feita  com  o comando  implicit-plott  de  urn  CAS.  mostra  parte  da  curva 
sen (.r  A y)  — y2  cos  x.  Como  uma  verificayao  de  nossos  ealculos.  observe  que  y ' — - 1 
quando  x ~ y — 0,  e no  graft co  temos  a impressao  de  que  a inclinacao  e de 
aproximadamente  —1  na  origem. 


FIGURA  6 
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fejl  Trajetorias  Ortogonais 

Duas  curvas  sao  chamadas  ortogonais  se  em  cada  ponto  de  intersegao  suas  tangentes  sao 
perpendiculares.  No  proximo  exemplo  vamos  usar  a diferenciacao  implicita  para  mostrar 
que  duas  famflias  de  curvas  sao  trajetorias  ortogonais  uma  da  outra;  isto  e,  cada  cun  a 
em  uma  famflia  e ortogonal  a todas  as  curvas  da  outra  famflia.  As  famflias  ortogonais 
surgem  em  varias  areas  da  ffsica.  Por  exemplo,  as  linhas  de  forga  em  um  campo  ele- 
trostatico  sao  ortogonais  as  linhas  de  potencial  constante.  Em  termodinamica,  as  isotermi- 
cas  (curvas  de  mesma  temperatura)  sao  ortogonais  as  linhas  de  lluxo  de  calor.  As  linhas 
aerodinamicas  (curvas  de  direcao  do  fluxo  de  ar)  sao  trajetorias  ortogonais  as  curvas  t 
velocidade-equipotenciais.  s 

\ 

EXEMPtO  4 a A equacao  l 


representa  uma  famflia  de  hiperboles.  (Os  valores  distintos  da  constante  c dao  origem  a 
diferentes  hiperboles.  Veja  a Figura  7.)  A equacao 


representa  outra  famflia  de  hiperboles  com  assintotas  y = ±x.  Mostre  que  toda  curva  da 
famflia  (3)  e ortogonal  a toda  curva  na  famflia  (4);  as  famflias  sao  trajetorias  ortogonais 
uma  da  outra. 


FIGURA  7 
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O Esse  mesmo  metodo  pode  ser 
utilizado  para  obter  a formula  da 
derivada  de  qualquer  fungao  inversa. 
Veja  o Exerdcio  67. 


;;;;  A Figura  8 mostra  o grafico  de 
fix)  — tg"\x  e su8  derivada 
fix)  =1/(1  + x2).  Note  que  / e 
crescente  e /'(a)  e sempre  positiva.  O 
fate  de  que  tg  ’jc  t.n/2  quando 
x — * ±-oc  esta  refietido  em  que 
fix)  — > 0 quando  x ±*. 
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CAPITULO  3 


SOLUCAO  Diferenciando  implicitamente  a Equacao  3 obtemos 

...  . t/V  V 

: fe  ; X — + Y — 0 logo  = — 

dx  " dx  x 

Diferenciando  implicitamente  a Equacao  4 obtemos 

dx  civ  r 

S 6]  2x  - 2y  -f-  = 0 logo  i 

' r/.x-  fc  dx  y 

De  (5)  e (6)  vemos  que  em  qualquer  ponto  de  intersecao  das  curvas  em  cada  fa  puli  a.  as 
inclinacoes  das  tangentes  sao  os  reeiprocos  negativos  uma  da  outra.  Portanto  as  curvas 
se  interceptam  em  angulos  retos. 

! . ,i  Derivadas  das  Fun  goes  Trigonometricas  Inversas 

As  f lingoes  inversas  trigonometricas  foram  revisadas  na  Secao  1.6.  Discutimos  suas  cor 
tinuidades  na  Secao  2.5  e suas  assi'ntotas  na  Secao  2.6.  Aqui  a diferenciacao  implicit  a sei 
usada  para  determinar  as  derivadas  das  fungoes  trigonometricas  inversas,  supondo  qu 
essas  fungoes  sejam  diferenciaveis  [de  fato,  qualquer  que  seja  a funcao  f diferenciavel 
um  a um,  pode  ser  provado  que  sua  fungao  inversa,/1,  e tambem  diferenciavel.  excet 
onde  suas  tangentes  sao  verticals.  Isso  e plausivel,  pois  o grafico  de  uma  fungao  diferet 
ciavel  nao  possui  bicos  ou  dobras  e se  o refletimos  em  torno  de  y — x,  o grafico  de  sc 
fungao  inversa  tambem  nao  tera  bicos  ou  dobras ]. 

Lembre-se  de  que  a fungao  inversa  da  fungao  seno  foi  dada  por: 

. 7 T TT 

y — sen  x sjgnifica  sen  y = x e — — - ■ y ^ — 

Diferenciando  sen  y — x implicitamente  em  relacao  a x obtemos 

dv  dv  1 


Agora  cosy  > 0,  uma  vez  que  — tt/2  =£  y ^ tt/2,  logo: 

cos  y = y 1 — sen  2y  ~ y I — x2 


Portanto 


v 1 - x2 


(sen  5 A') 


A formula  para  a derivada  da  fungao  arco  tangente  e deduzida  de  maneira  similar.  Se 
v = tg  ’.r,  entao  tg  y = a.  Diferenciando  essa  ultima  equagao  implicitamente  em  reiagao 
a x temos 


1 + tg'V 


(tg " ^r) 


FIGURA  8 
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SOLUgAO 


Diferencie  (a)  v — — e fb)  / ( x)  — r arete  Jx. 

sen  ‘x 


<iv  d , , „ d 

-f-  = (sen  Jx)  — — (sen  be)-* — (sen'.t) 

dx  dx  dx 


r:  Lembre-se  de  que  arctg  x e uma  (b) 

notapao  tambem  utilizada  para  tg'"'.x. 


(sen  !x)2y  I — x2 

f'{x)  = x — arete  -Jx 

ujv.rf  ‘ 

= + arcts  -Jx 

2(1  + *) 


As  formulas  para  as  derivadas  de 
cossec_!  x e sec1  x dependem  das 
definipoes  que  foram  usadas  para 
essas  fungoes  (veja  o Exercicio  54). 


As  fungoes  trigonometricas  inversas  que  oeorrem  com  mais  frequencia  sao  aquelas  que 
acabamos  de  discutir.  As  derivadas  das  quatro  fungoes  remaneseentes  estao  dadas  na 
tabela  a seguir.  As  provas  das  formulas  beam  eomo  exercicio. 


d , ...,  , 1 

— (sen  x)  = —j==== 
dx  v 1 ~ x* 


(cos  "‘a)  — 


Vl  ' X2 


— (cossec"’x)  — — — 

dx  xJx2  — 1 


A (sec-x)  - 


( tg“‘  x) 


1 + x2 


(cOtg’x)  2=  — - 

dx  1 + ,r 


Exercicios 


(a)  Encontre  v'  diferenciando  implicitamente. 

(b)  Resolva  a equapao  e.xplicitamente  para  y e diferencie  para  obter 
y'  em  tennos  de  x. 

(c)  Verifique  se  suas  solupoes  para  as  partes  (a)  e (b)  sao  consistentes 
substituindo  a expressao  para  y em  sua  solucao  para  a parte  (a). 

1.  xy  + 2x  + 3x2  — 4 2.  4x2  4-  9y2  = 36 


3.  i + i_, 

X V 


4.  y x + Jy  “ 4 


5-20  C Encontre  dy/dx  diferenciando  implicitamente. 

5.  x2  + v2  = 1 6.  x2  - y2  = 1 

1.  x3  + x2y  + 4y2  — 6 8,  x2  - 2xv  + y}  — c 

9.  x2y  + xv2  = 3x  10.  v5  + x2v3  “ 1 + ve 3 


11.  x2)-2  + x sen  y — 4 
13.  4 cos  x seny  = 1 


17.  y (xy  — 1 + xzy 
19.  xy  - cotg(xy) 


12.  1 + x = sen(xy2  j 
1 4.  y sen  (x2 ) = x sen  (y 2 ) 
16-  Jx  + y~-  1 + x2>’2 

18.  tgp- y)=— X_ 


18.  tg(jr-y)=-X7 

1 + X" 

20.  sen  x + cos  v — sen  x cos  y 


21.  Se  1 + /{x)  + x2  [/(*)]“  0 e/(l) — 2,  ache /'(l). 

22.  Se  g(x)  + x sen  g(x)  — x2  e g(  1 ) — 0,  ache  g’{  1 ). 

23-24  Considere  y como  a variavel  independente  e x como  a variavel 
dependente  e use  a diferenciacao  impifeita  para  encontrar  dx/dy. 

23.  y4  ■+  x2y2  + yx4  = y + 1 24.  (x2  + y2)2  = ax2y 


James  Stewart 


25-30  Use  a derivacao  implfcita  para  achar  uma  equacao  da  rein 
tangente  a curva  no  ponto  dado. 


25.  x2  + xy  + v2  = 3, 


(1, 1)  (elipse) 


28.  x2  + 2 xy  - y~  + x ~ 2,  (1,2)  (hiperbole) 

27.  x2  + y2  = (lx2  + 2y-  - x)’  28.  x2/3  + y2/ 3 = 4 

(0,{)  (cardioide)  . (-3^/3, 0 

(astrdide) 


V \ 

j 

/; 

l 

\ 

/ 

X 

/ 

29.  2(x2  + y2)2  ~ 25 (x 2 — v2)  30,  y2  (y2~  4)  — x2(x2  - 5), 


(3,1) 

(lemniscata) 


(0,-2) 

(curva  do  diabo) 
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(c)  Encontre  as  coordenadas  x exatas-  nos  pontos  da  parte  (a). 

(d)  Crie  curvas  mais  extravagantes  ainda  modificando  a equayat 
da  parte  (a). 

34.  (a)  A curva  com  a equacao 

2yJ  + y2  - y"  = x*  - 2xi  4-  x2 


tem  side  comparacla  corn  um  vagao  sacolejante.  Use  uni  CA, 
para  fazer  essa  curva  e descubra  o porque  desse  nome. 

(b)  'Em  quantos  pontos  essa  curva  tem  retas  tangentes  horizon- 
tals? Encontre  as  coordenadas  de  x desses  pontos. 

35.  Encontre  os  pontos  sobre  a lemniscata  do  Exercfcio  29  onde  a 
tangente  e horizontal. 

36.  Mostre,  fazendo  a diferenciaqao  implfcita,  que  a tangente  a elips 


x 
a 1 


1 


no  ponto  (xo , yo ) e 


XpX 

a~ 


yay 

b2 


= 1 


37.  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a hiperbole 


L 


31.  (a)  A curva  com  equacao  Y — 5x*  ~ x2  e chamada 

kampyle  de  Eudoxus.  Encontre  uma  equa9ao  da  reta 
tangente  para  essa  curva  no  ponto  (1,2). 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  da  curva  e a reta 
tangente  sobre  uma  tela  em  comum.  (Se  seu  recurso 
grafico  puder  fazer  o grafico  de  curvas  definidas 
implicitamente,  entao  use  essa  capacidade.  Se  nao. 
voce  podera  ainda  fazer  o grafico  dessa  curva 
separando  sua  metade  superior  da  inferior.) 

32.  (a)  A curva  com  equaqao  y2  = x'  + 3x’  e denominada 

cubica  de  Tschirnhausen.  Encontre  uma  equacao  da 
reta  tangente  a essa  curva  no  ponto  (1 , -2). 

(b)  Em  que  pontos  essa  curva  tem  uma  tangente  horizontal? 

(c)  Ilustre  as  partes  (a)  e (b)  fazendo  o grafico  da  curva  e 
as  retas  tangentes  sobre  uma  tela  em  comum. 

33.  Formas  extravagantes  podem  ser  criadas  usando-se  a 
capacidade  implfcita  de  desenhar  de  um  CAS. 

(a)  Fa9a  o grafico  da  curva  com  equapao 

y(y2  " l)(y  - 2)  = x(x  - l)(x  - 2) 

Em  quantos  pontos  essa  curva  tem  tangentes  horizontals? 
Estime  as  coordenadas  x desses  pontos. 

(b)  Encontre  as  equacoes  das  retas  tangentes  nos  pontos 
(0.  1)  e (0,2). 


no  ponto  (xo.yo)- 

38.  Mostre  que  a soma  dos  interceptos  x e y de  qualquer  reta  tan- 
gente a curva  y x + Vy  = yc  e igual  a c. 

39.  Mostre,  usando  a diferencia9§o  implfcita,  que  qualquer  reta  tangent 
em  um  ponto  P a um  cfrculo  com  centro  O e perpendicular  ac 
raio  OP. 

40.  A Regra  da  Potencia  pode  ser  provada  usando-se  a diferencia9a 
implfcita  para  o caso  onde  n 6 um  numero  racional,  n = p/q, 
y ~ f(x)  — x"  e assumida  de  antemao  como  uma  fun9ao  diferen 
ciavel.  Sey  — xp/q.  entao  yq  ~ xv . Use  a diferencia9ao  implfcita 
para  mostrar  que 

v'  = ^x^-' 

q 


Encontre  a derivada  da  funcao.  Simplifique  onde  possfve 


41.  y ~ tg  1 yfx 

42.  y = y\glX 

43.  y = sen'1  (2x  + 1) 

44.  hix)  — yf\  ~ x2  arcsen  . 

45.  H{x)  = (1  +.r)  arctgx 

46.  y = tg_i  (x  - Vl  + x2) 

47,  h(i)  = cotg  !(/)  + cotg  ’(1/t) 

48.  y — x cos  "lx  — yl  — -*2 

49,  y—  cos"‘(e2‘  j 

50.  y — arctg(cos  0) 

j§§j  51-52  -7J  Encontre  f(x).  Verifique  se  sua  resposta  e razoavel 
comparando  os  graficos  de  / e 

51.  fix)  ~ ex  - x2  arctg  x 

52.  fix)  ~ x arcsen (1  ~ x2) 

C'ALCULQ  Editors  Thomson 

f||§l  53.  Prove  a formula  para  (d/d r)  (cos  '.t)  peio  mesmo  metodo  como 
para  (d/dx)( sen'x). 

54.  (a)  Um;i  maneira  de  definir  see  v e dizer  que 

v = sec'  ~lx  <-■'■■■:>  sec  y — x e 0 =£  y < it/ 2 ou 

it  v < 3~/2.  Mostre  que.  se  essa  definigao  for  adotada. 


entao 


d . 

— (sec  ’x) 
dx 


1 

Xs/x2  - 1 


(b)  Outra  maneira  de  definir  see  !x  e dizer  que 

v = sec  " “x  <~ > sec  v — x e 0 *£  y -S  t t.  y # 0.  Mostre 
que.  se  essa  defmicao  for  adotada.  entao 

d 1 

dx  1 j x | \/  x ~ 1 

55-56  I”  Mostre  que  as  curves  dadas  sao  ortogonais. 

55.  2x“  + y3  — 3.  x ~ v" 

56,  x2  - v2  - 5,  4x2  + 9y*  = 72 


57.  As  curves  de  nfvel  de  uma  regiao  montanhosa  sao  aquelas  que 
ligam  os  pontos  com  a mesma  elevagao.  Uma  bola  caindo  de 
uma  montanha  segue  a curva  de  descida  mais  inclinada. 
ortogonal  as  curvas  de  nfvel.  Dado  o mapa  de  nfvel  de  uma 
montanha,  eshoce  os  caminhos  de  boles  que  comegam  nas 
posigoes  ,3  e B. 


A 


58.  O homem  do  tempts  da  TV  muitas  vezcs  apresenta  mapas  mostrando 
(rentes  de  pressao.  Esses  mapas  exibem  as  curvas  isobdricas  ao 
longo  das  quais  a pressao  do  ar  e constante.  Considere  a famflia 
isobarica  mostrada  na  figura. 


fcsboce  os  varies  membros  oa  lam  ilia  de  trajetdrias  ortoeooais  dos 
isobaros.  Dado  o fato  de  que  o vento  sopra  da  regiao  de  aka  pressao 
para  a de  baixa,  o que  a famflia  de  ortogonais  represent  a? 

SriM?2  : Mostre  que  as  famflias  de  curvas  dadas  sao  trajetdrias 

ortogonais  uma  da  outra.  Esboce  ambas  as  famflias  de  curvas  sobre 

o mesmo  eixo. 

59.  x*  + y2  = r2,  ax  + by  = () 

60.  x~  + y*  = ax,  x2  + y2  — by 

61.  v ex',  x2  + 2y2  -■■■  k 

62.  v — ax\  x2  + 3y2  — b 

63.  A equacao  ,r  ~ xy  + y — 3 represents  uma  “elipse  girada",  isto  e, 
uma  elipse  citjos  eixos  nao  sao  paraielos  aos  eixos  coordenados. 
Encontre  os  pontos  nos  quais  essa  elipse  cruza  o eixo  x e 
mostre  que  as  retas  tangentes  nesses  pontos  sao  paralelas. 


64.  (a)  Onde  a reta  normal  a elipse  .V  — xy  + v2  = 3 no  ponto 

( — 1.1)  intercepts  a elipse  uma  segunda  vez? 

(b)  1 lustre  a parte  (a)  tazendo  o graft  co  da  elipse  e a reta  normal. 

65.  Encontre  todos  os  pontos  sobre  a curva  .r  f + xy  ~ 2 onde  a 
inclinagao  da  reta  tangente  e - 1 . 

66.  Encontre  as  equacoes  de  ambas  as  retas  tangentes  a elipse 
x2  + 4v:  = 36  que  passa  peio  ponto  (12,  3). 

67.  (a)  S upon  ha  que  f seja  uma  fitncao  um  a um,  dfferenciavel.  e 

que  sua  fungao  in  versa  f ’’  seja  lambent  diferenciavel.  Use 
a diterenciagao  implfcita  para  mostrar  que 


(rvix) 


i 

nrix)) 


contanto  que  o denominador  nao  seja  0, 

(b)  Se  /( 4)  = 5e  /'( 4)  — j,  encontre  (/  :)'(5). 


68.  (a)  Mostre  que  fix)  — 2x  + cos  x e um  a um. 

(b)  Qual  o valor  de  / f 1 )? 

(c)  Use  a formula  do  Exercfcio  67(a)  para  determinar  (/  ')'( I ). 

69.  A figura  mostra  uma  lampada  localizada  tres  unidades  a direita 
do  eixo  v e uma  sombra  originada  pela  regiao  elfptica 

X'  4 4y"  x 5.  Se  o ponto  (—5. 0)  estiver  na  borda  da  sombra, 
qual  o afastamento  da  lampada  acima  do  eixox? 


3 
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Deri va da s S up e no r e s 


Se  ft  or  uma  funcao  diferenciavel,  etitao  sua  derivada  /'e  tambem  uma  funcao,  logo  / 
poderia  ter  sua  propria  derivada,  denotada  por  (/' )'  = /"  . Essa  nova  funcao/"  e chamad 
derivada  segunda  d e/,  pois  e a derivada  da  derivada  de / Usando  a notacao  de  Leibnri 
escrevemos  a derivada  segunda  de  y — /(a)  como 


</\  \ dx 


Outra  notacao  e/"(x)  = D2f(x). 


EX  EM  P LO  1 □ Se/(x)  - a cos  a,  encontre  e interprete  f"  (x). 
SOLUQAO  Usando  a Regra  do  Produto.  temos 

/ , d , . d 

f (x)  — x — (cos  X)  + COS  JC  — U\) 
dx  dx 


/ )K-'  /:. 

T 7TVT' 

V / \ V / 


FIGURA  1 

Os  graficos  de  fix)  = x cos  j e suas 
derivadas  primeira  e segunda 


— — jc  sen  x -r  cos  x 
Para  achar/"(x)  diferenciamos  f (a): 

f”(x)  - — ( a sen  x + cos  a) 
dx 

d d , , t d , v 

= a — (sen  a)  + sen  a — (~a)  + — (cos  x) 
dx  • dx  ax 

— — x cos  a “ sen  x — sen  a 

— —a  cos  x — 2 sen  x 

Os  graficos  de/,/  e/"e stao  mostrados  na  Figura  1. 

Podemos  interpretar  /"(a)  como  a melinayao  da  curva  y ^ fix)  no  ponto  (a,/ (a)).  Em 
outras  palavras,  e a taxa  de  variacao  da  inclina^ao  da  curva  original  y —/(a). 

Da  Figura  1 , pode-se  notar  que  /"  (a)  « 0 sempre  que  y =f'(x)  tern  uma  tangente 
horizontal.  Tambem,/"  (a)  e positiva  quando  y - f (a)  tern  inclina^ao  positiva,  e negativa 
quando  y =f  (a)  tern  indinacao  negativa.  Logo,  os  graficos  servem  como  uma  verificagao 
sobre  nossos  calculos. 

Em  geral,  podemos  interpretar  uma  derivada  segunda  como  uma  taxa  de  variacao  t 
taxa  de  variacao.  O exemplo  mais  conhecido  disso  e a aceleragao,  que  definimos  a segu 

Se  s ^ s(t)  e a funyao  posicao  de  urn  objeto  que  se  move  ao  longo  de  uma  linha  ret 
sabemos  que  sua  primeira  derivada  representa  a velocidade  v(t)  do  objeto  como  un 
funcao  do  tempo: 

ds 

v{t)  = s it)  = — 
dt 

A taxa  de  variacao  instantanea  da  velocidade  em  relacao  ao  tempo  e denominada  ace! 
racao  a(t)  do  objeto.  Assim,  a funcao  acelerafao  e a derivada  da  funcao  velocidade  e 
portanto,  a derivada  segunda  da  funcao  posicao: 


Oil,  na  notagao  de  Leibniz, 


EXEMPLG  2 A posigao  da  particuia  e dada  pela  equagao 

s — f(t)  — t — 6 L + 9 1 
onde  t e medido  em  segundos  e s,  em  metros. 

(a)  Encontre  a aceleragao  no  instante  t.  Qua!  e a aceleragao  depois  de  4 s? 

(b)  Fag  a o graft  co  da  fungao  posigao.  velocidade  e aceleragao  para  0 / *=  5. 

(c)  Quando  a particuia  esta  aumentando  a velocidade?  Quando  esta  diminuindo? 

SOLUQAO 

(a)  A fungao  velocidade  e a derivada  da  fungao  posigao: 

s -fit)  = t3  - 6r  + 9 1 


V 


it) 


ds 

dt 


3 V 


12 1 + 9 


A aceleragao  e a derivada  da  fungao  velocidade: 


d2s 

dv 

= 6t  - 12 

a(t) 

~~ dt r“ 

~ dt 

a(  4) 

= 6(4)  - 

~ 12 

- 12  m/s2 

A unidade  usada  para  a aceleragao  e 
metro  por  segundo.  denotada  m/s'. 
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FIGURA  2 


(b)  A Figura  2 mostra  os  grafieos  dej,Ka. 

(c)  A particuia  aumenta  a rapidez  quando  a velocidade  e positiva  e crescente  (v  e a sao 
ambos  positivos)  e tarnbem  quando  a velocidade  e negativa  e decrescente  (v  e a sao  ambos 
negativos).  Em  outras  palavras,  a particuia  aumenta  a rapidez  quando  a velocidade  e a acele- 
ragao tern  o mesmo  sinal.  (A  particuia  e empurrada  no  mesmo  sentido  de  seu  movimento.) 
Da  Figura  2 vemos  que  isso  acontece  quando  1 < t < 2 e t > 3.  A particuia  diminui  a rapi- 
dez quando  v e a tern  sinais  opostos,  isto  e,  quando  0 t < 1 e 2 < / < 3.  A Figura  3 
resume  o movimento  da  particuia. 


FIGURA  3 


u O fator  (-l)’  ocorre  na  formula  para 
/-"!(.t)  porque  introduzimos  outro  sinal 
negative  toda  vez  que  diferenciamGS. 
Uma  vez  que  os  va lores  sucessivos  de 

(-1)"  sac  ~1 , 1,-1,  1t-1,  1 a 

presenca  de  (-1)’  indica  que  o sinal 
varia  para  cada  derivsda  sucessiva. 
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A derivada  terceira  f"  e a derivada  da  derivada  segunda:  f"  = (/")'.  Logo  f‘\x)  pode 
ser  Interpretada  como  a inciinacao  da  curva  y = fix),  ou  como  a taxa  de  variagao  L1e  f'(x), 
Se  y = f(x),  entao  as  notaries  alternativas  para  a derivada  terceira  sao 


ym  =/"'(  x) 


d2y 
clx  \ dx 2 


d~y 
~dx J 


D:/ix) 


O processo  pode  ser  continuado.  A derivada  quarta  /""  e geralmente  denotada  pot  /!4).  Em 
geral.  a derivada  rc-esima  de  / e denotada  por  fa)  e e obtida  de  / diferenciando  n vezes.  Se 
v = /(x),  escrevemos 


,.fnf  — — 


dny 


f M = 77  = D’/W 
dx 

Podemos  interpretar  a derivada  terceira  fisicamente  no  caso  onde  a fungao  e a fungao 
posicao  ,v  = s(r)  de  urn  objeto  que  se  move  ao  longo  de  uma  reta.  Como  sm  — ( s")'  = a' , a 
derivada  terceira  da  fungao  posicao  e a derivada  da  fungao  aceleragao  e e chamada 

arraneo: 

da  d's 
^ dt  di 3 

Logo,  o arraneo  e a taxa  de  variagao  da  aceleragao.  Ela  e assim  chamada  porque  um  grande 
arraneo  significa  um  movimento  rapido  na  aceleragao,  que  eausa  um  movimento  rapido 
era  um  vetculo. 


EXEMPLO  ■ 

entao 


Se 


y ~ x-  — 6x‘  — 5x  + 3 
y'  — 3x2  — ]2x  — 5 
y"  = 6x  - 12 
/"  “ 6 
y{4)  = 0 

e de  fato  yin)  = 0 para  todo  n 3s  4. 

1 


EXEMPLO  4 


SOLUgAO 


Se  f(x)  = encontre  /(n)(x). 
x 


1 


1 


/(*) 

f'U) 

X* 

/"(*)  = (~2)(~l)x“3  = A 

X‘ 

/w(x)  = -3-2*1*  x 4 
/(4>(x)  = 4 * 3 • 2 • 1 • x“5 

= -5  * 4 ♦ 3 * 2 * 1 * X"6  = -Six'-6 


fM(x)  = (-1  )nn(n  - 1)(«  - 2)  • * * 2 * 1 • x"(n+i) 


Acjui  temos  usado  o sfmbolo  fatorial  nl  para  o produto  dos  primeiros  n inteiros  positives. 


:i  A Fig ura  4 mostra  o grafico  da  curva 
r + y = 16  do  Exemplo  5.  Note  que 
eia  e uma  versao  esticada  e achatada 
do  circuio  x + r = 4.  Por  essa  razao 
ela  e algumas  vezes  chamada  de 
circuio  gordo.  Eie  comega  muito 
ingreme  pels  esquerda  e rapidamente 
se  torna  bem  piano.  Isso  pode  ser 
notado  da  expressao 

x*  ( x\ 


FIGURA  4 


O exemplo  a seguir  mostra  como  achar  a derivada  segunda  de  uma  funcao  que  e 
definida  implicitamente. 

EXEMPLO  5 o Encontre  y"  se  a"1  + r = 16. 

SOLUCAO  Diferenciando  a equacao  implicitamente  em  relacao  a x,  obtemos 

4.r’  -f  4yV  =*  0 

Resolvendo  para  y'  temos 


1 


Para  achar  y"  diferenciamos  essa  expressao  para  y’  usando  a Regra  do  Quociente  e lem 
brando  que  y e uma  funyao  de  x: 


d 


v = 


A 

dx  l y 

v ’ * 3x2  ■ ,v  '( 3y  ' v' ) 


y’  (d/dx)(xy)  - .v’  (d/dx H y ‘ } 


(v3)3 


Se  substituirmos  a Equacao  1 dentro  dessa  expressao  obteremos 

3 x2y'  — 3xJy2|-  — y~ 


3(x2y4  4-  x \)  3x2(y4  + a4) 


Mas  os  valores  de  x e y devem  satisfazer  a equacao  original  x4  + y*  = 16.  Logo,  a 
resposta  simplilica-se  para 


tf 

V = 


3x2(16) 

y’ 


EXEWIPLO  8 □ Encontre  D2  cos  x. 

SOLUQAO  Algumas  das  primeiras  derivadas  de  cos  x sao  as  seguintes: 


D cos  x ~ -sen  x 


Observe  o padrao. 


D2 cos  x = —cos  x 


D’  cos  x = sen  x 


James  Stewart 


CAPiTULO  3 


239 


D4  COS  A'  = COS  X 

IT  cos  x ™ -sen  x 

Vemos  que  as  derivadas  sucessivas  ocorrem  em  um  cicio  de  perfodo  4 e,  em  particular. 

D'  cos  x — cos  x sempre  que  n e um  nniltiplo  de  4.  Consequentemente 

D24  cos  x = cos  x 

e,  diferenciando  mais  ires  vezes.  teinos 

D2‘  cos  a = sen  x 

Vimos  que  uma  aplicayao  das  derivadas  segunda  e terceira  ocorre  analisando  o movimento  dos 
objetos  usando  a acelerayao  e um  ananco.  Investigaremos  outra  aplicayao  de  derivada  segunda  no 
Exercieio  62  e na  Seyao  4.3,  nas  quais  mostraremos  como  o conhecimento  de/'  nos  da  infor- 
macao  sobre  a forma  do  grafico  de /.  No  Capftulo  1 1 do  Volume  II  veremos  como  as  derivadas 
segunda  e superiores  nos  capaeitam  a represents  as  funydes  como  as  somas  de  serie  infinita. 


Exercicios 


1.  A figura  mostra  os  graficos  de /,/  e/'.  Identifique  cada  curva  e 
explique  sua  eseolha. 


Z A figura  mostra  graficos  de //,/'  e/".  Identifique  cada  curva 
e explique  sua  eseolha. 


a b c d 


3.  A figura  mostra  os  graficos  de  tres  funyoes.  Uma  e a funyao 
posicao  de  um  carro,  a outra,  a velocidade  do  carro  e uma 
terceira,  sua  acelerayao.  Identifique  cada  curva  e explique  sua 
eseolha. 


4.  A figura  mostra  os  graficos  de  quatro  funyoes.  Uma  e a funyao 
posiyao  do  carro,  a outra,  a velocidade  do  carro,  uma  terceira, 
a acelerayao  e uma  quarta,  o arranco.  Identifique  cada  curva  e 
explique  sua  eseolha. 


5-20  a Encontre  as  derivadas  primeira  e segunda  da  funyao. 

5.  fix)  - a5  + 6x2  ~ lx  6.  fit)  » y - iy  + 2? 4 

7.  >•  = cos  20  8.  y — 0 sen  0 

9.  Fit)  = (l  - Itf  10.  g(x)  ~ — --1 

x - 1 

I - 4 u r b 

11.  W(k)=  12.  His)=  a/v  + — 

i + 3 u 
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14.  v = xec 


15.  v 


4x 


17.  //(/)  — tg  3/ 
19.  git)  = rV' 


fx  + 1 

18.  g(s)  ~ ,vz  cos  s 
20.  h{x)  ~ tg-'Cr) 


21.  (a)  Se/(x)  = 2 cos  x + seTrx,  encontre  f(x)  e fix). 

j§§  (b)  Para  ver  se  suas  respostas  para  a parte  (a)  sao  razoaveis 

compare  os  graficos  cle /,/'e/"  - 

22.  (a)  Se  fix)  = <f  - x\  encontre  fix)  g f"(x). 

§j|  <b)  Para  ver  se  suas  respostas  para  a parte  (a)  sao  razoaveis 

compare  os  graficos  de  /, /'  e f . 


23-24  : Encontre  / 
23.  v = J2x  + 3 


24.  j 


2x  - 1 


25.  S e/(t)  = t cos  t,  encontre /"'(0). 

26.  Se  g(x)  — ff-  2x.  encontre  g'”( 2). 

27.  S e/(0)  = cotg  0.  encontre /"(tt/6). 

28.  Se  #(x)  — sec  x,  encontre  g'"(7r/4)- 

29-32  - Encontre  /'  diferenciando  implicitamente. 

29.  9x2  + / = 1 30.  fx  -f  /y  — 1 


31.  x3  + / =1 


32.  x4  + y4  — a4 


33-37  Encontre  uma  formula  para  f%x). 

33.  f(x)  = x*  34.  /(xj  — 


1 


35.  /(x)  = e2* 


5x  - 1 
36.  f(x)  = vx 


37*  /(*)-  ..,3 


_L 

3x3 


38-40  Encontre  a derivada  dada  encontrando  algumas  das 
primeiras  derivadas  e observando  o padrao  que  ocorre. 

38.  D74senx 

39.  Dm cos  2x 

40. 


41. 


'Um  carro  inicia  do  repouso,  e o grafico  de  sua  fungao  posicao 
esta  mostrado  na  figura,  onde  s e medida  em  pes  e /,  em  segun- 
dos.  Use-o  para  fazer  o grafico  da  velocidade  e estime  a acele- 
racao em  t — 2 segundos  do  grafico  da  velocidade.  Entao  esboce 
um  grafico  da  funcao  aceleragao. 


120 1 
100 
80 
60 
40 
20 


0 


42.  (a)  O grafico  de  uma  fungao  posicao  de  um  carro  e mostrado. 
onde  s e medida  em  pes  e /.  em  segundos.  Use-o  para  fazer 
o grafico  da  velocidade  e da  aceleragao  do  carro.  Qual  e a 
aceleragao  em  r — 10  segundos? 


(b)  Use  a curva  da  aceleragao  da  parte  (a)  para  estimar  o arranco 
em  t — 10  segundos.  Quais  sao  as  unidades  para  o arranco? 

43-46  A equagao  do  movimento  e dada  por  uma  particula,  onde 
s esta  em  metros  e f.  em  segundos.  Encontre  (a)  a velocidade  e a 
aceleracao  como  fungoes  em  /.  (b)  a aceleracao  depois  de  1 segundo 
e (c)  a aceleracao  no  instante  em  que  a velocidade  e 0. 

43.  s = 2i  - 1 5f  + 36?  + 2,  ? 5?  0 

44.  .v  *»  2 r - 3r  - 1 2t,  t 2*  0 

45.  s = sen  (tt//6)  + cos(tt//6),  0=5?  o:  2 

46.  .s  — 2 r1  - It  + 4t  x 1,  0 

47-48  : Uma  equacao  do  movimento  e dada,  onde  s esta  em  me- 
tros e r,  em  segundos.  Encontre  (a)  o instante  em  que  a aceleragao 
e 0 e (b)  o deslocamento  e a velocidade  nesse  instante. 


47.  s - ?4 


4 1: 


2 


48.  ^ - 2/  - 9? 2 
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49.  Uma  partfcula  move-se  de  acordo  com  uma  lei  do  moviniento 
s = f(t)  = f — \2t2  + 36/,  ? 5s  0.  code  t esta  medido em 
segundos  e s,  em  metros. 

(a)  Encontre  a acelerayao  no  instante  t e depots  de  3 s. 

| (b)  Faya  o grafico  das  funcoes  posiyao,  velocidade  e acelerayao 

para  0 t =s  8. 

(c)  Quando  a partfcula  esta  aumentando  a rapidez?  E quando 
esta  diminuindo? 

50.  Uma  partfcula  move-se  ao  longo  do  eixo  x,  sua  posiyao  no  instante 
t dado  por  x(t)  ~ //'( 1 + t2),  t S*  (),  onde  t esta  medido  em 
segundos  e x,  em  metros. 

(a)  Encontre  a acelerayao  no  instante  /.  Quando  ela  esta  em  0? 

[ (b)  Faya  o grafico  das  funcoes  posiyao,  velocidade  e acelerayao 

para  0 / «£  4. 

(c)  Quando  a partfcula  esta  aumentando  a rapidez?  E quando 
esta  diminuindo? 

51.  Uma  massa  atada  a uma  mola  vertical  tem  funyao  posiyao  dada 
por  y(/)  — A sen  to/,  onde  A e a amplitude  de  sua  oscilayao  e ca, 
e uma  constante. 

(a)  Encontre  a velocidade  e acelerayao  como  funyao  do  tempo. 

(b)  Mostre  que  a acelerayao  e proporcional  ao  deslocamento  de  y. 

(c)  Mostre  que  a velocidade  e maxima  quando  a acelerayao  e 0. 

52.  Uma  partfcula  move-se  ao  longo  de  uma  reta  como  o deslocamento 
s(t),  velocidade  v(t)  e acelerayao  ait).  Mostre  que 

a(t)  = v(t)  — 
as 

Explique  a diferenya  entre  os  significados  das  derivadas  dv/dt 
e dvjds.  — 

53.  Encontre  um  polinfimio  de  segundo  grau  P tal  que  P{ 2)  — 5, 
P'{ 2)  ~ 3 e F’( 2)  - 2. 

54.  Encontre  um  polinomio  de  terceiro  grau  Q tal  que  0(1)  — 1 , 
Q'(l)  — 3,  0"(1)  — 6 e Q'n(\)  = 12. 

55.  A equayao  y"  + v'  — 2y  — sen  x e chamada  equayao  diferencial, 
pois  envolve  a funyao  desconhecida  y e suas  derivada  yr  e y". 
Encontre  as  constantes  A e B tal  que  sua  funyao 

y = A sen  x + B cos  x satisfaya  essa  equayao.  (Equayoes 
diferenciais  serao  estudadas  no  Capftulo  9 do  Volume  II.) 

56.  Encontre  as  constantes  A,  B e C tal  que  a funyao  v — Ar  + Bx  + C 
satisfaya  a equayao  diferencial  y"  + y’  — 2v  = x2. 

57.  Para  que  os  valores  de  r a funyao  y — eTX  satisfaz  a equayao 
f + 5y'  - 6 y = 0? 

58.  Encontre  os  valores  de  X para  os  quais  y = eA>  satisfaz  a equayao 
>’  + y'  = y". 

59-61  A funyao  g€  uma  funyao  duas  vezes  diferenciavel. 

Encontre  f'  em  termos  de  g , g'  e g". 

59.  f{x)  = xg{x 2) 


50.  f(x) 


_ sU) 


81.  f{x)  — gif  'x) 

62.  Se  fix)  — 3x5  ~ 10x3  + 5,  faya  os  graficos  de  f e /".  Em  quais 
intervalos  f”(x)  > 0?  Nesses  intervals,  como  esta  relacionado 
o grafico  de  / a suas  retas  tangentes?  O que  acontece  nos 
intervalos  onde  fix)  < 0? 

63.  (a)  Compute  algumas  das  primeiras  derivadas  da  funyao 

fix)  — \/{x2  + x)  ate  ver  que  os  calculos  foam 
algebricamente  intrataveis. 

(b)  Use  a identidade 

1 ” J_ L_ 

x(x  +1)  X X + 1 

para  computar  as  derivadas  mais  facilmente.  Entao  encontre 
uma  expressao  para  fn)(x).  Esse  metodo  de  tfividir  uma 
fracao  em  termos  de  frayoes  mais  simples,  char^ado  fragoes 
parciais,  sera  visto  com  mais  detalhes  na  Seyao  7.4. 

64.  (a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  ealcular  f"\ 

onde  „ , _ 

ri  \ lx  + \1 

f\x)=  z -2 •; — 7 

2x  -lx- 4 


(b)  Determine  uma  expressao  para expressando.pnmeiramente 
/ em  frayoes  parciais.  [No  Maple,  use  o comando 
convert(f,parfrac,x);  no  Mathematica,  utilize  Apart[f].] 

65.  Determine  as  expressoes  para  as  cinco  primeiras  derivadas 
d ej{x)  — x?cx.  Voce  ve  alguma  regra  nessas  expressoes? 
Proponha  uma  formula  para  f,r‘(x)  e prove-a  usanido  a induyao 
matematica. 

66.  (a)  Se  F(x)  — f(x)g(x ),  onde  / e g tem  derivadas  de  todas  as 

ordens,  mostre  que 

F"  — f"g  + 2f’g’  + fg” 

(b)  Encontre  formulas  similares  para  Fm  e 

(c)  Conjecture  uma  formula  para  Fin). 

67.  Se  y — f(u)  e u ~ g(x),  onde  / e g sao  funyoes  duas  vezes 
diferenciaveis,  mostre  que 

d2y  __  d2y  / du  \2  + dy  d2u 
dx2  du2  \ dx  / du  dx1 

68.  Se  y — f(u)  e u = g(x),  onde  / e g possuem  derivadas  terceiras 
encontre  uma  formula  para  diyjdf’  similar  a dada  no  Exercfcio  67 

69.  Suponha  p um  inteiro  positivo  e/uma  funyao  p vezes  o diferen- 
ciavel tal  que  f^—f.  Usando  a induyao  matematica, 

mostre  que  fen  vezes  o diferenciavel,  para  todo  o inteiro 
positivo  n,  e que  cada  uma  das  suas  derivadas  mais  alias,/ w,  6 
igual  a uma  das  p funyoes  fj'.f,  ■ ■ •>  flp'i\ 


Um  caminho  de  aproximayao  para  uma  aeronave  atemssar  e mostrado  na  ngura  e sat 
segumtes  condiydes: 

(i)  A altitude  e h quando  a descida  comeya,  a uma  distancia  horizontal  € da  origet*1 
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|^p®pfeio  .tem  de  rnanter  uma  velocidade  constante  horizontal  v ao  longo  da  descida. 

(iii)  O valor  absolute  da  aceleragao  vertical  nao  deveria  exceder  uma  constante  k {que  e muito 
tnetior  que  a aceleraqao  devido  a gravi(Sade). 

1 Ache  um  polim6nio  F(x)  — ax3  + bx2  + cx  + d que  satisfaca  a condt^ao  (i)  impondo 
condiqoes  satisfatdnas  em  F(x)  e P'(x)  para  o comeco  da  descida  e para  a atemssagem. 

2.  Use  as  conduces  (u)  e (m)  para  mostrar 

6 hv2 


3.  Suponha  que  uma  companhia  aerea  decida  nao  permitir  que  a aceleraeao  vertical  de  um  aviao 
exceda  k = 860  mi/h2.  Se  a altitude  de  um  aviao  e 35.000  pes  e a velocidade  e 300  mi/h.  a 
que  distancia  do  aeroporto  o piloto  deve  iniciar  a descida? 

4.  Faca  um  caminho  de  aproximacao  se  as  condicoes  declaradas  no  Problema  3 estiverem  satisfeitas. 


Construindo  uma  Montanha-russa  Melhor 

Suponha  que  voce  tenha  sido  contratado  para  construir  a prime  it  a rampa  de  subida  e de  descida  de 
uma  nova  montanha-russa.  AnaMsandb  as  fotografias  de  soas  montanhas-russas  preferidas,  voce 
decidiu  construir  a rampa  de  asccnsao  com  inclinacao  de  0.8  e a de  descida  com  Inclinacao  de  ~1 ,6. 
Decidiu  tambem  ligar  essas  duas  semi-rctas  v ~ £,(. x)  e y — I Ax),  com  parte  de  uma  parabola  y --  / (x)  = 
ax2  + bx  + c,  onde  x e /(x)  sao  medidos  em  pes.  Para  que  a trajetoria  seja  suave,  nao  deve  haver 
mudanqas  bruscas  na  dire9ao  e sentido  do  movimento,  per  isso  voce  quer  que  os  segmentos  de  rctas 
Lx  e £2  sejam  tangentes  a parabola  nos  pontos  de  transipao.  P e Q (veja  a iigura).  Para  tomar  suas 
equacoes  mais  simples,  voce  escolheu  o ponto  P como  origem  de  seu  sistema  de  referencia. 
t.  (a)  Suponha  que  a distancia  horizontal  entre  P e Q seja  de  100  pes.  Escreva  equacoes  em  a , b 
e c que  Ihe  garantam  que  a trajetoria  seja  suave  nos  pontos  de  transipao. 

(b)  Resolva  as  equacoes  da  parte  (a)  para  a tb  e c e encontre  uma  formula  para  f(x). 
la  (c)  Faqa  graficos  de  £,,/e  £>  para  verificar  geometricamente  que  as  transigoes  sao  suaves. 
"•(d)  Ache  a diferenya  de  elevaqao  entre  P e Q. 

2.  A solugao  obtida  no  Problema  1 pode  parecer  suave,  mas  ela  podera  nao  ser  sentida  suave  visto  que 
a fungao  definida  por  partes  [formada  por  £j(x)  parax  < 0./(x)  paraO  m x 100  e por  I Ax) 
para  x > 100]  nao  tern  segunda derivada  cohtfnua.  Entao  voce  decide  melhorar  seu  projeto 
usando  uma  fun^ao  quadratica  q(x)  = (vr  + bx  + c somente  no  intervalo  10  • x - 90  e 
conectando-a  com  as  duas  funpoes  lineares  por  meio  das  duas  funpoes  cubicas  seguintes: 
g(x)  - kx:  + lx2  + mx  + n,  0«r,<  10 
h(x ) = pxi  + qx2  + rx  + s,  90  < x ^ 100 

(a)  Escreva  um  sistema  de  equacoes  em  1 1 variaveis  que  garanta  que  as  fun9oes  e suas 
primeiras  duas  derivadas  sejam  concordantes  nos  pontos  de  traris^aq. 

(b)  Resolva  as  equa9oes  da  parte  (a)  usando  um  sistema  algebrico  computational  e determine 
as  formulas  para  q{x),  g(x)  e h(x). 

(c)  Fa9a  graficos  de  £,,  g,  q,  A,  e £2  e compare  com  os  desenhados  no  Problema  1(c). 


Derivadas  de  Funcoes  Logaritmicas 


Nesta  secao  vamos  usar  a diferenciaqao  implicita  para  achar  as  derivadas  das  funcoes  logarit- 
mieas  y = log,,  x e,  em  particular,  a funcao  logarftmica  natural  y = In  x.  Assumiremos  que 
as  funqoes  logarftmicas  sao  diferenciaveis:  com  certeza  isso  e plausfvel  a partir  dos  seus 
graficos.  (Veja  Figura  12  na  Secao  1.6.) 
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□ A Formula  3.5.5  diz  que 
d t ,, 

o-')  ■ a in  a 


Prova  Seja  y — log...  a.  Entao  . • ' 

* x 

Diferenciando  essa  equacao  implicitamente  em  telagao  ai,  usando  a Formula  3.5.5,  obtemos 

a’<ln«>&  = , 

<b C. 

f/v  1 ] 

e logo  — = E,  " ^ 

dx  a In  q x:  in  a w 

Se  pusermos  a = e na  Formula  1 . entao  o fa^or  jn  a n0  jado  direito  torna-se  In  e = 1 . c 
obtemos  a formula  para  a derivada  da  tuncao  logantmica  natural  log,,  x ~ In  x: 

[2]  I (In  jr)  — -L  j 

! dx  x 

i_. - — _ . i 

Comparando-.se  as  Formulas  1 e 2,  vemos  urna  das  principals  razoes  para  os  logaritmo; 
naturais  (logaritmos  com  base  e)  serem  usados  em  calculo.  A formula  de  diferenciagao  e t 
mats  simples  quando  a s-  e,  pois  In  e = 1 . 

EXEMPLO  1 □ Diferencie  y = In  (x5  + 1). 

SOLUQAO  Para  usar  a Regra  da  Cadeia  vamos  fazer  it  - xi  + 1 . Entao  y = In  «;  logo: 


dy  _ dy  du  _ 1 dtf  _ j 
dx  du  dx  u dx  x 3 + 1 


x3  + 1 


Em  geral.  sc  combinarmos  a Formula  2 com  a Regra  da  Cadeia,  como  no  Exemplo  1 , obtemo 


d 1 du 

— (In  u)  — — 

dx  u dx 


EXEMPLO  2 □ Encontre  ln(sen  x). 

dx 

SOLUQAO  Usando  (3),  temos 


d n ( U S'ix) 


U J *<  , , 

— ln{sen  x)  = ■ ~r~  (sen*) 

dx  sen  x dx 


COS  X = cotg  X 


EXEMPLO  3 Diferencie  fix)  yin  x. 

SOLUQAO  Dessa  vez  o logaritmo  e a fungao  de  dentro;  logo,  a Regra  da  Cadeia  da 


fix)  = I (In  x)"j/2  — (in  x)  — - "r — — = ~ — 7f==- 

^ dx  2 y In  x x 2xymx 

EXEMPLO  4 □ Diferencie f(x)  = log;0(2  + sen  x). 

SOLUCAO  Usando  a Formula  1 com  a — 10,  temos 

d j d 

fix)  = logio(2  + sen  x)  y “ (2  + sen  x) 

■’  dx  (2  + sen.xj  In  10  dx 


(2  -f  senx)  In  10 


d x + 1 

EXEMPLO  5 □ Encontre  In  -7== 
dx  y x - 2 
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A Figura  1 mostra  o grafico  ds 
fungao  / do  Exempfo  5 junto  com  o 
grafico  de  suas  derivadas.  Ela  da  uma 
verificagao  visual  de  nossos  calcuios. 
Note  que  fix)  e muito  grande  em 
valor  absotuto  (negativo)  quando  / esta 
decrescendo  rapidamente. 


/ 


°l  f 

I /' 


FIGURA  1 


□ A Figura  2 mostra  o grafico  da  fungao 
fix)  = In  | x \ do  Exemplo  6 e suas 
derivadas  f'(x)  = l/x.  Observe  que 
quando  jt  e pequeno,  o grafico  de  y = In 
[ x j e tngreme  e,  portanto,  fix ) e grande 
(positiva  ou  negativa). 


3 

TT 


\ W 
.1.1.. 

-3 


FIGURA  2 


SOLUCAO  1 

d x + 1 __  ’ d x + \ 

~dx  ln  yfx^2  ~ a + I dx  sf^-7 
>-2 

= v :v  2 ’ 1 ~ U + D(I)U  ~ 2)  l/; 

x + 1 x - 2 

x — 2 — \(x  + 1)  __  x ~~  5 
” (:v  + I)(jc  - 2 7”  ~~  2(a  + 1 )(a  - 2)~ 


S01UQA0  2 Se  primeiro  simplificarmos  a funqao  dada  usando  as  ieis  do  logaritmo,  entao 
a difereneiacao  ficara  mais  facil: 


d x + 1 

*’ to  7^2 


— — [ln(.x  + 
dx 


1)  - |lnU  - 2)] 


-U--l(-L-) 

x + 1 2 \ A - 2/ 


(Essa  resposta  pode  ser  deixada  assim,  mas  se  usassemos  um  denominador  comum 
obtenamos  a mesrna  resposta  da  Solucao  1 .) 


EXEMPIO  8 a Encontre  fix)  se  /(a)  — In  |a 
SOLUQAO  Uma  vez  que 


sempre  que 


fix)  = 


In  a 
ln(  — a) 


se  a > 0 
se  x < 0 


fix) 


l 


X 


~X  X 


se  x > 0 


se  x < 0 


Assim.  /'(a)  = 1 /a  para  todo  x 0. 

O resultado  do  Exemplo  6 vale  a pena  ser  lembrado: 


Tl 


Difereneiacao  Logaritmica 


Os  calcuios  de  derivadas  de  funcoes  complicadas  envolvendo  produtos,  quocientes  ou 
potencias  podem  muitas  vezes  ser  simplificados  tomando-se  os  logaritmos.  O metodo 
usado  no  exemplo  a seguir  e chamado  difereneiacao  logaritmica. 
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□ Se  nao  usassemos  a diferenciacao 
logaritmica  no  Exemplo  7,  tenamos  de 
utilizer  tanto  a Regra  do  Quociente 
quanto  a Regra  do  Produto.  Os  calculos 
resultant es  seriam  horriveis. 


IXEMPLO  7 :::  Drferencie  y = 


xy\/x2  + 1 


*"  ' ' (3x  + 2)5  ‘ 

SOLUQAO  Tome  o logaritmo  em  ambos  os  lados  da  equacao  e use  as  Lets  dq  Logaritmo 
para  simplilicar: 

In  y — | In  x + 1 ln(x2  + 1)  — 5 ln(3x  + 2) 

Diferenciando  implicitamente  em  relacao  a x temos 


1 cfy  _ 2 1,1.  2x 

y dx  4 x 2 x~  + ! 


3x  + 2 


Resol  vendo  dv/dx,  obtemos 


X X 

v — - + t : 


dx  ' \ 4x  xA  +1  3x  + 2 / 

Como  temos  uma  expressao  explicits  para  y,  podemos  substitiu-lo  por  ela  e forever 


dy  _ -T'v-T  +1  / 3 x __  13 

dx  (3x  + 2'f  \4jc  x2  -f  ] 3x  + 2 


Passes  na  Diferenciagao  Logaritmica 

1.  Tome  o logaritmo  natural  em  ambos  os  lados  de  uma  equacao  y — f(x)  e use  as 
Leis  dos  Logaritmos  para  simplificar. 

2.  Diferencie  implicitamente  em  relacao  a x. 

3.  Resolva  a equacao  resultante  para  y' . 


Se  fix)  < 0 para  algum  valor  de  x,  entao  In  f(x)  nao  esta  definida,  mas  podemos  es 
crever  j y | — | fix)  | e usar  a Equacao  4.  Ilustramos  esse  procedimento  provando  a versa< 
geral  da  Regra  da  Potencia,  como  prometemos  na  Secao  3.1 . 


A Regra  da  Potencia  Se  n for  qualquer  numero  real  e fix)  = x\  entao 


f\x)  - nx""5 


□ Se  x = 0,  podemos  mostrar  que 
/-'< 0)  - 0 para  n > 1 diretamente  da 
definsgao  de  uma  dersvada. 


Prova  Seja  y = x Use  a diferenciacao  logaritmica: 


Conseqiientemente 


In  | v | = in  I x I"  — n In  I x j x # 0 


y x 


V x 

y'  — n — — n — — nxr 

X X 


Voce  deve  distineuir  cuidadosamente  entre  a Regra  da  Potencia  [fx”)'  = nx'  :L  onde 
base  e variavel  e o expoente,  constante,  e a regra  para  diierenciar  as  iungoes  exponenciai 
i (a  i)?  « a • ]ii  oncle  a base  e constante  e o expoente.  variavel. 
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G A Figura  3 ilustra  o Exempio  8 
mostrando  os  grdficos  de  fix)  = xy!*  e 
suas  derivadas. 


Em  gerai  ha  quatro  casos  para  os  expoentes  e as  bases: 
d . 

1.  (a  ’)  0 (a  e b sao  constantes) 

ax  ' 7 


_d_ 

dx 


[fix] 


3.  — {a**}  - a^On  a)q'(x) 

dx  ’ ' 

4.  Para  achar  (dy/ dx)lf(x)  f , a diferenciacao  logaritmiea  pode  ser  usada,  como  no 
exempio  a segoir. 

EXEMPIO  8 Difereneie  y = 

SOLUQAO  1 Usando  a diferenciacao  logaritmiea.  terms 


d-(x'r*)  = d-(e'r’‘**) 
dx  dx 


— — - (ybc  In  x) 

dx 


( 2 + In  x 

2-Jx 


(como  na  Soiucao  J) 


E3  O Niimero  c como  um  1 .unite 

demos  mostiado  cjue  se  f (x ) — In  x,  entiio  f (a)  = 1 / x.  Assim,  f{  1 ) = 1 „ Usamos  esse  fato 
para  expressar  o mimero  e como  um  limite. 

Da  definiyao  de  uma  derivada  como  um  limite  temos 

/(l  + h)  -/(I) 


/'(l)  — Jim 

«-!-0 


lim 

.r  ■'■■■>  0 


/(  1 + X)  ~ /(  1 ) 


lim 


ln(l  -f  x ) ~ In  1 


— Jim  In ( 1 4-  a) 

X ••«> 


X 

.'it  A 


lim  — ln(  1 + jc) 

.v  ■•■■!■()  X 


#: 

Mi 


f 

'M 

*1 


P 


•■=  \/x  In  jc 

. H 

isp 

(in  A') — ----- 

dgB§ 

'idx 

• ’^ISlS 

In  x \ ^ 

/ \ 

III 

2 + In  a*  j 

ijx  J * 

>,  2Vx  j 

''i0& 

x v ' = (eln  t 

M 


Como  /'(l)  = 1 . temos 


lim  In  (l  + = i 
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Y 

{■]  -!•■  x)1'’ 

0.1 

2.59374246 

0.01 

2.70481383 

0.001 

2.7.1692393 

0,0001 

2,71814593 

0.0000.1 

2.71826824 

0,000001 

2,71828047 

0 ,0000001 

2.71828169 

0.00000001 

2,71828181 

Assim,  pelo  Teorema  2.5.8  e pela  coniinuidade  da  funcao  exponential.  temos 

e ~ el  = eUr'%'"'" s,,n  1 >!  = - j;rn  (]  + xfs 

1 e lim  (1  -F  xVi! 


A Formula  5 esta  ilustrada  pelo  gralico  da  funcao  y = (1  + x)]h  da  Figura  4 e na  tabel 
para  os  valores  pequenos  de  x.  Isso  i lustra  o fato  de  que,  correto  ate  a setima  casa  decimal 

ea  2,7182818 

Se  colocarmos  n 1 /x  na  Formula  5.  entao  quando  a ->  0%  e uma  expressa 

alternativa  para  e e 


e — lim  1 + 


IMHPk  O Exerricios 

1.  Explique  por  que  a funcao  logantmica  natural  y — In  x e 
usada  mais  vezes  no  calculo  do  que  as  outras  fun^Ses 
logarftmicas  y — loga  x. 


2--20  □ Diferencie  a funcao. 

2.  fix)  = ln(.r  + 10) 

3.  fid)  - In  (cos  0) 

5.  /(x)-  log,  (l  - 3x) 

7.  f (x)  = s/lnx 
3.  fix)  — fx  In  x 

, (2/  + if 

11  EVA  — V L_ 


11.  Fit)  - In 
13.  g(x)  — In 


(3?  - i f 
a - x 


4.  fix)  — cos(ln  x) 

6.  f(x)  = logic/  ^ ) 

8.  fix)  “ Invx 

1 + In  t 

10.  fit)  = 

1 — In  r 

12.  hix)  = ln(x  + Vx3^!) 
14.  F(y)  - y ln(l  + e') 


Inn 

/(«)  “ | + i„(2I() 

16.  y ~ In  (xfsenAj 

17.  y ~ In 1 2 - x-  5x2| 

/3m  + 2 

18.  G(m)  = In  a / 

V JU  — l 

19.  y = }n(e~x  + xe  " A 

20.  y — | In  1 1 + e1  )j 

21-24  : Encontre  v ey  . 
21.  y — x In  x 

lnx 

22.  v — — 

X* 

23.  v = logic x 

24.  y = 1 n(sec  x + tg  x) 

25-28  □ Diferencie  / e encontre  o 

dominio  de  /. 

25- 

26-  /<l)-7+i„* 
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27.  /(jc)  — Jt2ln(l  - a2) 

28.  fix)  — In  In  In  x 


sen2.*  fgV 


(a-'  + I)2 


29.  Se  fix)  = -- — , encontre  f'ie). 
In  -v 


,/A2  + 1 

38.  v «=  V/“ 

\ < - 1 


30.  Se  f{x)  ~ a2  In  x,  encontre  /'(l). 


39.  v = x 1 


40.  v = a 


41.  v-x™ 


i?  v*i  Encontre  urns  cquut^So  da  reta  tangents  a curvs  no  ponto 
dado. 


42.  y — (sen  a)' 


43.  y - (In  xf 


44.  v = a1 


31.  y = In  In  a,  (e,  0) 


32.  v = 


y ~ In  (a3  -7).  (2,0) 


45,  v = xf 


46.  y — (In  a}"’5-* 


47.  Encontre  y'  se  y = ln(x2  + y2). 


11  33.  Se  fix)  - sen  x + In  x,  encontre  fix).  Veriiique  se  suaresposta 
e razoavel  comparando  os  gralicos  de  / e , 

!g  34.  Encontre  as  equates  das  retas  tangentes  <i  curva  y = (In  x)/x 
nos  pontos  ( 1 , 0)  e (c , 1/e).  Ilustre  fazendo  o grafico  da  curv'a 
e suas  retas  tantiemes. 


48.  Encontre  v'  se  xy  — y\ 


49.  Encontre  uma  formula  para  fin)( » se  fix)  = ln(x  - ]). 


50.  Encontre  — (x*  In  a) . 
ax 


35-46  !:::=  Use  a diferenciacao  logaritmica  para  achar  a derivada  de 
funcao. 


51.  Use  a defmieao  da  derivada  para  provar  que 
ln(  l -f  a) 


35.  y = (2a  + 1 )3(x4  - 3)6 

36,  y — Jxe*  (a2  + l)!0 


52.  Most  re  que  lim  I 1 f 


e*  para  qualquer  x > 0. 


:oes  Hiperbolicas 


Certas  combina^oes  das  fun^oes  exponenciais  e*  e e~x  surgem  frequentemente  em 
matematica  e suas  aplicagoes  e,  por  isso,  merecem  nomes  especiais.  Elas  sao  analogas  de 
muitas  formas  as  funfoes  trigonometricas  e possuem  a mesma  reiafao  com  a hiperbole  que 
as  (undoes  trigonometricas  tern  com  o cfrculo.  Por  essa  razao  sao  chamadas  fun^oes 
hiperbolicas,  particularmente  seno  hiperbolico,  cosseno  hiperbolico  e assim  por  diante. 


Befinisoes  tie  FuncSes  Hiperbolicas 


cossech  a 


senh  x 


cosh  A 


sech  x = 


cosh  x 


cosh  x 


cot  ah  A 


cosh  x 


senh  x 


Os  gralicos  do  seno  e cosseno  hiperbolico  podem  ser  esbocados  usando-se  urn  recurso 
grafico  como  nas  Figuras  1 e 2. 


F1GURA  4 

Uma  catenaria  y — c + a cosh  (x/ a) 


Note  que  senh  possui  dommio  e imagem  iguais  a IR,  enquanto  cosh  tem  dommio  SR  e 
imagem  [l,00)-  O grafico  de  tgh  esta  mostrado  na  Figura  3.  Tem  assintotas  horizontal 
y — ± 1 (veja  o Exercicio  23). 

Alguns  dos  usos  matematicos  de  fun^oes  hiperbolicas  serao  vistos  no  Capitulo  7.  As 
aplica9oes  na  ciSncia  e engenharia  ocorrem  sempre  que  uma  entidade,  como  a luz,  a 
velocidade,  a eletricidade  ou  a radioatividade.  e gradualmente  absorvida  ou  extinguida, 
pois  o decaimento  pode  ser  representado  por  fun^oes  hiperbolicas.  A aplicacao  mais 
famosa  e o uso  do  cosseno  hiperbolico  para  descrever  a forma  de  um  ho  dependurado. 
Pode  ser  provado  que  se  urn  cabo  flexfvel  pesado  (como  uma  linha  de  telefone  ou  de  ele- 
tricidade) estiver  suspenso  entre  dois  pontos  na  mesma  altura.  entao  ele  assume  a forma 
de  uma  curva  com  a equacao  y = c + a cosh  (x/a),  chamada  catenaria  (veja  a Figura  4). 
(A  palavra  latina  catena  significa  “cadeia” .) 

As  fu^oes  trigonometricas  satisfazem  um  numero  de  identidades  que  sao  analogas  a 
bem  conhecidas  identidades  trigonometricas.  Listemos  algumas  aqui  e deixemos  muitas 
das  provas  para  os  exercfcios. 


Identidades  Hiperbolicas 

senh(~x)  = —senh  x cosh(-x)  = cosh  x 

coshA  - senhA  — 1 1 — tghA  = sechA 

senh(x  + y)  = senh x cosh  y + cosh  x senh  y 
cosh(x  + y)  — cosh  x cosh  y + senh  x senh  y 


EXEMPLQ  1 

SOLUQAO 

(a) 


Prove  (a)  coshA  - senhA  = 1 e (b)  1 - tghA  = sechA. 


coshA  — senhA 


ex  + e~*  '2 


e-  e 


2 / \ 2 

e2x  + 2 + e~2*  e2x  - 2 + 


— 4 ' 1 
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(b)  Vamos  comecar  com  a Identidade  pro  v ad  a na  parte  (a): 


cos  hr*  - sen  li  ve  = 1 


Se  dividirmos  ambos  os  lados  por  cosh2*,  obteremos 


$enh~*  1 
cosh2*  cosh2* 


1 - tsh2*  = seeh2* 


P(cas  t,  sen  /) 


Q x 


X 1 + v!  = 1 
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A identidade  provada  no  Exemplo  1 (a)  fomece  um  indfeio  para  a razao  do  nome  “funcoes  liiper- 
bolicas”. 

Se  t for  qualquer  nuinero  real,  entao  o ponto  Pic os  /,  sen  /)  esta  sobre  o cfrculo  unitario 
:r  + y2  ~ 1 , pois  cos2/  + sen  H ~ i . De  fa  to.  t pode  ser  interpretada  como  a medida  em  ra- 
dianos  de  L.POQ  da  Figura  5.  Por  essa  razao  as  funcoes  trigonometricas  sao  algumas 
vezes  chamadas  funcoes  circulates. 

Da  mesma  maneira,  se  t for  qualquer  numero  real,  entao  o ponto  P (cosh  /,  senh  /)  esta 
sobre  o ramo  direito  da  hiperbole  x1  — y2  = 1 . pois  cosh2/  — senh2/  — 1 e cosh  / 3®  1 . Dessa 
vez.  t nao  representa  a medida  de  um  angulo.  Entretanto.  resulta  que  / representa  o dobro 
da  area  sombreada  do  setor  hiperbolico  da  Figura  6,  da  mesma  forma  que  no  caso 
trigono metric o / representa  o dobro  da  area  sombreada  do  setor  circular  na  Figura  5. 

As  derivadas  das  funcoes  hiperbdlicas  sao  facilmente  computadas.  Por  exemplo. 


Pi  cosh  !,  senh  /)> 


d d 

(senh*)  = - 
ax  ax 


— cosh  * 


\ u 


Vamos  listar  as  formulas  de  diterenciayao  para  as  (undoes  hiperbolieas  como  Tabela  1 . As 
provas  restantes  ficarao  como  exercicios.  Note  a analogia  com  as  formulas  de  diferen- 
ciacao  para  as  funcoes  trigonometricas,  mas  esteja  alerta  — os  sinais  algumas  vezes  sao 
diferentes. 


| { jj  Derivadas  de  Funcoes  Hiperbdiieei 


(senh  *)  = cosh  * 


— (cossech  x)—  — cossech  * cotgh  * 
dx 


(cosh  a)  = senh  * 


— (seeh  a)  = — seeh  a tgha: 
dx 


— (tgh  x)  = seeh  '.  * 
dx 


— (cotgh  *)  = -cossech2* 
dx 


EXEMPLO  2 o Qualquer  uma  dess  as  regras  de  diferenciayao  pode  ser  combinada  corn  a 
Regra  da  Cadeia.  Por  exemplo, 


— (cosh  V* } — senh  y * • — 
dx  dx 


d r-  senh  y * 

JX  — 7= 

i > / 
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Funcoes  Hiperbolicas  Inverses 

Voce  pode  ver  a partir  das  Figuras  J e 3 que  sen)}  e tgh  sao  funcoes  urn  a urn;  logo,  ela 
tern  funcoes  inversas  de.not.adas  por  senh5  e tgh  c A Figura  2 mostra  que  cosh  nao  e urn 
um,  mas  quando  restringida  no  domtnio  [0,  oo)  torna-se  um  a urn.  A in  versa  da  iimca< 
cosseno  hiperbolico  esta  defmida  como  a inversa  dessa  funcao  restrita. 


y — senh Jx 

senh  y — x 

y — cosh  ex 

cosh  y — x e y ^ 0 

II 

tgh  y = x 

J 


As  inversas  das  denials  luncoes  hiperbolicas  sao  defmidas  analogamente  (veja  o Exercicio  28; 

Podemos  esbopar  os  graficos  de  $enlr\  cosh*3  e tghs  nas  Figuras  7,  8 e 9 usando  a 
Figuras  1 , 2 e 3. 


| 


y — senh' tv 
domlnio  — R 
imagem  = R 


FIGURA  8 
y — cosh"  hr 
domfnio  ~ [ I , *>) 
imagem  — [0,  <») 


FIGURA  9 
y = tgh  A 
domfnio  — ( — 1,  I) 
imagem  = 


Uma  vez  que  as  funcoes  hiperbolicas  estao  delinidas  em  termos  das  funcoes  exponen 
ciais,  nao  e surpreendente  aprender  que  as  das  funcoes  hiperbolicas  inversas  podem  se 
expressas  em  termos  de  iogaritmos.  Em  particular,  temos: 


l r 


n A Formula  3 esta  provada  no 
Exempio  3.  As  proves  das  Formulas  4 
e 5 sao  requisitadas  nos  Exercicios  26 
e 27. 


pfi 


! 


senh  !x  = ln(x  + vd2  + 1 ) xEH 

cosh  er  = ln(x  + x v2  - l)  x 1 


tgh  fx  == 


In 


1 < x < 1 


EXEMPLO  3 a Mostre  que  senh  'x—  ln(x  4-  v!x2  + 1 ). 
SOLUQAO  Seja  y — senh  ’x.  Entao 

ey  - e"y 

x — senh  y — — 

- ■"> 


e- 


Or  - 


e~~J  — 


logo 


0 


®dliali  Thomson 


ou.  multiplicando  por  e\ 


e2y  - 2xey  - 1 - 0 


Isso  e realmente  uma  equacao  quadratica  ern  ey: 


(ey)~  — 2x{e')  — 1 — 0 


Resolvendo  a formula  quadratica,  obtemos 

2x  ± y4x2  + 4 

e = = -v  ± yx-  + 1 

Note  que  e-  > 0,  mas  x — yx2  + 1 < 0 (pois  x < yx2  + 1 ).  Assim,  o sinaj  de  menos  e 
inadmisstvel  e temos 

ey  = x + Jxz  4-  1 


Conseqiientemente 


= Infe2')  = ln(x  + yx2  4-  1 ) 


(Veja  o Exercicio  25  para  outro  metodo.) 


O Observe  que  as  formulas  para  as 
derivadas  de  tgh  ’ x e cotg'!x  parecem  ser 
identicas.  Mas  os  domfnios  dessas 
fungoes  nao  tem  nenbum  ponto  em 
comum:  tg  ‘x  e definida  para  Lri  < 1, 
enquanto  cotg  'x  e definida  para  Let  > 1. 


As  fungoes  hiperbolicas  inversas  sao  todas  diferenciaveis,  pois  as  fungoes  hiperbolicas 
sao  diferenciaveis.  As  formulas  na  Tabela  6 podem  ser  provadas  on  pelo  metodo  para  as 
funqoes  inversas  ou  diferenciando  as  Formulas  3, 4 e 5. 


Prove  que  — (senh  'x). 
dx 


j 1 4 x2 


S0LUQA0  1 Seja  y = senh  ‘x.  Entao  senh  v — x.  Se  diferenciarmos  essa  equayao  implici- 
tamente  em  rela9ao  a x,  obteremos 

cosh  v — — 1 
dx 

Uma  vez  que  cosh2y  — senh:y  = 1 e cosh  v s?  (),  temos  cosh  y = y 1 4 senh2  y.  logo 


dx  cosh  y yl  4 senh2y  yi  + x2 
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-SOLUCAO  2 Da  Eqttacao  3.  temos 


— (senh  \x)  — — )n(x  + ^ + ~j) 
dx  ax 


j a , , 

— rfrTT  1 + + 

x ■+•  v-V‘  ■+■  1 dx 


— 1 1 H 

X + VA'"  + 3 \ yJX: 

\‘X2  + 1 + X 

(x  + VI'2  + l)y/P  + i 


y A~2  + I 


EXEWPIO  5 :?  Encontre  — [tgh"?(sen  a)]. 

dx 

SOLUCAO  Usando  a Tabela  6 e a Regra  da  Cadeia,  temos 


[tgh  ’(sen  x))  = — (sen  x) 

dx  1 — (sen:v)“  dx 


1 cos  x 

cos  x — — 

1 ~ setrx  cosac 


Exercicios 


Encontre  o valor  numerico  de  cada  expressao. 


(a)  senh  0 
(a)  tgh  0 
(a)  senh  (In  2) 
(a)  cosh  3 
(a)  sech  0 
(a)  senh  1 


(b)  cosh  0 
(b)  tgh  1 
(b)  senh  2 
(b)  cosh(ln  3) 
(b)  cosh' 1 1 
(b)  senh  1 1 


14.  tgh(x  + v)  = 


tgh  -v  + tgh  y 
1 + tgh  x tgh  y 


15.  senh  2x  = 2 senh  x cosh  jc 

16.  cosh  2x  — costrx  + senh2x 

17  tgh  (In  x)  = x 71_i 


1 + tgh  x 


S Prove  a identidade. 
senh(-x)  — -senh  x 

(Isso  mostra  que  senh  e uma  fungao  impar.) 
cosh(-x)  ~ cosh  x 

(Isso  mostra  que  cosh  e uma  fungao  par.) 
cosh  x + senh  x = <r 
cosh  x - senh  x — e"s 

senh(x  + y)  — senh  x cosh  y + cosh  x senh  y 
eosh(x  + y)  = cosh  x cosh  y + senh  x senh  y 
cotgAx  — 1 ~ eossech2x 


19.  (cosh  x + senh  x)*  — cosh  nx  + senh  nx 
(n  qualquer  niimero  real) 

20.  Se  senh  x ~ \ . encontre  os  valores  das  outras  fungoes 
hiperbolicas  em  x. 

21.  Se  tgh  x — t,  encontre  os  valores  das  outras  fungoes 
hiperbolicas  em  x. 

22.  (a)  Use  os  graficos  de  senh,  cosh  e tgh  das  Figuras  1-3  para 

fazer  os  graficos  de  cossech,  sech  e cotgh. 

(b)  Verifique  os  graficos  que  voce  esbogou  na  parte  (a)  usando 
o recurso  grafico  para  produzi-los. 
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J.  Use  as  deffni^oes  das  fun^oes  hiperboUcas  para  achar  os 
seguintes  limites. 

(a)  lim  tgh  x (b)  Jim  tgh  x 


(c)  lim  senh  x 
(e)  lim  sech  x 
(g)  lim  cotgh  x 

x -*  Q ■* 

(i)  lim  cossech  x 


(d)  Jim  senh  v 
(f)  lim  cotgh  :v 
(h)  limcotsh.r 


24.  Prove  as  formulas  dadas  na  Tabela  1 para  as  derivadas  das 
funcoes  (a)  cosh,  (b)  tgh,  (c)  cossech,  (d)  sech  e (e)  cotgh. 

25.  De  uma  soluyao  altemativa  para  o Exemplo  3 tomando  v ~ senh  a 
e entao  usando  o Exercfcio  9 e o Exemplo  1(a)  com  x 
substitujdo  por  y. 

26.  Prove  a Equacao  4. 

27.  Prove  a Equapao  5 usando  (a)  o metodo  do  Exemplo  3 e fb)  o 
Exercfcio  1 8 com  x substitufdo  por  v. 

28.  Para  cada  uma  das  seguintes  funcoes  (i)  de  uma  defini^ao  como 
aquelas  em  (2),  (ii)  esboce  o grafico  e (iii)  encontre  uma  formula 
similar  a Equacao  3. 

(a)  cossech" ' (b)  sech"1  (c)  cotgh  ’ 

29.  Prove  as  formulas  dadas  na  Tabela  6 para  as  derivadas  das 
funcoes  que  se  seguem. 


(a)  cosh' 
(d)  sech" 


(b)  tgh1 
(e)  cot  eh' 


(c)  cossech 


ru 

1 

•47  a 

Encontre  a derivi 

ida. 

30. 

Ax) 

= tgh  4x 

31. 

f(x) 

— x cosh  x 

32. 

g(x) 

— senhbt 

33. 

h(x) 

— senh(.r) 

34. 

F(x ) 

= senh  a-  tgh  x 

35. 

Gix) 

1 ~~  cosh  x 
1 + cosh  x 

36. 

tv) 

— e*  sech  t 

37. 

hit)  ■■ 

"'cotgh  yd  + i2 

38. 

A0  - 

- lnfsenh  f) 

39. 

Hit) 

— tgh(>') 

40. 

y- 

senh  (cosh  x) 

41. 

y — i 

42. 

y- 

x"  senh  fZ.r) 

43. 

y — 

tgh 

44. 

V = 

x tgh  ?v  -t-  In  v 4 

- ,v2 

45. 

y = 

x senh  ‘(.r/3)  - y 

+ j 

H j 

46. 

y = 

sech  1 v i - x% 

x > 0 

iSi  48.  Um  cabo  flexfvel  sempre  fica  pendurado  na  forma  de  uma  catenaria 
>’  — c + a cosh(x/«),  onde  c e a sao  constantes  e a > 0 (veja  a 
Figure  4 e o Exercfcio  50).  Paca  o grafico  de  varios  membros 
da  famflia  de  funcoes  y = a cosh(jc/a).  Como  o grafico  rouda 
quando  a varia? 


49.  Uma  iinha  de  telefone  e pendurada  entre  dois  posies  se  parados 
a 14  m na  forma  da  catenaria  y 20  coshi  v/20)  15.  em  que.v 

e v sao  medidas  em  metros. 

(a)  Encontre  a inclinacao  dessa  curva  quando  ela  encontra  o 
poste  a direita. 

(b)  Encontre  o anguio  0 entre  a reta  e o poste. 


5 1 1 


50.  Usando  os  prinefpios  da  ITsica  pode  ser  mostrado  que,  quando 
um  cabo  e pendurado  entre  dois  posies,  toma  a forma  de  uma 
curva  y = fix),  que  satisfaz  a equacao  diferencial 

= » /,  / J>  V 

dx~  7 \ \ dx  J 

onde  p e a densidade  linear  do  cabo.  g 6 a aceleraeao  devido  a 
gravidade  e T,  a tensao  no  cabo  no  ponto  mats  baixo,  e o ststema 
de  coordenada  e apropriadamente  escolhido.  Verifique  que  a funeao 


v =/(•>■)  - Tcosh(i?|r) 
P9  \ I J 

e a solucao  dessa  equacao  diferencial. 

51.  (a)  Mostre  que  qualquer  funeao  da  forma 
>’  = A senh  mx  + B cosh  mx 
satisfaz  a equacao  diferencial  y"  “ m2y. 
(b)  Encontre  y = y(.v)  tal  que  v"  — 9v,  y(0)  = 


4,  e y'(0)  ™ 6. 


52.  CaJcule  lim  — — 


53.  Em  quais  pontos  da  curva  y = cosh  x faz  a tangente  ter 
inclinacao  1? 

54.  Se  x = ln(sec  0 + tg  $),  mostre  que  sec  0 ~ cosh  x. 

55.  Mostre  que  se  a 4=  0 e h -f-  0.  entao  existem  numeros  <x  e (3  tal 
qtie  aed  + be  ' e igual  a a senhbv  + (3)  ou  a cosh(.v  + j3). 
Em  outras  palavras,  quase  todas  as  funcoes  da  forma 
J(x)  — ae'  + he  sao  as  funcoes  seno  ou  cosseno  hiperbolicas 
esticadas  e deslocadas. 
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Taxas  Relacionadas 


w.  De  acordo  com  os  Principios  de 
Problema-Solugao  discutidos  no  Capi- 
tulo  1 , na  pagina  80  o primeiro  passo  e 
entender  o problema.  fsso  inctui  !6~to 
cutdadosamente,  identificando  o que 
foi  dado  6 pedido,  e introduzir  uma 
notagao  adequada. 


Quando  bombeamos  ar  para  denlr0  (je  um  balao.  tan  to  o volume  como  o raio  do  balao 
crescent,  e suas  taxas  de  crescimento  estao  relacionadas.  Mas  e muito  mats  facil  medir 
diretamente  a taxa  de  crescimento  volume  do  que  a do  raio. 

Em  um  problema  de  taxas  relacionadas,  a ideia  e computar  a taxa  de  variacao  de  uma 
grandeza  em  termos  da  taxa  de  varia^ao  da  outra  (que  pode  ser  medida  mais  facilmente). 
O proeedimento  e achar  uma  equacao  que  relacione  as  duas  grandezas  e entao  usar  a Regra 
da  Cadeia  para  diferenciar  ambos  os  lados  em  relacao  ao  tempo. 

EXEMPLO  1 Esta  sendo  bombeado  ar  para  dentro  de  um  balao  esferico,  e seu  volume 
cresce  a uma  taxa  de  100  cm7s.  Qua0  rapido  o raio  do  balao  esta  crescendo  quando  o 
diametro  e 50  em? 

S0LUQA0  Vamos  comecar  identificando  duas  coisas: 
a informal  do  dada : 

a taxa  de  crescimento  do  volume  do  ar  e 100  cmr,/s 
e o que  foi  pedido: 

a taxa  de  crescimento  do  raio  quando  o diametro  e 50  cm 
Para  expressar  matematicamente  essas  grandezas  introduzimos  alguma  notacao  sugestiva: 
Seja  V o volume  do  balao  e r o seu  raio. 

A ehave  esta  em  lembrar-se  de  que  taxas  de  variagao  sao  derivadas.  Neste  problema,  o 
volume  e o raio  sao  ambos  fun^oes  do  tempo  t.  A taxa  de  crescimento  do  volume  em 
relacao  ao  tempo  e a derivada  dVfdt , e a taxa  de  crescimento  do  raio  e dr/ dr.  Podemos, 
portanto,  reapresentar  o que  foi  dado  e pedido  como  a seguir: 


— 100  cm3/s 


Pedido: 


quando  r = 25  cm 


s O segundo  estagio  do 
problema-solugao  e idealizsr  um  piano 
para  conectar  o que  foi  dado  e o que 
foi  pedido. 


is  Observe  que,  embora  dV/dt  seja 
zonstante,  drtdi  nao  e constante. 


Para  conectar  dVjdt  e dr/ dr  primeiro  relacionamos  V e r pela  formula  para  o volume 
de  uma  esfera: 

V = 5 t rr3 

Para  usar  a informacao  dada,  diferenciamos  cada  lado  dessa  equacao  em  relacao  a t.  Para 
diferenciar  o lado  direito  precisamos  usar  a Regra  da  Cadeia: 

dV  dV  dr  , dr 

dt  dr  dt  ^7Tr  dt 

Agora  resolvemos  para  a grandeza  desconhecida: 

dr  _ 1 dV 

dt  4irr2  dt 


O raio  do  balao  esta  crescendo  a uma  taxa  de  1/(25 tt)  cm/s. 


parede 


10 


FIGURA  1 


solo 


fcXEMPjlO  2 Uma  escada  com  10  pes  de  eomprimento  esta  apoiada  em  uma  parede 
vertical.  Se  a base  da-escada  desJiza,  afastando-se  da  parede  a uma  taxa  de  1 pe/s.  quao 
rapido  o topo  da  escada  esta  escorregando  para  baixo  na  parede  quando  a base  da  escada 
esta  a 6 pes  da  parede? 

S0LUQA0  Primeiro  desenhe  urn  diagrama  e marque-o  como  na  Figura  1 . Seja  x em  pes  a 
distancia  da  base  da  escada  a parede,  ev  em  pes  a distancia  do  topo  da  escada  ao  solo. 
Note  que  x e y sao  ambas  as  fungoes  de  t (tempo). 

Estamos  dando  que  dxjdt  — 1 pe/s  e vamos  querer  achar  dy/dt  quando  x — 6 pes  (veja 
a Figura  2).  Neste  problema,  a relagao  entre  reje  dada  pelo  Teorema  de  Pitagoras: 

A-2  + V2  - 100 

Diferenciando  cada  lado  em  rela^ao  a / usando  a Regra  da  Cadeia,  temos 


dx  dv 

2x  — + 2 y~~~ 
dt  dt 


0 


e resol vendo  essa  equagao  para  a taxa  desejada,  obtemos 


m 


dy 

dt 


FIGURA  2 


dx 

dt 


dy 

dt 


x dx 
V dt 


Quando  x — 6,  o Teorema  de  Pitagoras  fornece  v = 8;  logo,  substituindo  esses  valores  e 
dxjdt  ~ 1 , temos 

dy  6/  s 3 

— = --  11=  --  pe/s 
dt  8W  4 

O fato  de  dy/dt  ser  negativo  significa  que  a distancia  do  topo  da  escada  ao  solo  esta 
decrescendo  a uma  taxa  de  i pe/s.  Em  outras  palavras,  o topo  da  escada  esta  deslizando 
para  baixo  a uma  taxa  de  | pe/s. 

EXEMPLO  3 Um  tanque  de  agua  tem  a forma  de  urn  cone  circular  invertido  com  base 
de  raio  de  2 m e altura  igual  a 4 m.  Se  a agua  esta  sendo  bombeada  dentro  do  tanque  a 
uma  taxa  de  2 rn3/min,  encontre  a taxa  na  qual  o nfvel  da  agua  estara  elevado  quando  a 
agua  estiver  a 3 m de  profundi dade. 

S0LUQA0  Primeiro  vamos  esbogar  o cone  e marca-lo,  como  na  Figura  3.  Seja  V,  r e h 
o volume  da  agua,  o raio  da  superficie  e a altura  no  instante  ?,  onde  t esta  medido  em 
minutos. 

Dado  que  dVldt  ~ 2 mVmin,  precisamos  achar  dhldt  quando  h = 3 m.  A grandeza  V e 
h estao  relacionadas  pela  equagao 

V — rr2h 


FIGURA  3 


mas  e muito  proveitoso  expressar  V como  uma  foncao  de  h.  Em  ordem,  para  eiiminar  r,  usamos 
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os  triangulos  sim.il  ares  na  Figura  3 para  escrever 


s O que  temos  de  aprender  dos  Exem- 
plos  1-3  que  nos  ajudara  a resolver  os 
problemas  futuros? 


iff-  Advertencia:  Um  erro  comum  e 
substituir  a informacao  numerica  dada 
(para  as  grandezas  que  variant  com  o 
tempo)  precocemente.  Isso  deve  ser 
feito  somente  apos  a diferenciacao.  (O 
Passo  7 segue  o Passo  6.)  Por  exemplo, 
no  Exemplo  3 tratamos  com  os  valores 
genericos  com  h ate  que  finaimente  na 
ultima  etapa  substituimos  h — 3.  (Se 
tivessemos  feito  h = 3 anteriormente, 
terlamos  obtido  dVidt  = 0,  que  esta 
claramente  errado.) 


L_±_ 

h 4 


- jl 

t - 


e a expressao  para  V toma-se 


Agora  podemos  diferenciar  cada  lado  em  relacao  a t: 


dV 

TT  , , 

dh 

— 

h~ 

— 

dt 

4 

dt 

dh  _ 

4 

dV 

dt 

rrh2 

dt 

Substituindo  h = 3 m e dVjdt  ~ 2 mVmin,  temos 

dh_  _ 4 8 

dt  7r(3)2  977  l 

O ntvel  da  agua  estara  subindo  uma  taxa  de  B/(9tt)  0,28  m/min. 

Estrategia  E util  lembrar-se  de  alguns  dos  princtpios  do  problema-solucao  do  Capf- 
tulo  1 , na  pagina  80,  e adapta-los  para  as  taxas  relacionadas  com  a base  em  nossa 
experiencia  dos  Exemplos  1-3: 

1.  Leia  cuidadosamente  o problema. 

2.  Se  possivel,  fa^a  um  diagrams. 

3.  Introduza  a notagao.  Atribua  os  simbolos  para  todas  as  grandezas  que  sao  fun9oes  do 
tempo. 

4.  Expresse  a informagao  dada  e a taxa  requerida  em  termos  das  derivadas. 

5.  Escreva  uma  equacao  que  relacione  as  varias  grandezas  do  problema.  Se  neeessario, 
use  a geometria  da  situacao  para  eliminar  uma  das  variaveis  por  substituicao  (como 
no  Exemplo  3). 

6.  Use  a Regra  da  Cadeia  para  diferenciar  ambos  os  lados  da  equagao  em  relagao  a t. 

7.  Substitua  a informagao  dada  dentro  da  equagao  resultante  e resolva-a  para  a taxa 
desconhecida. 

Os  exemplos  a seguir  sao  ilustracoes  da  estrategia. 


FIGURA  4 


EXEtVIf  tG  4 c O carro  A esta  indo  rumo  ao  oeste  a 50  mi/h  e o carro  B esta  indo  rumo 
ao  norte  a 60  mi/h.  Ambos  estao  dirigindo  para  a intersegao  de  duas  estradas.  A que  taxe 
os  carros  estao  se  aproximando  um  do  outro  quando  o carro  A esta  a 0,3  mi  e o carro  B 
esta  a 0,4  mi  da  intersegao? 

S0LUQA0  Desenhemos  a Figura  4,  onde  C e a intersegao  das  estradas.  Em  um  dado 
instante  i}  seja  x a distancia  do  cturo  A a C,  seja  3?  a distancia  do  carro  B a C,  e seja  z a 
distancia  entre  os  carros,  onde  jcjet  sao  dadas  em  milhas. 

Dado  que  dxidt  ~ -50  mi/h  e dy/dt  = -60  mi/h.  (As  derivadas  sao  negativas  porque 
e >•  sao  decrescentes.)  Pedimos  para  encontrar  dzJdt.  A equagao  que  relaciona  x,  yeze 
dada  pelo  Teorema  de  Pitagoras: 
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Diferenciando  cada  lado  cm  rclacao  a t,  temos 


dx  _ dr 


o ;vv. ...  7.., 


ck  = I / A <7y\ 
rf/  r \ dt  ' di } 

Quando  x ~ 03  mi  e y = 0.4  mi,  o Tcorema  de  Fitagoras  da  4 = 0,5  mi:  logo 


(k  1 
dt  0. 


- [0,3 (-50)  + 0.4 (-60)] 


= - 78  mi  h 

Os  carros  se  aproxiniam  um  do  out.ro  a urna  taxa  de  78  mi/h. 

EXEMPL0  5 Urn  hoinem  an  da  ao  longo  de  um  carninho  reto  a uma  velocidade  de 
4 pes/s.  Um  holofote  localizado  no  chao  a 20  pes  do  carninho  focal iza  o homem.  A que 
taxa  o holofote  esta  girando  quando  o homem  esta  a 15  pes  do  ponto  do  carninho  mais 
proximo  da  luz? 

SOLUQAO  Fizemos  um  esboco  da  Figura  5,  onde  x e a distancia  entre  o homem  e 0 ponto 
do  carninho  mais  proximo  ao  holofote.  Seja  0 o angulo  entre  o feixe  do  holofote  e a 
perpendicular  ao  carninho. 

Dado  que  dx/dt  = 4 pes/s.  nos  foi  pedido  para  encontrar  dO/dt  quando  x =15.  A 
equacao  que  relaciona  x e 0 pode  ser  escrita  a partir  da  Figura  5: 


= ts  0 


x = 20  ta  9 


Diferenciando  cada  lado  ern  rela^ao  a t,  obtemos 

dx  , dO 

— = 20  sec2/?  — 
dt  dt 


dO  j dx 

— = 26  COS  ‘0  — 
dt  dt 


cos2/? (4)  = ( cos2/? 


Quando  v = 15,  o comprimento  do  feixe  e 25,  logo  cos  0 l e 

dO  1 / 4 \ 16 


dt  5 \ 5 


O holofote  esta  girando  a uma  taxa  de  0,128  rad/s. 
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CAPiTUlO  3 


Exercicios 


1.  Se  V for  o volume  do  um  cuho  com  a aresta  de  comprimento  v 
e a medida  que  o tempo  passa  o cuho  se  expande,  encontre  dV/di 
cm  termos  de  dx/dt. 

2.  (a)  Se  A for  a area  do  cfrculo  com  raio  r e a medida  que  o 

tempo  passa  o c/rculo  se  expande.  encontre  dAjdt  cm 
termos  de  drfdt. 

(b)  Suponha  que  o oleo  $ai  por  uma  ruptura  de  um  petroleiro 
e espalha-se  em  um  padrao  circular.  Se  o rate  do  61eo 
derramado  cresce  a uma  taxa  const  ante  de  1 m/s.  quao 
rapido  a area  do  derramamento  esta  crescendo  qnando  o 
raio  e igual  a 30  in? 

3.  Se  >'  — + 2x  e dx/dt  — 5,  encontre  dy/dt  quando  x ~ 2. 

4.  Se  .r  + v*  — 25  e dy/dt  6.  encontre  dx/dt  quando  y = 4. 

5.  Se  r - a-’  + v,  dx/dt  = 2 e dy/dt  = 3,  encontre  dz/dt  quando 
x = 5 e y - 12. 

6.  Uma  partfcula  move-sc  ao  Ion go  da  curva  y = v I + xi. 
Quando  ela  atinge  o ponto  (2,  3),  a coordenada  y esta 
crescendo  a uma  taxa  de  4 cm/s.  Quao  rapido  esta  variando  a 
coordenada  x do  ponto  naquele  instante? 

7-40  □ 

(a)  Quais  sio  as  grandezas  dadas  no  problema? 

(b)  Qual  e a grandeza  desconhecida? 

(c)  Faga  um  desenho  da  situacao  para  qualquer  instante  t. 

(d)  Escreva  uma  equagao  que  relacione  as  grandezas. 

(e)  Termine  resolvendo  o problema. 

djj  Um  aviao  voa  horizontalmente  a uma  altitude  de  1 mi,  a 500 
mi/h,  e passa  diretamente  sobre  uma  estagao  de  radar. 

Encontre  a taxa  segundo  a qual  a distancia  do  aviao  ate  a 
estacao  esta  crescendo  quando  ele  esta  a 2 mi  alem  da  estacao. 

8.  Sc  uma  bola  de  neve  derrete  de  forma  que  sua  area  de  superfi'eie 
decresce  a uma  taxa  de  1 cm2/ min,  encontre  a taxa  segundo  a 
qual  o diamet.ro  decresce  quando  o diametro  esta  a 10  cm. 

9.  Uma  luz  de  rua  e colocada  no  topo  de  um  poste  de  .15  pes,  Um 
homem  com  6 pes  de  altura  anda  afastando-se  do  poste  corn 
uma  veloeidade  de  5 pes/s  de  acordo  com  uma  trajetoria  reta. 
Com  que  veloeidade  se  move  o topo  de  sua  sonibra  quando  ele 
esta  a 40  pes  do  poste? 

10.  Ao  meio-dta,  o navio  A esta  a 150  km  a oeste  do  navio  B.  O 
navio  A esta  navegando  para  o leste  a 35  km/h,  e o navio  B 
esta  navegando  para  norte  a 25  km/h.  Quao  rapido  estara 
variando  a distancia  entre  os  navios  as  4 horas  da  tarde? 

( 11  j Dois  carros  iniciam  o movimento  de  um  mesmo  ponto.  Um  viaja 
para  o sul  a 60  mi/h,  e o out.ro  para  o oeste  a 25  mi/h.  A que  taxa 
esta  crescendo  a distancia  entre  os  carros  duas  horas  depois? 

12.  Um  holofote  sobre  o chao  ilumina  uma  parede  12  m distante 
dele.  Se  um  homem  de  2 m de  altura  anda  do  holofote  em 
direcao  a parede  a uma  veloeidade  de  1 ,6  m/s,  quao  rapido 
decresce  sua  sombra  sobre  a parede  quando  ele  esta  a 4 m dela? 

13.  ) Um  homem  comega  a andar  para  o norte  a 4 pes/s  a paitir  de  um  ponto 

P.  Ctnco  minutes  depois  uma  mulher  comega  a andar  para  o sui  a 


5 pes/s  de  um  ponto  a 500  pes  a leste  de  P.  A que  taxa  as  pessoas  estiy 
se  separando  .15  minutes  depois  de  a mulher  comecar  a andar? 

14.  Uma  quadra  de  beisebol  e um  quadrado  com  90  pes.  Um  bate-, 
dor  atinge  a boia  e corre  em  direcao  a primeira  base  com  uma 
veloeidade  de  24  pes/s. 

fa)  A que  Taxa  esta  decrescendo  sua  distancia  da  segunda  base 
quando  ele  esta  a meio  caminho  da  primeira  base? 

(b)  A que  taxa  esta  aumentando  sua  distancia  da  terceira  base 
no  mesmo  momento? 


W / y mw 

> I @ -Mp  'x 


v jf  90  pes 


15;  A altura  de  um  triangulo  cresce  a uma  taxa  de  1 cm/min,  enquant« 

a area  do  triangulo  cresce  a uma  taxa  de  2 enr/min.  A que  taxa  est 

variando  a base  do  triangulo  quando  a altura  e 10  cm  e a area,  KK)  enr 

16.  Um  bote  e puxado  em  diregao  ao  ancoradouro  por  uma  corda 
que  esta  atada  na  proa  do  bote  e que  passa  por  uma  polia  sobre  < 
ancoradouro  (que  esta  1 m mais  alto  que  a proa).  Se  a corda  for 
puxada  a uma  taxa  de  1 m/s,  quao  rapido  esta  se  aproximando  t 
bote  do  ancoradouro  quando  ele  estiver  a 8 m dele? 


17.  Ao  meio-dia,  um  navio  A esta  100  km  a oeste  do  navio  B.  O 
navio  A esta  navegando  para  o sul  a 35  km/h,  e o B esta  indo 
para  o norte  a 25  km/h.  Quao  rapido  esta  variando  a distancia 
entre  eles  as  4 horas  da  tarde? 

18.  Uma  partfcula  esta  se  movendo  ao  longo  da  curva  y = y v. 
Quando  a partfcula  passa  pelo  ponto  (4,2),  sua  coordenada  x 
cresce  a uma  taxa  de  3 cm/s.  Quao  rapido  esta  variando  a 
distancia  da  partfcula  a origem  nesse  instante? 

19.  Esta  vazando  agua  de  urn  tanque  conico  invertido  a uma  taxa  d 
10.CKX)  cm5/ min.  Ao  mesmo  tempt)  esta  sendo  bombeada  a agua  pai 
dentro  do  tanque  a uma  taxa  constante.  O tanque  tern  6 m de  altura, 
o diametro  no  topo  e de  4 m.  Se  o nfve!  da  agua  estiver  subindo 
uma  taxa  de  20  cm/min  quando  a altura  da  agua  for  2 m,  encontre 
taxa  segundo  a qual  a agua  esta  sendo  bombeada  dentro  do  tanque 

20.  Um  cocho  tern  10  pes  de  comprimento,  e suas  extremidades 
tern  a forma  de  triangulos  isosceles  com  3 pes  na  base  e 1 pe 
tie  altura.  Se  o cocho  for  preenchido  com  agua  a uma  taxa  de 
12  pes’/ min,  quao  rapido  estara  se  elevando  o nfvel  da  agua 
quando  ele  estiver  com  6 polegadas  de  proftmdidade? 
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21*  Uma  tina  de  agua  tcm  10  m de  comprimento  c uma  scccao 

transversal  com  a forma  de  uin  trapezdide  isosceles  com  .■>0  cm 
de  comprimento  na  base.  80  cm  de  cxtensao  no  topo  e 50  cm 
de  altura.  Se  a tina  for  preenchida  com  agua  a uma  taxa  de 
0.2  itf/min.  quao  rapido  estara  subindo  o nivel  da  agua  quando 
ela  estiver  a 30  cm  de  profit ndidade? 

22.  Uma  piscina  tern  20  pes  de  largura  por  40  pes  de  comprimento. 
3 pes  de  profundidade  na  parte  rasa,  e 9 pes  na  parte  mats 
funda.  Uma  secgao  transversal  esta  mostrada  na  figura.  Se  a 
piscina  for  preenchida  a uma  taxa  de  0.8  pesV'min.  quao  rapido 
estara  subindo  o nivel  da  agua  quando  sua  profundidade  no 
ponto  mais  profit ndo  for  de  5 pes? 


— -*r — H- -+• — 

6 12  16  6 


23.  Uma  esteira  transport  ad  ora  esta  descarregando  cascalho  a uma 
taxa  de  30  pes-’/min,  constitunido  uma  pilha  na  forma  de  cone 
com  o diametro  da  base  e altura  sempre  igual.  Quao  rapido 
esta  crescendo  a altura  da  pilha  quando  esta  a 10  pcs  de  altura? 


24.  Um  papagaio  (pipa)  a 100  pes  aciina  do  solo  move-se 
horizontal mente  a uma  velocidade  de  8 pes/s.  A que  taxa  esta 
decrescendo  o angulo  cntre  a linha  e a horizontal  depots  de 
200  pes  de  linha  serern  soltos? 

25.  Dois  lados  de  um  triangulo  sao  4 m e 5 m.  e o angulo  entre 
eles  esta  crescendo  a uma  taxa  de  0.06  rad/s.  Hncontre  a taxa 
segundo  a qual  a area  esta  crescendo  quando  o angulo 

entre  os  lados  do  comprimento  fixo  e tt/d. 

26.  Dois  lados  de  um  triangulo  sao  12  in  e 15  m,  e o angulo  entre 
eles  esta  crescendo  a uma  taxa  de  2‘Vmin.  Quao  rapido 

esta  crescendo  o comprimento  do  terceiro  lado  quando 
o angulo  entre  os  lados  do  comprimento  fixo  e 60"? 

27.  A Lei  de  Boyle  estabelcce  que  quando  uma  amostra  de  gas 
esta  comprimida  a uma  temperatura  constante,  a pressao  P 
e o volume  V satisfazem  a cquagao  PV  — C,  onde  C e uma 
constante.  Suponha  que  cm  um  certo  irtstante  o volume  e de 
600  cm3,  a pressao  e 150  kPa  e a pressao  cresce  a uma  taxa  de 
20  kPa/min.  A que  taxa  esta  dccrescendo  o volume  nesse  instante? 

28.  Quando  o ar  $e  expande  adiabatieamente  (sent  ganhar  ou 
perder  calor),  sua  pressao  P e volume  V'  estao  relacionados 


pela  equacao  PV'"  -----  C.  onde  C e uma  constante.  Suponha 
que  a um  ceno  instante  o volume  e de  400  cm'  e a pressao.  80 
kPa.  e esta  decrescendo  a uma  taxa  de  10  kPa//min.  A que  taxa 
esta  crescendo  o volume  nesse  instante? 

29.  Se  dois  resistores  com  resistencia  R-.  e R2  estao  concctados  era 
paralelo.  como  na  figura.  entao  a resistencia  total  R.  metlida 
em  ohms  (12),  e dada  por 

I ...  _L  _l  1 
R ~ Rt  R2 

Se  R\  e R2  estao  crescendo  a taxas  de  0.3  12/s  e 0.2  12/s, 
respect ivamente,  quao  rapido  esta  variando  R quando 
Ri  = 80  ft  c R2  » 100  12? 


< R,  < R 


30.  Nos  peixes,  o peso  do  cerebro  B como  uma  funcao  do  peso 
corporal  VV  tern  sido  modclado  pela  funcao  potencia 

B = 0,007 W2/ 3 , onde  B e W sao  medidos  em  gramas.  Um 
modelo  para  o peso  corporal  como  uma  funcao  do  compri- 
mento corpora]  L (medido  em  cent  (metros)  e W — 0,12L  ~v.  Se, 
em  JO  milhoes  de  anos,  o comprimento  medio  de  uma  cerla 
e. specie  de  peixes  evoluiu  de  15  cm  para  20  cm  a uma  taxa 
constante,  quao  rapido  estava  crescendo  o cerebro 
dessa  especie  quando  o comprimento  medio  era  de  18  cm? 

31.  Uma  escada  com  10  pes  de  comprimento  esta  apoiada  contra 
uma  parede  vertical.  Se  a base  da  escada  desliza  afastando-se 
da  parede  a uma  velocidade  de  2 pes/s,  quao  rapido  esta 
variando  o angulo  entre  o topo  da  escada  e a parede  quando  o 
angulo  e tt/4  rad? 

32.  Duas  carretas,  A e B,  estao  conectadas  por  uma  corda  de  39  pes 
que  passa  por  uma  polia  P (veja  a figura).  O ponto  Q esta  sobre 
o chao  12  pes  diretamente  abaixo  de  P e entre  as  carretas. 

A carreta  A esta  sendo  puxada  afastando-se  de  Q a uma 
velocidade  de  2 pes/s.  Quao  rapido  esta  se  movendo  a carreta  B 
em  direcao  a Q no  instante  em  que  A esta  a 5 pes  de  Q? 


I 

P 

1 2 pes 

4 A b 

i B L 

o o 

j 
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33.  Uma  camera  de  telcvisao  esta  posicionada  a 4.000  pes  de  uma 
base  de  langamento  de  foguete.  O angulo  de  elevacao  da 
camera  deve  variar  a uma  taxa  tjue  possa  focalizar  o foguete.  O 
mecanismo  de  foco  da  camera  tambem  deve  Jevar  em  conta  o 
aumento  da  distancia  entre  a camera  e o foguete  em  subida. 
Vamos  super  que  o foguete  suba  verticalmente  e com  uma 
velocidade  de  600  pes/s  quando  ja  liver  subido  3.000  pes. 
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(a)  Quao  rapido  esta  variando  a distancia  da  camera  ao 
foguete  nesse  memento? 

(b)  Se  a camera  de  televisao  apontar  sempre  em  direcao  ao  foguete, 
quao  rapido  estara  variando  o angtilo  de  elevacao  deia 
nesse  mesmo  momento? 

Um  farol  esta  localizado  em  uma  ilha,  e a distancia  entre  e)e  e o 
ponto  mats  proximo  P em  uma  praia  rent  do  continente  e de  3 km. 
Sua  luz  faz  quatro  revoluqoes  por  minuto.  Quao  nipido  estara  se 
movendo  o feixe  de  luz  ao  longo  da  praia  quando  ele  estiver  a 
1 km  de  PI 

Um  aviao  voando  a uma  velocidade  constante  de  300  km/h 
passa  sobre  uma  estate  de  radar  no  solo  a uma  altitude  de 
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1 km  e subindo  um  anguio  de  30°.  A que  taxa  esta  crescendo 
a distancia  do  av^o  a estacao  de  radar  1 minuto  rnais  tarde? 

36.  Duas  pessoas  cc^ecam  a andar  a partir  do  mesmo  ponto.  Unit 
vai  para  o leste  ^ 3 mi/h  e a outra,  para  o nordeste  a 2 mi/h. 
Quao  rapido  esq*  variando  a distancia  entre  as  pessoas  apos  D 
minutos? 

37.  Um  velocista  cO}re  ern  uma  pista  circular  de  raio  100  m a urn; 
velocidade  constate  de  7 m/s.  Seu  amigo  esta  em  pe  a uma 
distancia  de  200  m Jo  centro  da  pista.  Quao  rapido  estara 
variando  a distar\cja  entre  os  amigos  quando  estiverem  a uma 
distancia  de  200  m? 

38.  0 ponteiro  dos  minutos  de  um  relogio  mede  8 mm.  enquanto  < 
das  boras  tern  4 trim  je  comprimento.  Quito  rapido  esta 
variando  a distancia  entre  a ponta  dos  ponleiros  a i bora? 


Lineares  e Diferenciais 


Vimos  que  uma  curva  fiea  muito  petlo  de  sua  reta  tangente  nas  proxtmidades  do  ponto  c 
tangencia.  De  fato,  dando  urn  zoom  em  direqao  a um  ponto  sobre  o grafico  de  uma  funqa 
difereneiavel,  notamos  que  o grafico  assemelha-se  cada  vez  mats  a sua  reta  tangente  (ve 
a Figura  2 na  Setjao  2.7  e a Figura  3 na  Seqao  2.8).  Essa  observaqao  e a base  para  o metod 
de  encontrar  os  valores  aproximados  de  funcoes. 

A ideia  e que  pode  ser  facil  calcular  um  valor  f(a ) de  uma  funcao.  mas  e diffcil  (c 
mesmo  impossfvel)  computar  os  valores  proxinios  de  /.  Assim  decidimos  pelos  valort 
facilmente  computados  da  funqao  L,  cujo  grafico  e a reta  tangente  de /em  ( a,f(a )).  (Ve 
a Figura  1 .) 

Em  outras  palavras,  usamos  a reta  tangente  em  ( a,f(a ))  como  uma  aproximaqao  para 
curva  >’  — f(x ) quando  x esta  proximo  de  a.  Uma  equa^ao  dessa  reta  tangente  e 

y = f{a)  + f'(a)(x  ~ a) 


f{x)  * f(a)  + f(a)(x  - a) 


e a aproxima^ao 

|T| 


e denominada  aproxima^ao  linear  ou  aproxima^ao  peia  reta  tangente  de/em  a. 
funcao  linear  cujo  grafico  e essa  reta  tangente,  isto  e, 

jTj  Ux)  - f(a)  + f'{a)(x  - a) 

e chamada  de  linearizacao  de/em  a. 

O seguinte  exemplo  e tfpico  em  situacoes  nas  quais  usamos  uma  aproximagao  line 
para  predizer  o comportamento  futuro  de  uma  funcao  dada  empiricamente. 


EXEMPLO  1 □ Suponha  que  apos  ter  recheado  um  pent  a sua  temperatura  e de  50  °F  e 
voce  entao  o coloca  no  fomo  a 325  °F.  Depois  de  uma  flora  o termometro  do  peru  indie 
que  sua  temperatura  esta  a 93  °F  e,  apos  2 horas,  a 129  °F.  Prediga  a temperatura  do  pei 
apos  3 horas. 

S0LUQA0  Se  T(t)  representa  a temperatura  do  peru  apos  t horas,  nos  foi  dado  que 
7(0)  — 50,  r(l)  - 93  e 7(2)  = 129.  Para  fazer  uma  aproximacao  linear  com  a — 2, 
precisamos  de  uma  estimativa  para  a derivada  T'( 2).  Uma  vez  que 


T'{  2)  — lim 

1— *2 


T(t)  - T( 2) 
T7-  2 
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podemos  estimar  T{ 2)  pelo  quociente  tie  diferencas  com  t = !: 
r'(2)  --  7~-])  ~ 7"(2)  93  --  1 2 9 ^ 

I:>so  equivale  a aproximar  a taxa  instantanea  de  variacao  da  temperatura  pela  taxa  media 
de  variacao  entre  t = J e t = 2,  que  e de  36  °F/h.  Com  essa  estimativa,  a aproximacao 
linear  { 1 ) para  a temperatura  apos  3 horas  e 

7(3)  ~ 7(2)  + r(2)(3  2) 

~ 129  + 36  * 1 .165 

Logo,  a temperatura  esperada  apos  3 horas  e de  165  °F. 

Obtemos  uma  estimativa  mais  precisa  para  7'(2)  desenhando  os  dados,  como  na 
Figura  2.  e estimando  a inclinacao  da  reta  tangente  emt  = 2 como 

T'{ 2)  « 33 

Entao  nossa  aproximacao  linear  torna-se 

7(3)  « 7(2)  + 7 '(2)  • I « 129  + 33  - 162 

e nossa  estimativa  melhorada  para  a temperatura  e de  162  °F. 

I nia  vez  que  a curva  da  temperatura  fica  abaixo  da  reta  tangente,  parece  que  a temperatura 
real  apos  3 horas  sera  urn  poueo  menor  do  que  a 162  °F,  talvez  mais  proximo  a 160  °F. 


■ " * Encontrt  a lin  e ari  zac  a o da  funcao  fix)  — y.t  4*  3 ein  a — 1 e use- a para 
aproximar  os  numeros  73,98  e 74,05.  Essas  a prax  imagoes  estao  superestimadas  ou 
subestimadas? 

SOLUQAO  A derivada  de  f(x)  — (.v  + 3)1/2e 


fix)  - Ux  + 


2Jx  + 3 


e assim  temos  ./(I)  = 2 e /'(l)  = \ . Colocando  esses  valores  na  Equacao  2,  vemos  que 
a linearizagao  e 


L(x)  = f(l)  + f'{  1 )(x  ■■■■  l)  = 2 + !(v  - 1)  = — j — 

4 4 


A aproximacao  linear  correspondente  ( 1 ) e 


r x lx.  , , , . 

v + 3 =' f — (quando  ;v  esta  proximo  de  I) 

4 4 


Em  particular,  temos 


73,98  - l + 


-995  e 74,05  - J + ‘f 


A aproximagao  linear  esta  ilustrada  na  Figura  3.  Vemos  que,  realmente,  a aproximagao 
pela  reta  tangente  e uma  boa  aproximacao  para  a fungao  dada  quando  x esta  proximo  de 

1.  Vemos  tambein  que  nossas  aproximagoes  sao  superestimadas,  pots  a reta  tangente  esta 
acima  da  curva. 
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Naturalmente.  uma  calculation!  nos  daria  aproximacoes  para  »/3,98  e x/4,05-  mas  a aproxi- 
macao  linear  funciona  em  todo  o intervale. 

Na  tabela  a seguir  comparamos  as  estimativas  de  uma  aproxirnacao  linear  no  Exempio  2 
com  os  va lores  verdadeiros.  Observe  na  tabela,  e tarnbem  na  Figura  3.  qu.e  a aproxirnacao 
pela  reta  tangente  da  boas  estimativas  quando  x esta  proximo  de  1 , mas  a precisao  da 
aproxirnacao  deteriora  a medida  que  x se  afasta  de  1 . 


Quao  boa  e a aproxirnacao  obtida  no  Exempio  2?  O exempio  a seguir  mostra  que 
usando  uma  calculadora  gralica  ou  computador  podemos  determinar  o intervalo  dentro  do 
qual  uma  aproxirnacao  linear  fornece  uma  precisao  especifieada. 


Para  que  valores  de  x a aproxirnacao  linear 


\/X 


4,3 


Q::^" 


y = + 3 + 03, 

' 

lAx) f + 

' y — V.v+3-  03 

d 

FIGURA  4 

1 

10 


e precisa  dentro  de  0,5?  O que  se  pode  dizer  sobre  uma  precisao  dentro  de  0,1? 

S0LUCA0  Uma  precisao  dentro  de  05  significa  que  as  funpoes  devem  diferir,  uma  da  outra,  por 
menos  que  0,5: 


I v x + :>  “ 


< 05 


Assirn,  podemos  eserever 


05 


< Jx  + 3+05 


o que  estabelece  que  a aproxirnacao  linear  deve  ficar  entre  as  curvas  obtidas  deslocando- 
se  a curva  y = yjx  + 3 para  cima  e para  baixo  por  uma  distancia  de  0,5-  A Figura  4 mostra 
que  a reta  tangente  v = (7  + x)/ 4 intercepta  a curva  superior  y = y.r  + 3 + 05  em  P e 
O.  Dando  um  zoom  e usando  o cursor,  estimamos  que  a coordenada  x de  P e cerca  de  —2,66 
e que  a coordenada  x de  0 e cerca  de  8.66.  Assim.  vemos  do  graft co  que  a aproxirnacao 


e precisa  dentro  de  05  quando  -2,6  < x < 8,6.  (Por  seguranca,  arredondamos.) 

Analogamente,  da  Figura  5 vemos  que  a aproximagao  e precisa  dentro  de  0,1  quando 
-1,1  < x < 3,9. 


FIGURA  5 
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j Aplicacoes  a Hsica 

As  aproximacoes  lineares  sao  muitas  vez.es  usadas  cm  fisica.  Analisando  as  conseqiieneias 
de  uma  equacao,  um  fjsico  as  vezes  precisa  simplifiear  uma  funyao  substituindoa  por  sua 
aproximacao  linear.  For  exemplo,  ao  deduzir  uma  formula  para  o perfodo  de  urn  pendulo. 
os  textos  de  fisica  obtem  a expressao  aT  — -g  sen  0 para  a aceleracao  tangential  e entfio 
substituem  sen  6 por  6 com  a observacao  de  que  sen  0 esta  muito  proximo  de  0 se  0 nao 
lor  grande.  (Veja,  por  exemplo,  Physics:  Calculus , de  Eugene  Hecbt,  2.  ed..  Pacific  Grove, 
CA:  Brooks/Cole,  2000,  p.  431 .)  Voce  pode  vcrificar  que  a linearizacao  da  funyao  fix)  ~ 
sen  v em  a = 0 e Li. x)  — ,v,  e assim  a aproximacao  linear  em  0 e 

sen  a ~ v 

(veja  o Exercfcio  48).  Assim,  a deduyao  da  formula  para  o perfodo  de  um  pendulo  usa  a 
aproximacao  pela  reta  tangente  para  a funyao  seno. 

Outro  exemplo  ocorre  na  teoria  da  optica,  quando  os  raios  de  luz  que  chegam  em  angu- 
los  rasos  em  relacao  ao  eixo  otico  sao  chamados  raios  paraxiais.  Na  otiea  paraxial  (on 
gaussiana),  tanto  sen  0 como  cos  0 sao  substituidos  por  suas  linearizayoes.  Em  outras 
pa  lavras,  as  aproximacoes  lineares 

sen  0 ~ 0 e cos  0 ~ 1 

sao  usadas,  pois  0 esta  proximo  de  0.  Os  resultados  de  calculos  feitos  com  essas  aproxi- 
macoes  tomam-se  a ferramenta  teoriea  basiea  para  projetar  as  lentes.  (Veja  Optics , de 
Eugene  Heeht,4.  ed..  Reading,  MA:  Addison- Wes  ley.  2002.  p.  1 54.) 

Na  Seyao  11.12  do  Volume  II  vamos  apresentar  varias  outras  aplicacoes  da  ideia  de 
aproximacao  linear  para  a fisica. 


L,  J Oiferenciais 


Se  <ix  ¥'■  0,  poaemos  dividir  ambos 
os  lad  os  da  Equacao  3 por  dx  para 
obter 


Temos  visto  equagoes  similares  antes, 
mas  agora  o lado  esquerdo  pode 
genuinamente  ser  mterpretado  como 
uma  taxa  de  oiferenciais. 


y 


Q R , 


0 1 /'  f X x + As 


As  ideias  por  tras  das  aproximayoes  lineares  sao  algumas  vezes  formuladas  na  terminolo- 
gia  e notayao  de  diferenciais.  Se  y = fix),  ond  e/e  uma  funyao  diferenciavel.  entao  a dife- 
rencial  dx  e uma  variavel  independente;  isto  e,  a dx  pode  ser  dado  uni  valor  real  qualquer. 
A diferencial  dy  e entao  definida  em  termos  de  dx  pela  equayao 

\2_'.  r/v  = fix)  dx 

Assim  dy  e uma  variavel  dependente;  ela  depende  dos  valores  de  x e dx.  Se  a dx  for  dado 
um  valor  especifico  e v for  algum  numero  especifico  no  dommio  de  /.  entao  o valor 
numerico  de  dy  esta  determ inado. 

O significado  geometrico  de  diferenciais  esta  na  Figura  6.  Seja  /*{  v,/(  v)>  e 
0(x  + A.v,/(.v  + Aid  pCMitos  sobre  o grafico  de  / e fayamos  dx  — Ax.  A variacao  cor- 
respondente  em  v e 

Ay  = f(x  + A v!  - fix) 

A inelinayao  da  reta  tangente  PR  e a derivada  fix).  Assim,  a distancia  direta  de  S a R e 
/ (a)  dx  — dy.  Consequentemente,  dy  representa  a distancia  que  a reta  tangente  sobe  ou 
desce  (a  variayao  na  linearizacao),  enquanto  Ay  representa  a distancia  que  a curva  y — fix) 
sobe  ou  desce  quando  x varia  por  uma  quantidade  dx. 

EXEMPLO  4 Compare  os  valores  de  Ay  e dy  se  y — fix)  — x3  + x2  - 2x  ■+■■  1 e x 
variar  (a)  de  2 para  2,05  e (b)  de  2 para  2.01 . 


FIGURA  6 
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SOLUCAO 

(a)  Temos  que 

/( 2)  = 2 5 + 22  - 2(2)  +1—9 
film)  = (2.05)3  + (2,05)2  - 2(2.05)  + j = 9,717625 
Ay  = /(2,05)  -,/(2)  - 0,737625 

Em  geral,  <7y  = /'(x)  <7x  = (3x2  + 2x  ~ 2)  <ix 

Quando  x = 2 e <7x  = Ax  = 0,05,  temos 

dy  = [3(2>2  + 2(2)  - 2]0i)5  = 0,7 

(b)  /(2,01)  = (2,0 1)3  + (2,0 1)2  “ 2(2,01)  + 1 = 9,140701 

Ay  =/(2j01)  - /( 2)  = 0,140701 

Quando  dx  = Ax  = 0,01 , 

dy  = [3(2>2  + 2(2)  - 2]0,01  =0,14 


Note  que  no  Exemplo  4 a aproximacao  Ay  *=  dy  toma-se  melhor  a medida  que  Ax  fica 
menor.  Note  tambem  que  e muito  mais  facil  computar  dy  do  que  Ay.  Para  as  fur^oes  mars 
complicadas  pode  ser  impossivei  computar  exatamente  Ay.  Nesses  casos,  a aproximacao 
por  diferenciais  e especialmente  proveitosa. 

Na  nota^ao  de  diferenciais,  a aproximacao  linear  (1)  pode  ser  escrita  como 

f(a  + dx ) ^ f [a]  + dy  - 

Por  exemplo,  para  a funcao  /(x)  — yfx  + 3 do  Exemplo  2,  temos 


dy  — fix)  dx  — 


2vx  + 3 


Se  a — 1 e dx  — Ax  = 0,05,  entao 


043125 


e vr4,05  = f{l.Q5)  --/(l)  + dy  = 2,0125 

exatamente  como  encontramos  no  Exemplo  2. 

Nosso  exemplo  final  ilustra  o uso  de  diferenciais  na  estimativa  de  erros  que  ocorrem  em 
virtude  de  medidas  aproximadas. 

EXEMPLO  5 :::  O raio  de  uraa  esfera  tern  21  cm,  com  um  erro  de  medida  possivel  de  no 
maximo  0,05  cm.  Qual  e o erro  maximo  cometido  ao  usar  esse  valor  de  raio  para  com- 
putar o volume  da  esfera? 

S0LUQA0  Se  o raio  da  esfera  for  r,  entao  seu  volume  e V = \ rrr\ Se  o erro  na  medida 
do  valor  de  r for  denotado  por  dr  = A r,  entao  o erro  correspondente  no  calculo  do  valor 
de  V e AV.  que  pode  ser  aproximado  pela  diferencial 


dV  = 4t it1  dr 


Quando  r — 2 1 e dr 


O erro  maxi  mo  no  v 


” 0 .05  ‘ temo's-  • 

dV  = 4/7(2 ! ) 2 0,05  -~=  277 
oiu me  calculado  e tie  cerca  de  277  cm:  . 


NOTA  o Em  bora  o erro  possfvel  no  Exemplo  5 possa  parecer  muito  grande,  uma  ideia 
melhor  dele  e dada  pelo  erro  relativo,  que  e computado  divjdindo-se  o erro  pelo  volume 
total: 


A V ^ dV  4jrr~  dr  dr 

“F  ~ ~v  = 3 7" 

Assist!,  o erro  relativo  no  volume  e cerca  de  tres  vezes  o erro  relativo  no  raio.  No  Exemplo  5 
o erro  relativo  no  raio  e de  aproximadamente  dr/r  — 0.05/21  ~ 0.0024  e produz  urn  erro 
relativo  de  cerca  de  0,007  no  volume.  Os  erros  tambem  podem  ser  expresses  como  erros 
pereentuais  de  0,24%  no  raio  e 0,7%  no  volume. 


Exercicios 


1.  No  Exemplo  1,  o peru  e removido  do  fomo  quando  sua 
temperature  atinge  185  T e colocado  sobre  uma  mesa  em  uma 
sala  onde  a temperatura  e de  75  °F.  Apes  dez  minutos  a 
temperatura  e de  172  P . e apos  20  minutos,  160  CF.  Use  uma 
aproximacao  linear  para  predizer  a temperatura  do  peru  apos 
meja  hora.  Voce  acha  sua  predifao  superestimada  ou 
subestimada?  Por  que? 

2.  A pressao  atmosferica  P decresee  a medida  que  a altura  h 
aumenta.  A uma  temperatura  de  15  °C,  a pressao  e 1013 
quilopascals  (kPa)  no  nivel  do  mar,  87,1  kPa  a h — 1 km  e 
74,9  kPa  a h = 2 km.  Use  uma  aproximacao  linear  para 
estimar  a pressao  atmosferica  a uma  altitude  de  3 km. 

3.  O grafico  indica  como  a populacao  da  Australia  esta  envelhecendo, 
apontando  o passado  e a porcentagern  projetada  da  populacao 
com  idade  superior  ou  igual  a 65  anos.  Use  uma  aproximacao 
linear  para  prever  a porcentagern  da  populacao  que  tera 

65  anos  ou  mats  nos  anos  2040  e 2050.  Voce  acredita  que  suas 
provisoes  estao  muito  para  mais  ou  para  menos?  Por  que? 


4.  A tabefa  mostra  a populacao  do  Nepal  (era  milhoes)  em  30  de 
junho  de  cacla  ano  dado.  Use  uma  aproximacao  linear  para 
estimar  a populacao  em  meados  de  1984.  Utilize  outra  para 
prever  a populacao  em  2006. 


f l 1 080 

1985 

1990 

j 995 

2000 

N{i)  | 15,0 

17.0 

19.3 

22,0 

243f 

S~8  Encontre  a linear!  zacao  Lix)  da  funcao  em  a. 

5.  fix)  ~ x' . a = 1 6.  f{x)  — In.v,  a — .1 

7.  fix)  — cos  A',  a = rr/2  8.  fix)  = $x,  a — —8 


as  9.  Encontre  a aproximacao  linear  da  funcao  fix)  = v;  ] - x 
em  a ™ 0 e use-a  para  aproximar  os  numeros  yt}  9 e 
\ 0,99.  1 lustre  fazendo  os  graficos  de  / e a ret  a 
tangeme. 

ii  10.  Encontre  a aproximacao  linear  da  funcao  g(x)  — yl  + x 

em  a — 0 e use-a  para  aproximar  os  numeros  40,95  e v 1.  i . 
Ilustre  fazendo  os  graficos  de  g e a reta  tangente. 


1900 


:ooo 


t 


James  Stewart  CAPlTULG  3 R 


:NC!ACAO 


11-14  - Verifique  a aproximacao  linear  dada  em  a ~ 0.  Entao 


determine  os  vaiores  de 

x para  os  quais  a aproximagao  linear  e 

dais  por  que 

precisa  dentro  de  0,1 . 

37.  sec  0,08  *»  i 

11.  v 1 -x  ~ 1 - \x 

12.  tg  x ~ x 

39.  In  1 05  ~ 0,05 

13.  1/(1  + 2 xf  **  1 - 

8.r 

40.  Sejam  fix)  :- 

14.  e*  « 1 + x 

e /2(a)  = 

38.  (3.01)6 


u 

1 .06 


15-20  Encontre  a diferencial  da  fungao. 

15.  v = a4  + 5a 

16.  V — COS  TTX 

17.  y — x In  x 

18.  v *»  /f“fT2 

u + 1 

19.  v = 

u --  1 

20.  v - (1  + 2r)“J 

21-26  □ (a)  Encontre  a diferencial  dy  e (b)  calcule  dy  para  os 
vaiores  dados  de  x e dx. 

21.  _v  — x5  + 2a,  a ~ 3,  dx  — ~ 

22.  v = ex/\  x « 0.  dx  = 0.1 

23.  v = v4  + 5a,  x — 0,  i/x  = 0,04 

24.  v - I/(a  + l)  , x = I,  t/x  = -0,01 

25.  y — tg  a,  a = tt/4.  rix  = ~0,i 

26.  y — cos  a,  x — tt/3,  dx  = 0,05 

27-30  O Compute  Ay  e dy  para  os  vaiores  dados  de  x e 
dx  :-=  Ax  . Erttao  esboce  um  diagrama  como  o da  Figura  6, 
mostrando  o segmento  de  reta  com  coinprimentos  dx.  dy  e Ay. 

27.  y = x2.  x — l.  At  = 0,5 

28.  v — yx.  a = 1 , Ax  = 1 

29.  v « 6 -•  a',  a - —2,  At  = 0,4 

30.  y - 16/a.  a = 4,  Ax  - ~ 1 

31-36  G Use  as  differencials  (ou,  de  maneira  equivalente,  uma 
aproximacao  linear)  para  estimar  o mimero  dado. 

31.  (2,00 1)5 

32.  V99J 

33.  (8,06)J',';i 

34.  1/1.002 

35.  tg  44"= 

38.  In  3 .07 


40.  be  jam  fix)  = (x  - iy,  f/u)  = 

e *(■*■)  = 1 + ln(l  -2x). 

(a)  Determine  as  linearizacoes  para  f,  g e h em  a 6-  Q qi 
voce  observa?  Como  explicar  o cjue  aconteceu? 

II  (t>)  Faga  os  grdficos  de/,  g e h e de  suas  aproximagoes  lineals. 

Para  qual  fungao  a aproximacao  e melhor?  Para  qua!  e pio 
Justifique. 

41.  A aresta  de  um  cubo  tern  30  cm,  com  ffm  possrvel  erro  de 
medida  de  0,1  cm.  Use  diferenciais  para  estimar  o erro 
maxi  mo  possive!  em  computar  (a)  o volume  do  cubo  e (b)  a 
area  da  superficie  do  cubo. 

42.  O raio  de  um  disco  circular  e 24  cm,  com  um  erro  possmel  de  (D  a 

(a)  Use  as  diferenciais  para  estimar  o erro  maximo  na  area  d< 
disco  calculado. 

(b)  Qual  o erro  relativo?  Qual  o erro  percentual? 

43.  A circimferencia  de  uma  esfera  mede  84  cm,  com  erro  possfvi 
de  0,5  cm. 

(a)  Use  as  diferenciais  para  estimar  o erro  maximo  na  area 
superficial  cakulada.  Qual  o erro  relativo? 

(b)  Utilize  as  diferenciais  para  estimar  o erro  maximo  no 
volume  calculado.  Qual  o erro  relativo? 

44.  Use  as  differencials  para  estimar  a quantidade  de  tinta 
necessaria  para  aplicar  uma  camada  de  0,05  cm  de  tinta  a um 
domo  com  diametro  de  50  m. 

45.  (a)  Utilize  as  diferenciais  para  achar  uma  formula  para  o 

volume  aproximado  de  uma  fina  camada  cilindrica  com 
altura  h,  raio  interne  r e espessura  Ar. 

(b)  Qual  e o erro  envolvido  no  uso  da  formula  da  parte  (a)? 

46.  Quando  o sangue  flui  ao  longo  de  um  vaso  sangufneo,  o fluxo 
(o  volume  de  sangue  por  unidade  de  tempo  passando  por  u 
dado  ponto)  e proporcional  a quarta  potencia  do  raio  R do  vas 

F = kR4 

(Isso  e conhecido  como  a Lei  de  Poiseuille;  mostraremos  p' 
que  isso  e verdadeiro  na  Segao  8.4.)  Uma  arteria  parcialmen 
obstrufda  pode  ser  alargada  por  uma  operagao  chamada  angi 
plastia,  na  qual  um  cateter  do  tipo  balao  e inflado  clentro  < 
arteria  a fun  de  aumenta-la  e restaurar  o fluxo  normal  do  sangu 
Mostre  que  a variacao  relativa  em  F e cerca  de  quatro  vezes  £ 
variagao  relativa  em  R.  Como  um  aumento  de  5%  no  raio  ate! 
o fluxo  do  sangue? 

47.  Estabelega  as  seguintes  regras  para  trabalhar  com  as  diferen- 
ciais (onde  c denota  uma  constante  e u e v sao  funcoes  de  x). 

(a)  dc  = 0 

(b)  dicu)  — c du 

(c)  din  + v)  = du  + dv 

(d)  d(uv)  = ii  dv  4-  v du 


(f)  d(x")  — nxK"ldx 


■ 


iEnt Physics;  Calculus,  de  Eugene  Hecht,  2.  ed..  Pacific  Grove. 
•^^•Brooks/Cole,  2002,  p.  431.  no  curso  da  deducao  da 
formula  T = 1'rr^Ljg  para  o perfodo  de  urn  pendulo  de 
comprimento  L.  o autor  obtem  a equagao  aT  = - g sen  0 para  a 
aceleragao  tangencia!  do  peso  do  pendulo.  Hie  entao  afirma: 
“para  angulos  pequenos,  o valor  de  d em  radianos  e muito 
proximo  do  valor  de  sen  0:  eles  diferem  per  menos  do  tjue  2% 
ate  cerca  de  20°“. 

(a)  Verifique  a aproximagao  linear  em  0 para  a funcao  seno: 


(a)  Use  a aproximacao  linear  para  estimar /(0.9)  e/( Li). 

(b)  Suas  eslimativas  na  parte  (a)  sao  muifo  grandes  ou  pequenas? 
Explique . 


v ^ fix) 


(b)  Use  um  recurso  grafico  para  determinar  os  valores  de  x 
para  os  quais  sen  x e x diferem  por  menos  do  que  2%. 
Entao  verifique  a afirmativa  de  Hecht.  convertendo  de 
radianos  para  graus. 

49.  Suponha  que  a unica  informagao  que  temos  sobre  uma  funcao /e 
que  /( 1 ) — 5 e que  o grafico  de  suas  derivadas  e como  mostrado. 


0|  1 


50.  Suponha  que  nao  temos  uma  formula  para  gix),  mas  sabemos 
que  g( 2)  = — 4 e g’(x)  — v/:r2  + 5 para  todo  x. 

(a)  Use  uma  aproximacao  linear  pant  estimar  g{  1 ,95)  e <7(2,05). 

(b)  Suas  eslimativas  na  parte  (a)  sao  muito  grandes  ou  pequenas? 
Explique. 


Frefetci  de  .Lafcoraf  ®i 


A aproximacao  pela  reta  tangente  L(x)  e a melhor  daquela  de  primeiro  grau  (linear)  para  fix) 


' *•  'v  *‘  *•• . * * . * - \\  J 

' . 1 ' V ' / /< 

V 5 - ; - v !<  * 


o 18  Poltnomios  de  Taylor 

A aproximacao  pela  reta  tangente  L(x)  e a melhor  daquela  de  primeiro  grau  (linear)  para  fix) 
proximo  de  x — a,  pois  fix)  e Lix)  tem  a mesma  taxa  de  variagSo  (dcrivada)  em  a.  Para  uma 
aproximacao  melhor  do  que  a linear,  vamos  tenlar  aquela  de  segundo  grau  (quadratica)  P(x).  Em 
outras  palavras,  aproximaremos  uma  curva  por  uma  parabola  em  vez  de  uma  reta.  Para  nos 
assegurarmos  de  que  e uma  boa  aproximagao,  estipularemos  o seguinte:  : L ; 

(i ) P(a)~f{a)  {P  e /devem  ter  o mesmo  valor  em  a.)  ; iyuLL  L;--' 

(ii)  P\a)  — f'ixi)  (P  e/ devem  ter  a mesma  taxa  de  variacao  em  a.) 

(iii)  P”{a)  — f"(a)  (A  inclinagao d e Pc  f deve  variar  segundo  a mesma  taxa.) 

1.  Encontre  a aproximacao  quadratica  Pix)  = A + Bx  -f  Cx2  para  a fungao  fix)  ==  cos  x 
que  satisfaga  as  condigoes  (i),  (ii)  e (iii)  com  d — 0.  Faga  o grafted  de  P, /e  da 
aproximagao  linear  L(x)  — 1 era  uma  mesma  tela.  Comente  a qualidade  das 
■ aproximagoes  P e L de  /. 

2-  Determine  os  valores  de  x para  os  quais  a aproximagao  quadratica  /(x)  “ P(x)  do  Problema  1 e 
piecisa  dentro  de  0,1  [Sugestao:  Faga  o grafieo  de  y — P(x), y — cos  x — 0,1  e y — cos  x + 0,1 
na  mesma  tela.) 

3.  Para  aproximar  uma  fungao  / por  uma  fungao  quadratica  P nas  proximidades  deum  numero 
a,  e melhor  escrever  P na  forina 

P(x)  ~ A + B(x  - a)  + C(x  - a)2 

Mostre  que  a fungao  quadratica  que  satisfaz  as  condigoes  (i),  (ii)  e (iii)  e 
Pix)  —f(a)  + f(a)(x  - a)  + \f"(a}(x  ~ a)2 

4.  Encontre  a aproximagao  quadratica  f(x)  — fx  b 3 nas  proximidades  de  a = 1.  Faga  os 
graficos  de  f,  da  aproximagao  quadratica  e da  aproximagao  linear  do  Exemplo  3 da  Segao 
3.1 3 na  mesma  tela.  O que  voce  conclui? 

5.  Em  vez  de  hear  satisfeito  com  as  aproximagoes  lineares  ou  quadraticas  a /(x)  nas 
proximidades  de  x = a,  vamos  tentar  encontrar  as  aproximagoes  melhores  com  polinomios 
de  graus  mais  altos.  Procuramos  por  um  polinomio  de  grau  n 

Tfx)  — co  + Cj(x  ~ a)  + c2(x  - a)2  + cj(x  - af  + • • - + cn(x  ™ af 
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tal  que  T*  e suas  n primeiras  derivadas  tenham  os  raesmos  Valores  env.t  ==  a c^aio/e  suas  n 
primeiras  derivadas.  Diferenciando  repetidamente  e fazendo  x = a,  mostre  que  essas 
eondicoes  estao  satisfeitas  se  Co  ~ f (a).,  ci  —/'(a),  c2  = |/"(a),  e em  geral 


fn)(a)  . 

• • d ; a) 

n\ 


oxide  k\  — 1 * 2 * 3 * 4 A.  O polinomio  resultante 

f "(a)  f{n)(a)  . 

7U-v)  = f{a)  + f(a)(x  - a)  + — ;~~~~-(x  _ ay  + . - . + — ■■■  (x  - af 

2!  n! 

e chamado  polinomio  de  Taylor  de  grau  n de/centrado  era  a. 

6.  Encontre  o polinomio  de  Taylor  de  oitavo  grau  centrado  em  a ~ 0 para  a fun^s.o 

f{x)  = cos  x.  Faca  os  graficos  de / junto  com  os  polinomios  de  Taylor  Tz,  7A  Ts  na  janela 
de  inspecao  [—5, 5J  por  [ — 1,4,  1 ,4J  e comente  a qualidade  da  aproxmiayao  de/ 


Revisao 


1.  Estabelepa  as  seguintes  regras  da  diferenciafao 
pa  lavras. 

(a)  A Regra  da  Potencia 

(b)  A Regra  do  Multiplo  Constante 

(c)  A Regra  da  Soma 

(d)  A Regra  da  Diferenga 

(e)  A Regra  do  Produto 

(f)  A Regra  do  Quoeiente 

(g)  A Regra  da  Cadeia 


Z Estabele^a  a derjvada  de  cada  fungao. 


(a)  y = xn 
(d)  y = In  x 
(g)  y — cos  x 
( j)  y — sec  x 
(m)  y = cos~!x 
(p)  y — cosh  x 
(s)  y = cosh-1; 


(b)  y = e* 

(e)  y ~ logax 
(h)  y - tg  x 
(k)  y - cotg  x 
(n)  y = tg  'x 

(q)  y = tgh  x 

(t)  y - tgh  ‘x 


(c)  y = 

(f)  y 
(i)  y = 
(1)  v - 
(O)  y = 
(r  ) y = 


VERlFtCACAO  DE  CONCEITOS  

em  simbolos  e (b)  Expresse  e como  limite. 

(c)  Por  que  a funcao  exponencial  natural  v — e*  6 usada  mais 
freqiientemente  em  calculo  do  que  as  outran  fun?oes 
exponenciais  y ~ a ' l 

(d)  Por  que  a funcao  logarftmica  natural  y = In  x e usada  mais 
freqiientemente  em  calculo  do  que  as  demais  funyoes 
logaritmicas  y — log,,  x? 

4.  (a)  Explique  como  funciona  a diferencia^ao  implicita. 

(b)  Explique  como  funciona  a diferenciacao  logaritmica. 

5.  O que  sao  a segunda  e a terceira  derivadas  da  funcao/? 

a Se /e  uma  funcao  posiyao  de  um  objeto,  como  voce 

sen*  interpreta  /"  e /'"? 


senh  x 
senh  !x 


6.  (a)  Escreva  uma  expressao  para  a linearizacao  de /em  a. 

(b)  Se  y = f(x),  escreva  uma  expressao  para  diferenciar  dy. 

(c)  Se  dx  — Ax,  fa$ a uma  figura  que  mostre  os  significados  de 
dy  e de  Av. 


(a)  Como  e definido  o ndmero  e . 


TESTES  FALSOVER  DADE  IRQ 


Determine  se  a afirmativa  e falsa  ou  verdadeira.  Se  for  verdadeira,  explique 
por  que,  Se  for  falsa,  explique  por  que  ou  de  um  contra-exemplo  da  afirmativa. 

1.  Se  / e g forem  diferenciaveis,  entao 

-7-  [/(*)  + $(*)]  ^ fix)  + g'ix) 
dx 

2.  Se  / e g forem  diferenciaveis,  entao 

-~r  \f(x)g(x)]  - fix)  g'ix) 


3.  Se  f eg  forem  diferenciaveis,  entao 


Ifigix)) 3 = f’(g(x))gr(x) 


d r-y~t-  f (X) 

4.  Se  j for  diferenciavel.  entao  — V/(x)  = =~ 

dx  2 y/U) 

d r >-\  fix) 

5.  Se  t for  diferenciavel,  entao  — fwx)  ~ ~~y^. 

dx  ' 2 v A 

g Se  v = e2.  entao  y'  — 2e. 


1.  — (10*)=  xlO*  J 
dx 

d 1 

8.  _(ln  10)^^ 

9.  A (tg2x)  =A(sec  2 ) 

dx  dx 


EXERCiCIOS 


13.  v=  tgyfT-X 

15.  x‘;y  = x + 3y 
sec  20 

17.  v — 


1 + tg  20 

19.  y = e’'(c  sen  x - cos  x) 


21.  v - C' 

23.  y = 

25.  sen  (or)  = x3  - v 


('-■') 

ty)  = x2  - 

27-  v = log,  ( 1 + 2x) 


39.  v — tg2(sen  0) 

41.  r=f7'0-*t 
(-<+')' 

43.  v — x senh  ( x: ) 

45-  y - ln(cosh3.v) 

47.  y — eosh  Usenh.v) 


1-4 

8 ■ 

Calculey'. 

-49. 

Sc  f{t)  = ,f\t  + j ,f  ache/'(2). 

1. 

y 

~ jx4  - 3a-  +5) 

2. 

y = 

cos(tg  x) 

50. 

Se  g{  0)  — 0 sen  0 , determine  g 

3. 

■v 

^ r: . 1 

4. 

y — 

3x  - 2 

51. 

Encontre  y " se  x’’  + y(i  1 . 

y /.v'1 

V 2x  + 1 

52. 

Encontre  f‘%x)  se  fix)  — 1/(2 xh 

5. 

v 

— 2 XyjxZ  + i 

6. 

v — 

e' 

53. 

Use  a indueao  matematica  para  mostrar  que  sc  fix)  — xe\ 

1 + x'- 

entao/'"’(x)  = (x  + n)e ' . 

7. 

y 

— , • -» 

8. 

V — 

e-'(r  -2/ + 2) 

Calcule  luri . 

tg  42/ ) 

9. 

y 

t 

1 -r 
— xe~'x 

10. 

y — 

sen  1 (V  J 

54. 

11. 

V 

12. 

v M 

xV1 

SB™ 

59  Encontre  uma  equagao  da  tangente  a curva  no  ponto  dado 

14.  v = 


sen  (x  - sen  x) 
16.  y = ln(cossec  5x) 

18.  x"  cos  y + sen  2 y = xy 
20.  v — !n[xV ) 

22.  y — see  ( 1 + x~  j 
24.  y = ] / <]~x  + i]x 


26.  y ~~  VsenVx 
28.  _y  — (cosxf 

/r2  4 

30.  v 


40.  .re  • y - 1 
(x  + \y 
x’  + X4 
sen  mx 


42.  v 
44.  y 


46.  y=  Jn  !-l“  1 
1 2x  + 5 

48.  y ,\-  {gh"!vrv 


55.  y — 4 sen::x.  (77/6,  1) 


56.  y --  (0,-1) 

57-  v - Ji  TT^enx',  (0,0 

58.  x"  + 4xy  + y:  — 13.  (2,  I) 

59.  y (2  + x)e~* , (0,2) 

111  60.  Se/(x)  = xe***,  encontre  fix).  Faca  o grafico  de  / e /'  na 
mesma  tela  e comente. 

61.  (a)  Se  f(x)  — Xy/5  — x,  encontre  f(x). 

(b)  Encontre  as  equaedes  das  retas  tangentes  a curva 
y = xy5  x nos  pontos  (.1 , 2)  e (4.  4). 

(c)  Ilustre  a parte  (b)  fazendo  o grafico  da  curva  e das  retas 
tangentes. 

(d)  Verifique  se  a resposta  da  parte  (a)  e razoave!  comparando 
os  graft  cos  de  f e f. 

62.  (a)  Se  fix)  — 4x  - tg  x.  — 17/ 2 < x < 73/ 2,  encontre  /'  e /". 
(b)  Verifique  se  as  respostas  da  parte  (a)  sao  razoave  is 

comparando  os  graficos  de  /.  /'  e /". 

63.  Em  quais  pontos  da  curva  v = sen  x t-  cos  x.  0 =5  x =£  2 ir,  a 
reta  tangente  e horizontal? 

64.  Encontre  os  pontos  sobre  a eiipse  x:  + 2y  ’ = i onde  a reta 
tangente  tem  indinacao  1 . 

65.  Se  fix)  — (x  a)(x  — b)(x  - c),  most  re  que 

fW  = 1 + 1 + _ ! 

fix)  x ---  a x — b x - c 

66.  (a)  Diferenciando  a formula  do  angulo  duplo 
cos  2x  — cos’x  -■  seirx 

obtenha  a formula  do  angulo  duplo  para  a fungao  seno. 


(2x  + l)  (3x  - if 

11 

31. 

V 

= x tg  J(4x) 

32. 

v — c"°'  ! 4-  cos(c* } 

mm 

33. 

y 

= In  |sec  5x  + tg  5x| 

34. 

y = JO'f'f 

mm 

35. 

y 

“•••  cotg(3x2  + 5) 

36. 

-v  f'Hr) 

ms 

mm 

37. 

y 

— sen  | tgv  1 + x j 

38. 

y ~ aretg(arcsen  Vx  j 

James  Stewart 


(b)  Diferenciando  a formula  de  adicao  • 

sen(x  + a)  = sen  x cos  a + cos  x sen  a 
obtenha  a formula  de  adicao  para  a funcao  cosseno. 

67.  Suponha  que  h(x)  — fix)g(x)  e Fix)  ~ f(g(x)).  onde  j (2)  = 3, 
g( 2)  = 5.  g'( 2)  = 4,  /'{ 2)  = -2  e /'{5)  =13.  Encontre  (a) 
)t'(2)  e (b)  F'( 2). 

68.  S e/e  p forem  as  funcbes  cujo  grafico  esta  a seguir,  seja 
P(x)  = f(x)q{x"),  Qix)  = f(x)/q(x)  e C(x)  — figix)).  Encontre 

(a)  >'(2),  (b)  Q'( 2)  e (c)  C'(2)! 


89-76  □ 

Encontre  /'  em  termos  de 

g'  ■ 

69. 

fix) 

= x:y(x) 

70. 

fix)* 

= g{x2) 

71. 

fix) 

- [gix)}2 

72. 

fix)  = 

= gigix)) 

73. 

fix) 

= gi >') 

74. 

fix)  • 

- e9i*) 

75. 

fix) 

~ In  j gix)  | 

76. 

fix)  = 

- 0(ln  x) 

77-79  □ Encontre  h’  em  termos  de  /'  e 5'. 
fix)  gix) 


77.  /r(x) 

/(x)  + g{x) 
79.  fi(x)  =/(g(sen4x)) 


78.  h(x) 


[7m 

\ gix) 


||  80.  (a)  Papa  o grafico  da  funcao /(x)  = x ~ 2 sen  x na  janela  de 
inspecao  [0,  8]  por  [—2,8], 

(b)  Em  qual  intervaio  a taxa  media  de  variacao  e maior:  [1.2] 
ou  [2,  3]? 

(c)  Em  qua!  valor  de  x a taxa  instantanea  de  variacao  e maior: 
x = 2 ou  x-.=  5? 

(d)  Verificjue  sua  estimativa  visual  na  parte  (c)  comptttando 
f'(x)  e comparando  os  valores  numericos  de  /'( 2)  e /'(5). 

81.  Em  qual  ponto  sobre  a curv'a  y = [ln(x  + 4)]2  a reta  tangente  e 
horizontal? 

82.  (a)  Encontre  uma  equacao  da  reta  tangente  a curva  y = ex  que 

seja  paralela  a reta  x — 4 y = 1 . 

(b)  Encontre  uma  equacao  da  tangente  a curva  y — e*  que 
passe  pela  origem . 
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83.  Encontre  uma  parabola  y = ax2  + hx  + c que  passe  pelo 
ponto  (1 , 4)  e cujas  ret%  tangentes  emr=  — 1 e x = 5 
tenharn  inclinacoes  6 e ^2.  respectivamente. 

84.  A funcao  CU)  = K{e e"ht),  onde  a,  h e K sao  constantes 
positivas  e b > a , e usaqa  para  modelar  a concentrate  de  um; 
droga  injetada  na  correnje  sangiiinea  no  instante  t. 

(a)  Mostre  que  limr— =-C(r)  = 0. 

(b)  Encontre  C(t),  a taxa  segundo  a qua!  a droga  e eliminada 
da  circulacao. 

(c)  Quando  essa  taxa  e igual  a zero? 

85.  Uma  equacao  de  movimento  da  forma  5 = Ae "rrcos(ctU  + 5) 
representa  uma  oscila^aq  amortecida  de  um  objeto.  Encontre  a 
velocidade  e a aeeieracao  do  objeto. 

86.  Uma  partfcula  move-se  ao  longo  de  uma  reta  horizontal  de 
fonna  que  sua  coordena<ja  no  instante  / seja  x = fb2  + c2t2, 
t > 0; onde  bcc  sao  constantes  positivas. 

(a)  Encontre  as  luncoes  velocidade  e acelera^ao. 

(b)  Mostre  que  a partfcula  se  move  sempre  no  sentido  positivo. 

87.  Uma  partfcula  se  move  Sobre  uma  reta  vertical  de  forma  que 
sua  coordenada  no  instante  t seja  y — t3  — 12/  + 3,  t 3s  0. 

(a)  Encontre  as  fun^oes  velocidade  e acelera^ao. 

(b)  Quando  a partfcula  se  move  para  cima?  E para  baixo? 

(c)  Encontre  a distancia  percorrida  pela  partfcula  no  intervaio 

de  tempo  0 3, 

88.  O volume  de  um  cone  circular  reto  ef  = rrr2h/  3,  onde  re  o 
raio  da  base  e/iea  altura. 

(a)  Encontre  a taxa  de  variagao  do  volume  em  rela£ao  a altun 
se  o raio  for  mantido  constante. 

(b)  Encontre  a taxa  de  van  a to  do  volume  em  relacao  ao  raio 
se  a altura  for  mantida  constante. 

89.  A massa  da  parte  de  um  fio  e x(l  4-  yx)  kg.  onde  x e medido 
em  metros  a partir  de  uma  extremidade  do  fio.  Encontre  a 
densidade  linear  do  fio  quando  x — 4 m. 

90.  O custo.  em  dolares,  da  producao  de  x unidades  de  um  certo 
utensflio  e 

C(x)  = 920  + 2x  - 0,02r  4-  0,00007x5 

(a)  Encontre  a funcao  custo  marginal. 

(b)  Encontre  C'(100)  e explique  sen  significado. 

(c)  Compare  C'(100)  com  o custo  da  producao  do  101c  item. 

91.  O volume  de  um  cubo  cresce  a uma  taxa  de  10  cnE/min.  Com 
que  rapidez  esta  crescendo  a area  superficial  quando  o 
comprimento  de  uma  aresta  e 30  cm? 

92.  Um  copo  de  papel  tern  a forma  de  um  cone  com  10  cm  de 
altura  e 3 cm  de  raio  (no  topo).  Se  for  colocada  agua  dentro 
do  copo  a uma  taxa  de  2 cm3/s,  com  que  rapidez  o nfvel 

da  agua  se  elevara  quando  ela  fiver  5 cm  de  profundidade? 
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93.  lira  balao  sobe  a unia  velocidade  constante  de  -5  pes/s.  E urn  98.  Calcule  dy  se  y = x3  ~ 2x2  4 l ,T  ~ 2 e dx  = 0? 

rapaz  anda  de  bicicleta  ao  iongo  de  uma  estrada  reta  a- unia 

velocidade  de  15  pes/s.  Ao  passar  sobre  o ciciista  o balao  esta  99-  Uma  janela  tern  urn  formato  de  um  quadrado  coni  urn 

45  pes  acima  dele.  Com  que  velocidade  cresce  a di  stand  a entre  se.midrcu.lo  era  cima.  A base  da  janela  mede  60  cm  com  um 

o balao  e o rapaz  3 segundos  mais  tarde?  erro  possfvel  na  medida  de  0,1  cm.  Use  as  diferenciais  para 

94.  Uma  esquiadora  aquatica  sobe  a ranipa  mostrada  na  figura  a estimar  o maximo  erro  possfvel  no  calculo  da  area  da  janela. 

unia  velocidade  de  30  pes/s.  Com  que  velocidade  ela  esta 

subindo  quando  deixa  a rampa?  100-102  Expresse  o limite  como  uma  derivada  e caicule-o. 


95.  O angulo  de  elevagao  do  Sol  esta  decrescendo  a uma  taxa  de 
0,25  rad/h.  Com  que  velocidade  esta  crescendo  a sombra  de 
um  predio  de  400  pes  de  altura  quando  o angulo  de  elevagao 
do  Sol  e ~j 6? 

WZW  s , - / — 

96.  (a)  Encontre  a aproximagao  linear  para  fix)  — V25  — x2  nas 

proximidades  de  3. 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  fazendo  o grafico  de  / e da  aproximagao 
linear. 

(c)  Para  quais  valores  de  x a aproximagao  linear  e precisa  den- 
tro  de  0,1? 

97.  (a)  Encontre  a linearizagao  de  f(x)  — j/'l  4 3x  era  a = 0. 

Estabelega  a aproximagao  linear  correspondence  e use-a 
para  dar  um  valor  aproximado  de  y 1,03. 

11  (b)  Determine  os  valores  de  x para  os  quais  a aproximagao 

linear  dada  na  parte  (a)  e precisa  dentro  de  0 .1 . 


103.  Calcule  lim 


yl  -4  senx 


104.  Suponha  que  / seja  uma  funcao  diferenciavel  tai  que 
f(gU))  = * e fix)  = 1 4 [/{x)]\  Mostre  que 
g'(x)  ~ 1/(1  + x2). 

105.  Encontre  fix)  sabendo-se  que 


jL 

dx 


[/(  2x)} 


x‘ 


106.  Mostre  que  o comprimento  da  parte  de  qualquer  reta  tangente  a 
astroide  x2  ■ 4 y2/?  = a2n  cortada  fora  pelos  eixos 
coordenados  e constante. 


ffi  t;  = 3s  2 ft % ■ M 
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Antes  de  voce  olhar  todo  o exercfcio,  cubra  a solu^ao  e tente  resolve-lo  sozinho. 

Exemplo  1 Quantas  retas  sao  tangentes  as  parabolas  y = —l  - x2  e y = 1 + x2? 
Encontre  as  coordenadas  dos  pontos  nos  quais  essas  tangentes  tocam  as  parabolas. 

Solucao  E essential  fazer  o diagrama  para  este  problema.  Assim,  esbocamos  as  parabo- 
las y = 1 + x2  (que  e a parabola-padrao  y = x2  deslocada  uma  unidade  para  cima)  e 
y — — 1 — x2  (obtida  refletindo-se  a primeira  parabola  em  tomo  do  eixo  x).  Se  tentarmos 
tracar  uma  reta  tangente  as  parabolas,  logo  descobriremos  que  existent  somente  duas 
possibilidades,  conforme  ilustrado  na  Figura  1 . 

Seja  P um  ponto  no  qual  uma  dessas  tangentes  toca  a parabola  de  cima  e seja  a sua 
coordenada  x.  (A  escolha  de  notaqao  para  a incognita  e importante.  Naturalmente, 
poderfamos  ter  usado  b , c,  x0  ou  x}  ern  vez  de  a.  Contudo,  nao  e recomendavei  usar  x no 
lugar  de  a,  pois  ele  poderia  ser  confundido  com  a variavel  x na  equa^ao  da  parabola.) 
Entao,  uma  vez  que  P esta  sobre  a parabola  y — 1 + x2,  sua  coordenada  v deve  ser 
1 4-  a2.  Em  virtude  da  simetria  mostrada  na  Figura  1 , as  coordenadas  do  ponto  Q onde  a 
tangente  toca  a parabola  de  baixo  devem  ser  (— a,  — (1  + a2)). 

Para  usar  a informaqao  dada  de  que  a reta  e uma  tangente,  equacionamos  a inclina^ao 
da  reta  PQ  como  a inclinacao  da  reta  tangente  em  P.  Temos  que 

1 + a2  ~ (-l  ~~  a2)  1 + a2 

tripg  “ ; : == 

a — \—a)  a 

Se  f{x)~  1 + x2,  entao  a inclinaqao  da  reta  tangente  em  P e f'(a)  = 2a.  Dessa  forma,  a 
condicao  de  que  precisamos  usar  e 


Resolvendo  essa  equacao,  obtemos  1 + a2  — 2a2,  logo  a2  — 1 e a — ±1.  Portanto,  os 
pontos  sao  (1 , 2)  e (—  1,  —2).  Por  simetria,  os  pontos  remanescentes  sao  (—  1 , 2)  e ( 1 . —2). 


Exemplo  2 Para  quais  valores  de  c.  a equaqao  In  x — cx2  tern  exatamente  uma  soluqao? 

Solucao  Um  dos  principios  mais  importantes  do  problema  e fazer  um  diagrama  mesmo 
que  o problema  dado  nao  mencione  explicitamente  uma  situagao  geometrica.  O presente 
problema  pode  ser  reformulado  geometricamente  da  seguinte  forma:  para  quais  valores 
de  c a curva  y — In  x intercepta  a curva  v — cx2  em  exatamente  um  ponto? 

Vamos  comegar  fazendo  os  graficos  de  y ~ In  x e y — cx2  para  os  di versos  valores  de 
c.  Sabemos  que,  para  c 0,  >:  = cx1  e uma  parabola  que  se  abre  para  cima  se  c > 0 e 
para  baixo  se  c < 0.  A Figura  2 mostra  as  parabolas  y — cx 2 para  varios  valores  posi- 
tives de  c.  A maior  parte  deles  nao  intercepta  y — In  x,  e um  intercepta  duas  vezes. 
Temos  a intuigao  de  que  deve  existir  um  valor  de  c (em  algum  lugar  entre  0,1  e 0,3)  para 
o qual  a curva  intercepta  exatamente  uma  vez,  como  na  Figura  3. 


X 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  13 


13.  Sejam  T e N as  retas  tangente  e normal  para  a elipse  x1/9  + v2/4  — 1 no  ponto  qualquer  P 
sobre  a el  ipse  no  primeiro  quadrante.  Sejam  xr  e yT  os  interceptos  x e v de  T e ,t;V  e v,.v  os 
interceptos  de  N . A rnedida  que  P se  move  ao  Jongo  da  elipse  no  primeiro  quadrante  (mas  nao 
.sobre  os  eixos),  que  valores  podem  assumir  x-r,  >y.  x#  e yN?  Tente  primeiro  conjecturar  a 
resposta  soniente  olhando  na  figura.  Entao  use  o ealculo  para  resolver  o problema  e veja  quao 
boa  esta  sua  intuifSo. 


14. 


Calctile  lim 

x ~>0 


sen(3  + x)2  — sen  9 


15.  (a)  Use  a identidade  para  tg(x  - y)  (veja  a Equapao  Mb  do  Apendice  D)  para  mostrar  que  se 
duas  retas  e L2  intersectam  em  um  angulo  o,  entao 


tg« 


m2  — /«i 
1 + m i m2 


onde  m,  e m2  sao  as  inclinapoes  de  L}  e L2,  respectivamente. 

(b)  O angulo  entre  as  curvas  Cj  e C2  em  um  ponto  de  intersepao  P e definido  como  o angulo 
entre  as  retas  tangentes  a 6j  e C2  em  P (se  existirem).  Use  a parte  (a)  para  encontrar, 
corretos  ate  o grau  mais  proximo,  o angulo  entre  cada  par  de  curvas  em  cada  ponto  de 
mtersepao. 

(i)  y = x2  e v = (x  - 2)2 

(ii)  a'2  - y 2 » 3 e .v2  --  4x  + y2  + 3=0 

16.  Seja  P(xuy;)  um  ponto  sobre  a parabola  y2  — 4px  com  foco  Pip,  0).  Seja  a-  o angulo  entre  a 
parabola  e o segmento  de  reta  FP  e seja  fi  o angulo  entre  a reta  horizontal  y = y,  e a parabola, 
como  na  figura.  Prove  que  a = /3.  (Assim,  por  um  principle  da  otica  geometries,  a luz  de  aina 
fonte  localizada  em  F sera  refletida  ao  longo  de  uma  reta  paralela  ao  eixo  X.  Isso  explica  por 
que  os  paraboldides,  superficies  obtidas  por  rotagoes  de  parabolas  sobre  seus  eixos,  sao  usa- 
dos  como  forma  de  alguns  farois  de  automoveis  e espelhos  para  os  telescopios.) 


17.  Suponhamos  que  o espelho  parabolico  do  Problema  16  tenha  sido  substitufdo  por  um  esferico. 
Embora  o espelho  nao  tenha  foco,  podemos  mostrar  a existencia  de  um  foco  aproximado.  Na 
figura,  C e um  semicfrculo  com  centro  O.  O raio  de  luz  vindo  na  direfao  do  espelho  paralelo 
ao  eixo  ao  longo  da  reta  PQ  sera  refletido  para  o ponto  R sobre  o eixo,  tal  que 

APQO  = zl OQR  (o  angulo  de  incidencia  6 igual  ao  angulo  de  reftexao).  O que  acontecera  ao 
ponto  R se  P for  tornado  cada  vez  mais  proximo  do  eixo? 

18.  S tf  eg  forem  funcoes  diferenejaveis  com  /(())  = g{  0)  = 0e  f/'(0)  + 0.  mostre  que 

/(*)  /'{()) 


lim 


9ix)  (/(O') 
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FIGURA  PARA  O PROBLEMA  17 


sen!  a -i~  2x)  ~ 2 sen  (a  4-  x)  -f  sen  a ' 

13.  Calcule  lim ; 1 — . 

x~-*Q  X' 

20.  (a)  A funcao  cubica  fix)  — x(x  - 2)(x  - 6)  tem  tres  raizes  distintas:  0.2  e 6.  Faya  o gralico  da j 
e as  suas  retas  tangentes  nos  pontos  medics  de  cada  par  de  zeros.  O que  voce  nota? 


conrespondente  ao  ponto  medio  dos  dois  zeros  a e h intercepta  o grafico  da  /no  terceiro  zero 

21.  Para  quais  valores  de  k a equayao  e1’  — ky‘x  tem  exatamente  uma  soluyao? 

22.  Para  quais  numeros  positives  a e verdadeiro  que  ax  2?  1 + x para  todo  x ? 


Ja2  ~ 1 


2 sen  .if 

— ==!=.-  arctg  rrr-v — — 

V «2  - 1 " a + yV;2  ~ 1 + cos  x 


mostre  que  y = — ; 

a t-  cos  x 

24.  Dada  uma  elipse  x2/a2  + y2/b2  — 1 , onde  a ¥=■  b.  encontre  a equacao  do  conjunto  de  todos  c 
pontos  para  os  quais  existem  duas  tangentes  a curva  cujas  indinayoes  sao  (a)  recfprocas  e (b 
recfprocas  negativas. 

25.  Encontre  os  dois  pontos  sobre  a curva  y = x"  — 2xx  — x que  tem  uma  reta  tangente  em  cotnun 

26.  Suponha  que  tres  pontos  sobre  a parabola  y — x 2 tem  a seguinte  propriedade:  suas  retas  normaii 
intersectam  em  um  ponto  em  comum.  Mostre  que  a soma  de  suas  coordenadas  x e 0. 

27.  Um  ponto  de  lattice  no  piano  e um  ponto  com  coordenadas  inteiras.  Suponha  que  os  ctrculof 
com  raio  r sao  feitos  usando-se  todos  os  pontos  de  lattice  corao  centros.  Encontre  o menor 
valor  de  r para  o qual  toda  reta  com  inelinacao  % intercepta  aiguns  desses  cfrculos. 

28.  Um  cone  de  raio  r centfmetros  e altura  h centfmetros  e submergido  a uma  taxa  de  1 cm/s  pa 
dentro  de  um  cilindro  maior,  com  raio  R cm,  parcialmente  cheio  de  agua.  Com  que  velocida* 
esta  se  elevando  o nfvel  de  agua  no  instante  em  que  o cone  fica  completamente  submerse  ? 

29.  Um  recipiente  com  a forma  de  um  cone  invertido  tem  16  cm  de  altura  e 5 cm  de  raio  no  top' 
Ele  esta  parcialmente  cheio  com  um  Mquido  que  vaza  pelos  lados  a uma  taxa  proportional  a 
area  do  recipiente  que  esta  em  contato  com  o Ifquido.  (A  area  superficial  de  um  cone  irrh  or 
/■  e o raio  e / e o comprimento  lateral.)  Se  estivermos  derramando  o Ifquido  para  dentro  do 
recipiente  a uma  taxa  de  2 cm/min.  entao  a altura  do  Ifquido  decrescera  a uma  taxa  de 
0,3  cm/min  quando  a altura  for  10  cm.  Se  nossa  finalidade  for  manter  constante  a altura  do 
Ifquido  eni  10  cm,  a que  taxa  deveremos  derramar  o Ifquido  para  dentro  do  recipiente? 


Aplicagoes  da 
Diferencia^ao 


Os  cientistas  tern  tentado  explicar 
como  os  arco-iris  sao  formados  desde 
os  tempos  de  Aristoteles.  No  projeto 
da  pagina  288,  voce  sera  capaz, 
usando  os  principios  do  calculo 
diferencial,  de  explicar  a formafao, 
local  izayao  e as  cores  do  arco-iris. 


Ja  pesquisamos  algumas  das  aplfcacoes  da.deriv'ada;  ag°r/  porem,  com  o auxiHo 
das  regras  de  diferenciacao,  estamos  em  posigao  de  estudar  as  apiicagoes  de 
diferenciacao  com  maior  profundidade.  Aprendemos  corno  as  derivadas  afetam  o 
formato  do  grafico  de  uma  funcao  e,  em  particular,  com o nr,s  ajudam  a locaiizar  os 
valores  maximos  e minimos  de  fungoes.  Muitos  problemas  praticos  requerem 
minimizar  urn  custo  ou  maximizar  uma  area,  ou,  de  aiguma  forma,  encontrar 
a meihor  safda  de  uma  situagao,  Em  particular,  seremos  capazes  de  pesquisar  a 
forma  otima  de  uma  lata  e explicar  a locaiizagao  de  urn  arcGdris  no  ceu. 


Valores  Maximo  e Minimo 


Algumas  das  apiicagoes  mais  importantes  do  calculo  diferencial  sao  os  problemas  de 
otimiz/ctgao , em  que  devemos  encontrar  a maneira  otima  (meihor  maneira)  de  fazer  aiguma 
eoisa.  A seguir  listamos  alguns  dos  problemas  de  otimizacao  que  resolveremos  neste  eapftulo: 

* Qual  e a forma  de  uma  lata  que  minimiza  o custo  de  mantifatura? 

« Qual  e a aceleracao  maxima  de  urn  onibus  espacial?  (Esta  e uma  questao 
importante  para  os  astronautas  que  tern  que  suportar  os  efeitos  da  aceleracao.) 

■ Qual  o raio  de  uma  traqueia  contraida  que  expele  mais  rapidamente  o ar  durante 
uma  tosse? 

■ Sob  que  angulo  os  vasos  sangiimeos  devem  rami  hear  de  forma  a minimizar 
a energia  despendida  pelo  coracao  no  bombeamento  do  sangue? 

Esses  problemas  podem  ser  reduzidos  ao  encontrar  os  valores  maximo  ou  minimo  de  uma 
funcao.  Vamos  primeiro  explicar  exatamente  o que  queremos  dizer  por  valores  maximo  e 
minimo. 


Ti  ] Definigao  Uma  fungao  / tern  inaximo  absoiuto  (ou  maximo  global)  em  c se 
/(c)  ^ fix)  para  todo  x em  D , onde  De  o dominio  de  /.  O numero  /(c)  e chamado 
valor  inaximo  de  / em  D.  Analogamente,  / tern  um  minimo  absoiuto  em  c se 
f(c)  « f(x)  para  todo  x em  D,  e o numero  f(c)  e denominado  valor  minimo  de  / 
em  D.  Os  valores  maximo  e minimo  de  / sao  chamados  valores  extremos  de  /. 


ill 


A Figura  1 mostra  o grafico  de  uma  fungao  / com  um  maximo  absoiuto  em  d e um 
minimo  absoiuto  em  a.  Observe  que  ( d , fid))  e o ponto  mais  alto  do  grafico,  enquanto 
(a,  f(a ))  e o ponto  mais  baixo. 
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Na  Figura  1 , se  considerannos  somente  os  valores  de  x proximos  de  b [por  exemplo,  s 
restringirmos  nossa  atengao  ao  intervalo  (a,  c)J,  entao  fib } e o maior  desses  valores  de  /(a 
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e e chamado  valor  maxima  local  de  /.  Da  mesma  forma.  f(c)  e denominado  valor  minima 
local  de  /.  pois  /(c)  ^ /(x)  para  x nas  proximidades  de  c (no  intervale  (&,  /),  por  exemplo], 
A funcao  / tem  tambem  um  mmimo  local  em  e.  Em  geral.  temos  a seguinte  defmicao. 


FIGURA  2 

Valor  minimo  0,  nenhum  maximo 


FIGURA  3 

Nenhum  mini  mo,  nenhum  maximo 


i-  defmicao  Uma  funcao  / tem  um  rnaximo  local  (ou  maximo  relative))  em  c se 
/(<•'}  5*  f(x)  quando  x estiver  nas  proximidades  de  c.  [Isso  signifies  que 
f{c)  **  fix')  para  todo  x em  algum  intervalo  aberto  contendo  c.]  Analogamente,/ 
tem  um  minimo  local  em  c se  /(c)  « f(x)  quando  x estiver  proximo  de  c. 


!:Xfcfi/iPL0  c A funcao  fix)  — cos  x assume  seu  valor  maximo  (local  e absoluto)  de  i 
um  numero  infmito  de  vezes,  uma  vez  que  cos  2mr  — 1 para  todo  inteiro  n e 
— 1 cos  x ^ 1 para  todo  x.  Da  mesma  forma,  cos(2 n + 1 ) tt  = - 1 e seu  valor  mf- 
nimo,  onde  n e qualquer  inteiro. 

EXEMPLO  2 Se  j (x)  = x%  entao  f(x)  /(()),  pois  x2  S 0 para  todo  x.  Portanto, 
/(())  — 0 e o valor  minimo  absoluto  (e  local)  de/.  Isso  corresponde  ao  fato  de  que  a 
origem  e o ponto  mais  baixo  sobre  a parabola  y — xi  (veja  a Figura  2).  Porem,  nao  ha  um 
ponto  mais  alto  sobre  a parabola  e,  dessa  forma,  a funcao  nao  tem  um  valor  maximo. 

EXEMPLO  3 □ Do  gralico  da  fungao  fix)  = x?.  mostrado  na  Figura  3,  vemos  que  essa 
funcao  nao  tem  um  valor  maximo  absoluto  nem  um  valor  minimo  absoluto.  De  fato,  ela 
nao  tem  nenhum  valor  extreme  local. 

EXEMPLO  4 : : O grafico  da  funcao 

fix)  — 3x4  - 16x'  + 18x2  — I ^ x 4 

esta  mostrado  na  Figura  4.  Voce  pode  ver  que  f{\)  — 5 € um  maximo  local,  enquanto  o 
maximo  absoluto  e /(—  1)  = 37.  (Esse  maximo  absoluto  nao  e um  maximo  local,  pois 
ocorre  em  um  extremo  do  intervalo.]  Tambem,/(0)  = 0 e um  minimo  local,  e/(3)  ~ -27 
e tanto  um  minimo  local  como  um  minimo  absoluto.  Note  que  em  x = 4, /nao  tem  um 
maximo  local  nem  um  maximo  absoluto. 


FIGURA  4 
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Vimos  que  algumas  funnies  tem  valores  extremos,  ao  contrario  de  outras.  O teorema  a 
seguir  da  condicoes  para  garantir  que  uma  funcao  tenha  valores  extremos. 
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:Jj  0 fscisma  so  y a : Se  f tor  contmua  err.  um  intervalo  fechado  [a, b\ 

entao  / assume  um  valor  maximo  absoluto  f(c)  e um  valor  mmimo  absolute  /(r/) 
em  algum  mimero  c e d era  [«,  b\. 


O Teorema  do  Valor  Extremo  esta  ilustrado  na  Figura  5.  Observe  que  um  valor  extremo 
pode  ser  assumido  mais  de  urna  vez.  Embora  o Teorema  do  Valor  Extremo  seja  intuitiva- 
mente  muito  plausivel.  ele  e diffcil  de  ser  provado  e,  assim.  omitimos  sua  demonstracao. 
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As  Figuras  6 e 7 mostram  que  lima  funcao  pode  nao  possuir  valores  extremos  se  for 
omitkla  alguma  das  hipoteses  (continuidade  ou  intervalo  fechado)  do  Teorema  do  Valor 
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FiGURA  6 
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FIGURA  7 


Esta  funcao  tern  um  valor  mmimo  Esta  fun£ao  continue  g nao  tem  nem 

/{ 2)  0,  mas  nao  tem  valor  maximo  maximo  nem  mmimo 


A funcao  /,  eujo  grafico  esta  mostrado  na  Figura  6,  esta  definida  no  intervalo  fechado 
[0, 2],  mas  nao  tem  valor  maximo.  [Observe  que  a imagem  de  f e [0,  3.)  A funcao  assume 
valores  arbitrariamente  proximos  de  3.  porern  nunca  realmente  o valor  3.J  Isso  nao  con- 
tradiz  o Teorema  do  Valor  Extremo,  pois  / nao  e contmua.  [Nao  obstante,  uma  funcao 
descontfnua  pode  ter  valores  maximo  e mmimo.  Veja  o Exercicio  13(b).) 

A funcao  g da  Figura  7 e contmua  no  intervalo  aberto  (0,2),  mas  nao  tem  nem  valor 
maximo,  nem  mmimo.  [A  imagem  de  g 6 (1 , «>).  A funcao  assume  valores  arbitrariamente 
grandes.)  Isso  nao  contradiz  o Teorema  do  Valor  Extremo,  pois  o intervalo  (0,  2)  nao  esta 
fechado. 

O Teorema  do  Valor  Extremo  afirma  que  uma  funcao  contmua  em  um  intervalo  fechado 
tem  um  valor  maximo  e um  mmimo;  contudo,  nao  diz  como  encontrar  esses  valores 
extremos.  Vamos  comecar  por  examinar  os  valores  extremos  locals. 

A Figura  8 mostra  o grafico  de  uma  funcao  / com  o maximo  local  em  c e o mmimo 
local  em  d.  Parece  que  nos  pontos  de  maximo  e de  mmimo  as  retas  tangentes  sao  hori- 
zontais  e,  portanto,  cada  uma  tem  inclina^ao  0.  Sabemos  que  a derivada  e a inclinagao  da 
reta  tangente;  assim,  parece  que  f\c)  = 0 e f'(d)  — 0.  O teorema  a seguir  afirma  que  isso 
e sempre  verdadeiro  para  as  funcoes  diferenciaveis. 
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::  0 Teorema  de  Fermat  e assim 
designado  em  homenagem  a Pierre 
Fermat  (1601-1665),  um  advogado 
fra  rices  que  tin  ha  por  pa  ssa  tempo 
favorite  a matematica.  Apesar  de  seu 
amadorismo,  Fermat  foi,  junto  com 
Descartes,  um  dos  inventores  da 
geometria  anailtica.  Seus  metodos  para 
encontrar  as  tange rites,  as  curvas  e os 
vaiores  maximo  e mfnimo  (antes  da 
invencao  de  timites  de  derivadas) 
fazem  dsie  um  precursor  de  Newton 
na  criacao  do  calcuto  dtferenciaf. 


st  Se  f th 


um  maximo  on  immino  local  em  e.e  i ia  ex  is 


tir.  entao  /'(c)  ~ 0. 


Prova  Suponha  que  f tenha  um  maximo  local  em  c.  Entao,  de  acordo  com  a Derinicao 
2,  /(c)  5-  fix)  se  x estiver  sulicientemente  proximo  de  c,  o que  implica  que  se  h estiver 
sulicientemente  proximo  de  0,  h sendo  positivo  ou  negative,  entao 


e,  portanto. 

JLi 


fic)  fic  + h) 


f'ic  -r  h)  — f(c)  o 


Podemos  dividir  ambos  os  lados  de  uma  desigualdade  por  um  numero  positivo.  Assim, 
se  h > 0 e h for  sulicientemente  pequeno,  temos 


111 

■/* 


fic  + h)  - f{c ) 


h 


£ 0 


Tomando  o limite  a direita  de  ambos  os  lados  dessa  desigualdade  (usando  o Teorema 
2.3.2),  obtemos 

fic  + h)  -f(c) 

hm bm  0 — 0 

h-»o+  h >< no 

Mas,  uma  vez  que  /'(c)  existe,  temos 

fic  + h)  - fic)  f{c  + h)  - fic) 

f (c)  ■=  Jim  — ~ bm  — 

A-0  h h 0 ‘ h 

e assim  mostramos  que  fic)  < 0. 

Se/z  < 0,  entao  inverte-se  o sentido  da  desigualdade  5 quando  dividimos  por  hi 


fic  + h)  - fic) 
h 

Logo,  tomando  o limite  esquerdo,  temos 


=2  (}  h < 0 


f(c  + h)  - fic)  f{c  + h)  - fic)  _ 

f (c)  = hm = hm  ^ 0 

h *u  h ft  ■ ir  h 


FIGUBA9 

Se  fix)  — x J , entao  /'(())  — 0,  mas 
/ nao  tem  mfnimo  nem  maximo 


Mostramos  que  fic)  > 0 e tambem  que  f(c)  • 0.  Uma  vez  que  ambas  as 
desigualdades  devem  ser  verdadeiras,  a unica  possibilidade  e que  f(c)  — 0. 

Provamos  o Teorema  de  Fermat  para  o caso  de  urn  maximo  local.  O caso  de  mfnimo 
local  pode  ser  provado  de  forma  analoga,  ou  pode  ser  deduzido  do  caso  ja  provado 
usando  o Exercfcio  76  (veja  o Exercfcio  77). 

Os  exemplos  a seguir  aconselham  prudencia  contra  interpretar  muito  profundamente  o 
Teorema  de  Fermat.  Nao  podemos  esperar  localizar  os  vaiores  extremos  equacionando 
fix)  — 0 e resolvendo  para  x. 

EXEMPL0  5 □ Se  fix)  — x3,  entao  f(x)  = 3x2,  logo  fiO)  — 0.  Porem.  / nao  tem 
maximo  nem  mfnimo  em  0,  como  podemos  ver  em  seu  gralico  na  Figura  9.  (Ou  observe 
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FIGURA  10 

Se  fix)  — 1.tl,  entao  /(0)  — 0 e um  valor 
minirno.  mas  /'(('))  nao  existe 


quc  x > 0 para  x > 0,  mas  x ' < 0 para  x < 0.)  O fato  tie  que  /’(())  — 0 signiiicu 
simplesmente  que  a curva  y — x?  tem  uma  reta  tangente  horizontal  em  (0. 0).  Em  Vez  de 
ter  maximo  ou  minirno  era  (0, 0),  a reta  cruza  sua  tangente  horizontal  ai. 

A tuncao  fix)  = j.v  j tern  seu  valor  minirno  (local  e ahsoluto)  em  0; 
contudo,  esse  valor  nao  pode  ser  encontrado  equacionando-se  fix)  — 0,  pois. 
conforme  mostramos  no  Exemplo  6 da  Seqao  2.9,  f'iO)  nao  existe  (veja  a 
Figura  10). 


ADVERTENCIA  □ O?  Exemplo?  5 e 6 mostram  que  deverr-os  ser  muho  cuiardOSos  nc 
uso  go  ieorema  de  i-ermai.  ()  Exemplo  5 demonstra  que,  mesmo  quando  f (c ) — 0.  nao  t 

necessario  existir  o maximo  ou  o mtnimo  era  o.  (Em  outras  palavras,  o inverse  doTeoremr 
de  Fermat  em  geral  e falso.)  Aiem  disso,  pode  existir  urn  valor  extreme  mesmo  quandc 
/'(c)  = 0 nao  existir  (como  no  Exemplo  6). 

O Teorema  de  Fermat  sugere  que  devemos  pelo  menos  come  far  procurando  por  valorei 
extremes  de  / nos  numeros  c onde  f{c)  — 0 ou  onde  /'(c)  nao  existe.  Esses  numeros  ten: 
um  nome  especial. 


i ixj  wsfnmuau  Um  numero  critico  de  uma  fimcao  / e um  ntimero  c no  domfnio  de 
! / onde  ou  /'(c)  = 0 ou  /'(c)  nao  existe. 


A Figura  1 1 mostra  um  grafico  da 
fungao  / do  Exemplo  7.  Ele  sustenta 
nossa  resposta,  pois  ha  uma  tangente 
horizontal  quando  x = 1 ,5  e uma 
tangente  vertical  quando  x 0. 

3.5 


- 0-5 


...2 


FIGURA  11 


Encontre  os  numeros  criticos  de  fix)  ~ .x ' '(4  — x). 
S0LUCA0  A Regra  do  Produto  nos  da  que 

3(4-*) 


/'to  = |.v  •'  ( ! - V ) 4 »'  'I  I) 


3(4  — x)  — 5x 

5xz/i 


12  - 8.r 

5x 2/5 


[O  mesmo  resultado  poderia  ter  sido  obtido  esc  rev  endorse  primeiro 

fix)  — 4.v*  s — jc8/5.j  Portanto,  fix)  = 0 se  12  — Sx  — 0,  isto  e,  x = f , e fix)  nao 

existe  quando  x — 0.  Assim,  os  numeros  criticos  sao  ] e 0. 

Em  tennos  de  numeros  criticos,  o Teorema  de  Fermat  pode  ser  reescrito  como  a segui 
(compare  a Definiqao  6 com  o Teorema  4): 


IT]  Se/tiver  um  maximo  ou  minirno  local  em  c,  entao  c e um  numero  critico  de/. 


Para  encontrar  um  maximo  ou  um  minirno  absolutos  de  uma  fimcao  continua  em  um 
intervale  fechado,  notamos  que  ou  ele  e local  [nesse  caso  ocorre  em  um  numero  critico 
por  (7)]  ou  acontece  em  um  extremo  do  intervalo.  Assim,  o seguinte  procedimento  de 
tres  etapas  sempre  funciona. 
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v = x"  - 3x“  + i 


„(4,)7) 


i 1 2 / 


.]  0 


FI6URA  12 


FiGURA  13 


f hp  ifusn/aStf  f&chBGQ  Para  encontrar  os  valores  maxi  mo  e minimo 

absolutos  de  uma  funcao  contmua  f em  urn  intervale  fechado  [«•  by 

1.  Encontre  os  valores  de  / nos  numeros  cnticos  de  / em  {a,  b). 

2.  Encontre  os  valores  de  / nos  extremes  do  interval©. 

3.  o maior  valor  das  etapas  1 e 2 e o valor  maximo  absolute,  ao  passo  que  o 
menor  desses  valores  e o valor  minimo  absolute. 


EXEfiflPIO  1 :::  Encontre  os  valores  absolutos  maximo  e minimo  da  luncao 


= x3  — ax' 


SOLUQAO  Uma  vez  que  f i continua  em  H.4],  podemos  usar  o Metodo  do  Intervalo 
Fechado: 


x"  - 3x2  + 1 


fix)  — 3x2  — 6x  = 3x(x  — 2) 


Uma  vez  que  fix)  existe  para  todo  x,  os  unices  numeros  cnticos  de  / ocorrem  qu^do 
= q_  ist0  £ x = o ou  a-  = 2.  Observe  que  cada  um  desses  numeros  cnticos  esta  no 

intervalo  (-|.4).  Os  valores  de  /nesses  numeros  cnticos  sao 


/(())  = 1 


Os  valores  de  / nos  extremos  do  intervalo  sao 


/H)  - \ 


Comparando-se  esses  quatro  numeros,  vemos  que  o valor  maximo  absolute  e /( 4)  1 7 

e o valor  mmimo  absoluto,  /( 2)  — — 3. 

Note  que  neste  exempto  o max, mo  absoluto  ocorre  em  um  extreme,  enquanto  o rm- 
nimoabsolu.o  acontece  em  um  mimero  critico.  O gralico  de  / esta  esbogado  na  Hgura  12. 


Se  voce  liver  uma  calculadora  gralica  ou  um  computador  com  software  grifico,  podera 
estimar  facilmente  os  valores  maximo  e mmimo.  Mas,  como  mostra  o proximo  excmplo, 
o calculo  e necessario  para  encontrar  os  valores  ex  at  os. 


(anise  um  recurso  gralico  para  estimar  os  valores  maximo  e minimo  absolutos  da 
funyao  f(x)  = x - 2 sen  x,  0 x ^ 2tt. 

(b)  Utilize  o calculo  para  encontrar  os  valores  maximo  e mmimo  exatos. 


SOLUQAO  . _ rA  -j  r i o~| 

(a)  A Fieura  13  mostra  um  gralico  de  / na  janela  de  mspecao  [0,  - <>\  P°L 
Movendo  o cursor  prdxtmo  ao  ponto  de  maxtmo,  vemos  que  a coordenada  y nao  vana 
muito  nas  vizinhancas  do  maximo.  O valor  maximo  absolute  e cerca  de  6.97  e oco 
qiiando  x - 5.2.  Analog,,, neme.  movendo  set,  cursor  para  proximo  do  ponto  de  ~. 
vemos  que  o valor  minimo  absoluto  e cerca  de  -0,68  e ocorrc  quanto  ...  P - 

sivel  obter  mais  precisao  nas  estimativas  por  meio  de  um  zoom  em  drteqao  aos  pon  . 
maximo  e minimo,  mas,  em  vez  disso,  vamos  usar  o calculo. 
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(b)  A funcao  fix)  = x - 2 sen  x e contfnua  em  [0.  l-rr).  IJma  vez  que 

fix)  = .1  — 2 cos  x.  temos  fix)  — 0 quando  cos  x -i  e isso  ocorre  quando  x = tt/3 

ou  5-77/3.  Os  valores  de  f nesses  pontos  crfticos  sao 

/•(tt/3)  - - 2 sen ~ - v3  ~ -0.684853 

J J 

e f(5V3)  = - 2 sen  ■ ~ + V'3  » 6 968039 

3 ^ ^ 


Os  valores  de  / nos  extremes  sao 

/(<))  - 0 e / ( 2 tt)  —2 it  * 6.28 

Comparando-se  esses  quatros  numeros  e usando  o Metodo  do  Intervalo  Fee h ado,  vemos 
que  o valor  mfnimo  absolute  e /(tt/3)  - tt/3  - v'3  enquanto  o valor  maximo  absoluto 
e f (5 tt/3)  = 5 tt/3  + v'3.  Os  valores  da  parte  (a)  servem  eomo  uma  verificapao  de  nosso 
trabalho. 

EXEMP10  10  □ O teleseopio  espacial  Hubble  foi  eolocado  era  orbita  em  24  abril  de 
1990  pelo  onibus  espacial  Discovery.  Urn  modelo  para  a velocidade  do  onibus  durante 
essa  missao.  do  ianqamento  emt  = 0 ate  a entrada  em  funcionamento  do  foguete  auxili- 
ar  em  t — 126  s,  e dado  por 

v(t)  - 0,00 1302/ 3 - 0,09029/ 2 + 23.61/  - 3,083 

(em  pes/s).  Usando  esse  modelo,  estime  o&  valores  maximo  e mfnimo  absolutos  da 
aceleragdo  do  onibus  entre  o lanqamento  e a entrada  do  foguete  auxiliar. 

S0LUQA0  Sao  pedidos  os  valores  extremos  nao  da  funcao  velocidade  dada,  mas,  em  ve2 
disso,  da  funcao  aceleracao.  Assim,  precisamos  primeiro  diferenciar  para  encontrar  a 
aceleracao: 


a{t)  - v\t)  - — (0j00.l302f3  - 0,09029r  + 23,61/  - 3,083) 
dt 

- 0,003906/2  - 0,18058/  4-  23,61 

Vamos  aplicar  agora  o Metodo  do  Intervalo  Fechado  a funcao  contfnua  a no  intervalo 
0 *£  / ss  126.  Sua  derivada  e 

a' it)  = 0,007812/  ~ 0.18058 
O unico  numero  crftico  ocorre  quando  a it)  = 0: 

0.18058  _ _ 

t ~ 23.12 

0.007812 

Calculando-.se  o valor  de  «(/)  no  numero  crftico  e nos  extremos,  temos 
a( 0)  — 23,61  «{/))  ~ 21,52  a(  126)  “ 62,87 


Assim,  a aceleracao  maxima  e cerca  de  62,87  pes/s2,  e a aceleracao  minima,  cerca  de 
2 1 ,52  pes/s2 . 
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Exercicios 

1.  Explique  a diferenca  entre  mfnimo  local  e mfnimo  absolute. 

2.  Suponha  que  / seja  uma  fimcao  contfnua  defmida  no  intervale 
fechado  [a.  b\. 

(a)  Que  teorerna  garante  a existencia  de  va.lo.res  maximo  e 
mfnimo  absoiutos  para  /? 

(b) _Quai$  as  etapas  que  voce  deve  seguir  para  encontrar  esses 

valores  maximo  e mfnimo? 

3-4  d Para  cada  urn  dos  numeros  a.  b,  c,  d,  e,  r,  s e t.  estabeleca 
se  a fimcao  cujo  grafico  e dado  tem  urn  maximo  ou  mfnimo 
absoluto,  um  maximo  ou  mfnimo  local,  ou  nem  maximo  nem 
mfnimo. 

3. 


ft  6 ...  Use  o grafico  para  estabelecer  os  valores  maximo  e mfnimo 
1 oca  is  e absoiutos  da  fun^ao. 

5. 


/--'!«  Esboce  o grafico  de  uma  fimcao  / que  seja  contfnua  em 

[ 1 . 5]  e tenha  as  propriedades  dadas. 

7.  Maximo  absolute  em  3,  mfnimo  absoluto  em  2,  mfnimo  local  em  4. 

8.  Maximo  absoluto  em  5,  mfnimo  absoluto  em  L maximo  local 
em  2 e mfnimo  local  em  4. 

9.  Maximo  absoluto  em  5,  mfnimo  absoluto  em  2.  maximo  local 
em  3 e mfnimo  local  em  2 e 4. 

10.  / nao  tem  maximos  ou  mfnimos  locals,  mas  2 e 4 sao  numeros 
cnticos. 


11  (a)  Esboce  o grafico  de  uma  fimcao  que  tenha  um  maximo 
local  em  2 e e difereneiavel  em  2. 

(b)  Esboce  o grafico  de  uma  fungao  que  tenha  um  maximo 
local  em  2 e e contfnua,  mas  nao  difereneiavel  em  2. 

(c)  Esboce  o grafico  de  uma  fungao  que  tenha  um  maximo 
local  em  2 e nao  seja  contfnua  em  2. 

12.  (a)  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  em  {-.1 , 2]  que  tenha 

maximo  absolute,  nuts  nao  tenha  maximo  local. 

(b)  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  em  [-1, 2]  que  tenha  um 
maximo  local,  mas  nao  tenha  maximo  absoluto. 

13.  (a)  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  em  [-1.2]  que  tenha  um 

maximo  absoluto,  mas  nao  tenha  mfnimo  absoluto. 

(b)  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  em  [-] . 2|  que  seja 
descontfnua,  mas  tenha  Santo  maximo  absoluto  como 
mfnimo  absoluto. 

14.  fa)  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  que  tenha  dois  maximos 

! oca  is  e um  mfnimo  local,  mas  nenhum  mfnimo  absoluto. 
(b)  Esboce  o grafico  de  tuna  funcao  cjue  tenha  tres  mfnimos 
locais,  dois  maximos  locais  e sete  numeros  cnticos. 

15-30  Encontre  os  valores  maximo  e mfnimo  locais  e absoiutos 
de  j . Comece  poi  esbocar  a mao  sen  grafico.  (Use  os  graficos  e as 
traits fonnac be s das  Secbes  1 .2  e 1 .3.) 

15.  fix)  » 8 - 3a,  x & I 

16.  f(x)  — 3 — 2_v.  x 5 

17.  fix)  = .r2,  0 < .v  < 2 

18.  fix)  = x\  0 < x 2 
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19,  fix)  — A'.  0 -S  x < 2 

29.  fix)  = x%  0 <:  x *£  2 

21.  fix)  *“  x:\  -3  *£  A"  « 2 

22.  fix)  — 1 + (x  4-  I)2,  “2  *£  a 

23.  /(/)  ' 1 ft,  0 < t < I 

24.  fit)  = ]//,  0 < / ^ 1 

25.  /( 0)  = sen  0,  -2  it  -s  0 *£  2ir 

26.  /( 0)  = tg  0,  — rr/4  «:  (?  < tt/2 

27.  /(a)  - 1 - Jx 
28-  /(.v)  - e* 


29.  fix 


j 1 — -V  se0^*<2 
|2a~  4 se  2*£  a*?  3 


30.  fix)  - 


se  0 *2  a:  *£ 


31-46  □ Encontre  os  numeros  criticos  da  funcao. 

31.  fix } — 5a2  + 4 x r 32.  fix)  — x3  + x1  - x 

33.  /(a)  - x3  + 3a2  - 24a 

34.  /(a)  — .r  + A'2  + A 

35.  5(/)  “•  3/4  + 4r  ~ 6f  36.  fiz)  — 

z4  + z + 1 

37.  (fix)  = 1 2x  + 3 1 38.  g{ x)  = x!'?  - .r:/3 


39.  3(f)  = 5rV5  + ri/J 
41.  F(x)  - xA%x  ~ 4)- 
43.  f(0)  = 2 cos  4+ sen2  6 
45.  fix)  ~ x In  a 


38.  g(x)=xv--x'n 

40.  g(x)  - V3f(l~0 
42.  6(a)  — x2  — x 
44.  g(0)  = 4e~t$0 
46.  fix)  = ac1’ 


47-62  Encontre  os  valores  maximo  e mfnimo  absolutos  de  / no 
intervalo  dado. 

47.  fix)  = 3a2  - 12a  + 5,  [0,3] 

48.  fix)  - a3  - 3a  + 1 , [0,  3] 

49.  fix)  — 2x}  - 3a  • - 12.v  + 1,  [-2.  3] 

50.  fix)  = X'  - 6a-  + 9a  + 2,  j - 1 . 4] 

51.  f{x)  — x*  — 2a 1 + 3.  j-2,  3] 

52.  /(a)  = (a2  -l)3,  [-1,2] 

53.  fix)  — — “ — . [0,3] 

x + 1 

54.  fix)  — . [—4, 4] 

A"  J'  1 

55.  /(/)  = / V4-r\  [-1.2] 

56.  /(f)  = ift  (8  - /),  [0, 8] 

57.  f(x)  - sen  x J-  cos  x,  [0,  it/ 3] 


58.  /(a)  = a - 2 cos  a [ at.  - • 

59.  f(x)  **  xe~\  [0.2] 

60.  fix)  = On  v)/a.  [1,3] 

61.  f{x)  — x — 3 In  .r.  I 1.4] 

62.  fix)  = e""x  — e~x\  [0,1] 

63.  S each  sao  numeros  posit  ivos,  ache  o v,yor  maximo  de 
fix)  — A“'(  1 - x)%  0 « A « 1. 

§§jl  64.  Use  urn  grafico  para  estimar  os  numeros  trfticos  de 
fix)  — I a’  *■  3a2  + 2 I com  uma  casa  decimal. 


(a)  Use  um  grafico  para  estimar  os  valores  maximo  e mfnimo 
absolutos  da  funcao  com  duas  casas  decimals. 

(b)  Use  o calculo  para  encontrar  os  valores  maximo  e mfnimo  exatos. 

65.  fix)  ~ a 3 — 8a  4*  1 , — 3 *£  x 3 

66.  fix)  = e*K\  ~ 1 « a *£  0 

67.  fix)  « A \/X  - A2 

68.  f{x)  — (cos  a)/ (2  + sen  a),  0 x 2ir 

69.  Entre  0 °C  e 30  °C,  o volume  V (em  centfmetros  cubicos)  de 
i kg  de  agua  a uma  temperatura  T e aproximadamente  dado 
pela  formula 

V „ 999,87  - 0.06426F  + 0 ,0085043 F 2 - 0,0000679F3 
Encontre  a temperatura  na  qual  a agua  tern  sua  densidade  maxima 

70.  Um  objeto  com  peso  W e arrastado  ao  longo  de  um  piano 
horizontal  por  uma  forca  agindo  ao  longo  de  uma  corda  presa 
ao  objeto.  Se  a corda  fizer  um  angulo  Q com  o piano,  entao  a 
grandeza  da  forca  e 



/x  sen  0 + cos  0 

onde  (i  e uma  constante  positiva  chamada  coeficiente  de  atriio 
e 0 6 tt/2.  Mostre  que  F e minimizada  quando  tg  0 = fi- 

ll. Uni  modelo  para  o fndice  de  preco  de  afimentos  (o  presto  de 
uma  cesta  basica)  entre  1 984  e 1 994  e dado  pela  funcao 

/(f)  = 0 .00009045 f 5 + 0,00 1438/ 4 - 0.06561  F 
-+  0,4598/ 2 - 0,6270/  + 99,33 

onde  / e medido  em  anos  desde  a metade  do  ano  de  1984; 
assim  0 10,  e 7(f)  e medido  em  ddlares  em  1987  e 

reduzido  em  uma  escala  tal  que  7(3)  = 100.  Estime  os  perfodo 
nos  quais  a comida  foi  mais  barata  e mats  cara  durante  o 
perfodo  de  1 984- 1 994 . 

! 72.  Em  7 de  maio  de  1992  o onibus  espacial  Endeavour  foi 
ian^ado  na  missao  STS-49. 


Micdt0:  ' Editora  Thomson 

if  "•  a tabcla  a seguir  fomece  os  dados  da  veiocidade  do  onions 
entre  o lanyamento  e a entratia  dos  ioguetes  an  xi  hares. 


Eve 

nto 

Lancamento 

Conteco  da  ma 

nobra  de  inclmaeao 

rim  da  man  obi 

a de  me u nap &o 

Aceierando  p£r 

a 89% 

Ace  1 erando  pa  i 

a 67% 

a 104%  | 

Separate  do  f 

iguete  auxiljar  | 

(a)  Use  uina  calculadora  graiica  ou  computador  para  encontrar  o 
polinomio  cubico  que  meihor  modele  a veiocidade  do  dnibus 
para  o intervale  de  tempo  t G [0. 1 25]-  Face  entao  o grafico 
desse  polinomio. 

(b)  Encontre  uni  modelo  para  a aceieracao  do  onibus  e use-o  para 
estimar  os  valores  maximo  e rtunimo  da  aceleracao  durante  os 
primeiros  125segundos. 

73.  Quando  um  objeto  estranho  se  aloja  na  traqueia,  forcando  uma 
pessoa  a tossir,  o diafragraa  empurra-o  para  cima.  causando  um 
aumento  na  pressao  dos  pulmoes.  Isso  e acompanhado  por  uma 
contra^ao  da  traqueia,  fazendo  um  canal  para  o ar  expelido  fluir 
por  ele.  Para  uma  dada  quantidade  de  ar  escapar  em  um  tempo 
fixo,  e preciso  que  ele  se  mova  atraves  do  tube  mats  estreito 
com  mais  veiocidade  que  no  mais  largo.  Quanto  major  for  a 
veloddade  da  eorrente  de  ar,  maior  a force  sobre  o objeto 
estranho.  O uso  de  raios  X mostra  que  o raio  do  tube  circular  da 
traqueia  se  contrai  para  cerca  de  2/3  de  sen  raio  normal  durante 


uma  tosse.  De  acordo  com  o modelo  matematico  para  a tosse.  a 
veiocidade  v esta  relacionada  ao  raio  r da  traqueia  pel  a equacao 
vir'i  — kin,  — i')t"  ■;  ff,  s=-  /•  -S,  r<\ 

onde  k e uma  constants  e rn.  o raio  normal  da  traqueia.  A 
res  trie  ao  sobre  r deve-se  ao  lato  de  que  as  paredes  da  traqueia 
encJurecem  sob  pressao,  e uma  contracao  maior  que  ;lrr,  e 
evitada  (de  outra  forma,  a pessoa  ficaria  sufocada). 

(a)  Determine  o valor  de  r no  intervalo  | ! r(),  n>]  no  qua! 

v tenha  um  maximo  absoluto.  Como  isso  se  compara  com 
a evidencia  experimental? 

(b)  Qual  e o valor  maximo  absolute  de  v no  intervalo? 

(c)  Esboce  o grafico  de  v no  intervalo  [0, 

74.  Mostre  que  5 e um  numero  critico  da  funcao 

g(x)  = 2 + (x  - 5 f 

mas  g nao  tem  um  valor  extremo  local  cm  5. 

75.  Prove  que  a funcao 

fix)  = .TK”  + A'51  + X -r  I 

nao  tern  nem  maximo  nem  mini  mo  locais. 

76.  Se  f liver  um  valor  mmimo  em  e,  mostre  que  a funcao 

g(x)  ~ f{x)  tem  um  valor  maximo  em  c. 

77.  Prove  o Teorema  de  Fermat  para  o caso  no  qua!  / tenha  um 
mmimo  local  em  c. 

78.  Uma  funcao  cubica  e um  polinomio  tie  grau  tres;  isto  e.  tem  a 
forma  f(x)  = ax"  + to'  -f  c.r  + d onde  a -A  0. 

(a)  Mostre  que  uma  funcao  cubica  pode  ter  2.  1 ou  nenhum 
nuniero(s)  critico(s).  De  exemplos  e esbocos  para  ilustrar 
essas  tres  possibilidades. 

(b)  Quantos  valores  extremos  locais  uma  funcao  cubica  pixie  ter? 


Projeto  Aplicado 


D(n) 


observador 

Formacao  do  arco-fris  principal 


O Calculo  do  Arco-i'ris 

O arco-fris  e o fenomeno  que  resulta  da  dispersao  da  luz  do  Sol  em  gotas  de  chuva  suspensas  na 
atmosfera.  Ele  vem  fascinando  a humanidade  desde  ds  tempos  antigos  e inspirou  tentativas  de 
explicapao  cientffica  desde  a epoca  de  Aristoteles.  Neste  projeto  usaremos  as  ideias  de  Descartes 
e de  Newton  para  explicar  a forma,  a localizaqao  e as  cores  dos  arco-fris. 

1,  A figura  mostra  um  raio  de  luz  solar  entrando  em  uma  gota  de  chuva  esferica  em  A.  Parte  da 
luz  e reffetida,  mas  a reta  AB  mostra  a trajetoria  da  parte  que  entra  na  gota.  Observe  que  a luz 
e refratada  em  diregao  a reta  normal  a AO  e de  fato  a Lei  de  Snell  afirma  que  sen  a = k sen 
P,  onde  a e o angulo  de  incidencia,  /3  e o angulo  de  refragao  e k =»  f , o fndice  de  refrapao 
para  a agua.  Em  B uma  parte  da  luz  passa  atraves  da  gota  e e refratada  para  o ar.  mas  a reta 
BC  mostra  que  parte  e refletida.  (O  angulo  de  incidencia  e igual  ao  angulo  de  rellexao.) 
Quando  o raio  atinge  C,  parte  dele  e refletido,  mas  por  hora  estamos  mais  interessados  na 
parte  que  deixa  a gota  de  chuva  cm  C . (Note  que  ela  e refratada  a uma  distancia  da  reta 
normal.)  O angulo  de  desvio  D(a)  e o tamanho  da  rotagao  no  sentido  horario  sofrida  pelo 
raio  que  passa  por  esse  processo  de  tres  etapas.  Assim 

Dio)  - (a  - 0)  + Q t - 20)  + ia  - 0)  = n + 2 a - 4 (3 
Mostre  que  o valor  mfuimo  do  desvio  e D( a)  ~ 138°  e ocorre  quando  a ~ 59,4°. 
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A significancia  do  desvio  minimo  esla  cm  que  quando  a ~ 59-4°  temos  i|'(a)  a 0.  logo 
AD/ A a ~ 0.  Isso  signifies  que  muitos  raios  com  a.  ~ 59,4°  sao  desviados  |^>xi  mad  amen  te 
peia  mesma  quantidade.  Hssa  e a concentracdo  de  raios  vindos  das  proximi^(jes  ,ja  direcao 
de  desvio  minimo  que  cria  a luminosidade  do  arco-iris  primario.  A figura  rr^y-a  que  o 
angulo  de  elevacao  a partir  do  observador  ate  o ponto  mats  aito  sobre  o arct||rjs  <s 
180°  - 138°  = 42°.  (Esse  angulo  e chamado  angulo  do  arco-iris .) 

raios  do  Sol 


raios  do  Sol 


x . 


observador  ""A  jgL. 

HilA 

Mi 

O problema  explica  a localizagao  do  arco-iris  principal,  mas  como  explicar  a^^res?  a luz  do 
Sol  e formada  por  um  espectro  de  comprimentos  de  onda.  desde  o vermelho  ||§y£s  j0 
laranja,  amarelo,  verde,  azul.  indigo  e violeta.  Como  Newton  havia  descoben^pj  seus 
experimentos  com  prismas  cm  1666,  o indice  de  refracao  e diferente  para  caq|  cor  (q  efeito 
e denominado  dispersdo.)  Para  a lux  vcrmelha,  o indice  de  refracao  e k = 1 *3^^enqUanto 
para  a luz  violeta  6k»  1 .3435.  Repetindo  os  calculos  do  Problema  1 para  ess^^aiores  de  k, 
mostre  que  o angulo  do  arco-iris  e cerca  de  42.3°  para  o arco  vermelho  e 0 arco 

violeta.  Assim.  o arco-iris  consiste  real  men  te  em  sete  arcos  individuals  coireS{|pw<>c  as 


para  o/ 
observador 


Formacao  do  arco-iris  secundario 


3.  Talvez  voce  tenha  visto  um  arco-iris  secundario  mats  fraco  acima  do  primeiro.  Tpjfr  segundo 
arco-iris  resulta  da  parte  de  um  raio  que  entra  em  uma  gota  de  chuva  e e refratajfem  /p 
relletido  duas  vezes  (em  B e C)  e refratado  quando  deixa  a gota  em  D (veja  a figura).  Dessa 
vez  o angulo  de  desvio  Dio)  e o tamanho  total  da  rotacao  no  sentido  antihorunoque  o raio 
sofre  nesse  processo  de  quatro  etapas 

D{a)  — 2a  — 6j8  + 2tt 


e D(a)  tern  um  valor  minimo  quando 


- i 


Tomando  k — 5,  mostre  que  o desvio  minimo  e cerca  de  129°  e assim  o angulo 
para  o secundario  e cerca  de  51°,  conforme  se  ve  na  figura. 


*<7^  42°  (51° 


4.  Mostre  que  as  cores  no  arco-iris  secundario  aparecem  na  ordem  inversa  daquela  do  pnmario. 
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Teorema  do  Valor  Medio 


Veremos  que  muitos  dos  resuJtados  deste  capftulo  dependent  de  um  fato  centra],  que  e 
chamado  Teorema  do  Vajor  Medio.  Mas  para  chegar  ao  Teorema  do  Valor  Medio  pre- 
cisamos  primeiro  do  seguinte  resultado. 


g O Teorema  cie  Rolle  foi  publicado 
pela  primeira  vez  em  1691  pe!o 
mateinatico  francos  Michel  Rolle 
(1652-1719)  no  livro  intitulado  Methode 
pour  resoudre  les  egaiiiez.  Mass  tarde, 
porem,  ele  tornou-se  porta-voz  dos 
cnticos  dos  metodos  de  sua  epoca  e 
atacou  o caiculo  como  uma  "colecao 
de  falacias  engenhosas". 


j yeorema  tie  Hetle  Seja  / uma  fun^ao  que  satisfaca  as  seguintes  hipoteses: 

1.  / e contfnua  no  intervalo  fechado  [a,  b] . 

2.  / e diferenciavej  no  intervalo  aberto  (a.  h). 

\ 3 . f (a) ------ fib) 

) Entao  existe  um  numero  c em  (a.  b)  tal  que  f'(c')  — 0. 


Antes  de  dar  uma  prova,  vamos  olhar  nos  grab  cos  de  algumas  buncoes  t (picas  que  sa- 
tis! ac  am  as  tres  hipoteses.  A Figura  1 mostra  os  grab  cos  de  quatro  dessas  funcoes.  Em  cada 
caso  parece  que  ha  pelo  menos  um  ponto  (c,  /(c))  onde  a tangente  e horizontal  e,  portanto, 
/'(<■)  ~ 0.  Assim.  o Teorema  de  Rolle  e plausivel. 


FIGURA  1 
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a Veja  os  casos 


Prova  Existem  tres  casos: 


CASO  I f(x)  — k , uma  eonstante 

Entao  J’(x)  ~ 0,  assim,  o numero  c pode  ser  tornado  como  qualquer  numero  em  (a.  b). 

CASO  II  □ fix)  >/(«)  para  alguin  x em  {a,  b ) [como  na  Figura  1(b)  ou  (c)  i 
Pelo  Teorema  do  Valor  Extremo  (que  podemos  aplicar  pela  hipotese  1),  / tern  um  valor 
maximo  em  algum  ponto  de  [a,  b).  Uma  vez  que  f(a ) = f(b)  ela  deve  assumir  esse 
valor  maximo  em  um  numero  c no  intervalo  aberto  (a,  b).  Entao  / tern  um  maximo  local 
em  c e,  pela  hipotese  2,  / e diferenciavel  em  c.  Portanto,  f'(c ) = 0 pelo  Teorema  de  Fermat. 

CASO  m □ f(x)  </(«)  para  algum  x em  (a,  b ) [como  na  Figura  1(c)  ou  (d)J 
Pelo  Teorema  do  Valor  Extremo,  f tern  um  valor  mmimo  em  [a,  b]  e como  f(a)  - fib), 
ela  assume  esse  valor  mmimo  em  um  numero  c em  {a,b).  Novamente  f'(c)  - 0 pelo 
Teorema  de  Fermat. 


EXEMPLO  1 □ Vamos  aplicar  o Teorema  de  Rolle  a funcao  de  posigao  s =/(?)  de  um 
objeto  em  movimento.  Se  o objeto  estiver  no  mesmo  lugar  em  dois  instantes  diferentes 
/ ~ a e t — b,  entao  j ia)  = jib).  O Teorema  de  Rolle  afirma  que  existe  algum  instante 
do  tempo  t - c entre  a e b onde  f'(c)  = 0;  isto  e,  a velocidade  e 0.  (Em  particular,  voce 
pode  ver  que  isto  e verdadeiro  quando  uma  bola  e atirada  diretamente  para  cima.) 
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r A F;gura  2 mostrs  urn  grafico  as 
funcso  fix)  ■■■"  x'  + x 1 discutida  no 
Exempio  2.  0 Teorerna  de  Roiie 
mostra  que.  independentemente  do 
tanrtanho  da  jane  la  de  inspepao,  nao 
podemos  nunca  encontrar  um  s eg  undo 
intercept©  x. 


Prove  que  a equacao  .v' 


1 — 0 tem  exatamente  uma  raiz  real. 


FIGURA  2 


□ 0 Teorema  do  Valor  Medio  e um 
exempio  do  que  e chamado  teorema 
da  existencia.  Da  mesma  forma 
que  o Teorerna  do  Valor  Intermediario, 
o Teorema  do  Valor  Extremo  e o 
Teorema  de  Roiie,  ele  garante  que 
existe  um  numero  com  uma  certa 
propnedade,  mas  nao  nos  diz  como 
acha-lo. 


SOLUCAO  Primeiro  usamos  o Teorema  do  Valor  Intermediario  (2.5.10)  para  mostrar  qee 
existe  uma  raiz.  Seja  fix)  = x'  + .v  - 1 . Entao  /(())  — - l < 0 e /(l)  ==  1 > 0.  Uma 
vez  que  / e um  polinomio,  ela  e eontfnua;  assirn,  o Teorema  do  Valor  Intermediario 
afirma  que  existe  um  numero  c entre  0 e 1 tal  que  /(c)  ==  ().  A equacao  dada,  portanto, 
tern  uma  raiz. 

Para  mostrar  que  a equacao  nao  tem  outra  raiz  real,  usamos  o Teorema  de  Roiie  e 
argumentamos  por  contradicao.  Suponhamos  que  ela  tenha  duas  raizes  a e b.  Entao 
f(a)  — 0 ~ f(b)  e,  uma  vez  qu e/e  um  polinomio,  e diferenciavel  em  (a,  b)  e contmua 
eni  fa.  b].  Assim,  pelo  Teorema  de  Roiie,  existe  um  numero  c entre  a e b tal  que 
fic)  = 0.  Mas 


f'{x)  — 3x~  + 1 


para  todo  x 


(uma  vez  que  v2  3s  0),  portanto,  f{x)  nunca  pode  ser  zero.  Isso  leva  a uma  contradicao. 
Coni udo  a equacao  nao  pode  ter  duas  raizes  reais.  Z 

Nosso  maior  uso  do  Teorema  de  Roiie  e na  prova  do  seguinte  import  ante  teorema,  ( 
qua!  foi  primeiro  estabelecido  por  outro  matematico  Frances,  Joseph-Louis  Lagrange. 

! 0 Teerenta  do  Valor  Medio  Seja  f uma  funcao  que  satisfa^a  as  seguintes  hipoteses: 

} 1.  / e continua  no  intervalo  fechado  [a.  b}. 

2.  f e diferenciavel  no  intervalo  aberto  (a.  /?). 

| J 

Entao  existe  um  numero  c em  (a,  b ) tal  que 

j _ m-f(a) 

ill  f (c)  = ; 

i — j b — a 


ou,  de  maneira  equivalente. 


(a)  — f’{c)(b  - a) 


Antes  de  provar  esse  teorema,  podemos  ver  que  ele  e razoavel  mterpretando-o  geomt 
tricamente.  As  Figuras  3 e 4 mostram  os  pontos  A(a,f(a))  e Bib  Jib))  sobre  os  gralicos  d 
duas  funcoes  diferenciaveis.  A inclinacao  da  reta  seeante  AB  e 

fib)  - f{a) 

! 3 1 m,\B  — : 

“ b — a 


A{a,f(a)) 


p{c,m) 


B (bjm 


FIGURA  3 


FIGURA  4 
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que  e a mesma  expressao  mostrada  no  lado  direito  da  Equacao  1.  Uma  vez  que  fie)  e a 
inclinacao  da  rcta  tangente  no  ponto  (c,  /(c)),  o Teorema  do  Valor  Medio  na  forma  dada 
pela  Equacao  1 diz  que  ha  no  mmimo  um  ponto  Pic.  f{c))  sobre  o grafieo  onde  a incli- 
nacao da  reta  tangente  e igual  a inclinacao  da  reta  secante  AB.  Em  outras  palavras,  ha  um 
ponto  P onde  a reta  tangente  e paralela  a reta  secante  AB. 

rrova  Aplicamos  o Teorema  de  Rolle  a uma  nova  funcao  h definida  como  a diferenca 
. y~  j\x)  entre  / e a fungao  cujo  grafieo  e a reta  secante  AB.  Usando  a Equacao  3 vemos  que  a 
h (x)  X.  equacao  da  reta  AB  pode  ser  eserita  como  - 


f{b)  ~ f(a) 
b — a 


(x  - a) 


x ou  como 


b - a 


FlGURA  5 


□ 0 Teorema  do  Valor  Medio  foi 
formulado  pela  pnmeira  vez  por 
Joseph-Louis  Lagrange  {1736-1813}, 
nascido  na  Italia,  de  pas  trances  e mae 
italiana.  Crianga  prodigio,  tornou-se 
professor  em  Turim  aos  19  anos. 
Lagrange  deu  grandes  contribuigoes  a 
Teona  dos  Numeros,  Teoria  das 
Funcoes,  Teoria  das  Equacoes  e 
mecanica  analitica  e celeste.  Em 
particular,  eie  aplicou  o calculo  na 
analise  da  estabilidade  do  sistema 
solar.  A convite  de  Frederico,  o 
Grande,  eie  sucedeu  Euler  na 
Academia  de  Bedim;  depois  da  morte 
de  Frederico,  porem,  Lagrange  aceitou 
o convite  do  rei  Luis  XVI  para  viver  ern 
Paris,  onde  the  foi  dado  um 
apartamento  no  Louvre.  Flomem  bom 
e quieto,  Lagrange  vivia  somente  para 


, f(b)  - f(a) 

y — f («)  i : - {x  — a) 

b — a 


Assim.  conforme  mostrado  na  Figura  5, 

E m fM  A°)  m • ^ (*-„) 

b ~~  a 

Precisamos  verificar  primeiro  que  h satisfaz  as  tres  hipoteses  do  Teorema  de  Rolle. 

1,  A funcao  h e eontinua  em  [a,  b],  pois  e soma  de  fe  um  polinomio  do  primeiro 
grau,  ambos  contfnuos. 

2.  A fungao  h e diferenciavel  em  (a.  b).  pois  tanto  / quanto  o polinomio  do  primeiro 
grau  sao  diferenciaveis.  De  fato,  podemos  calcular  diretamente  h’  da  Equacao  4; 

b ~~  a 


(Note  que  f(a)  e [fib]  — f(d)]/(b  - a)  sao  constantes.) 

3.  hi  a)  = f(a ) - f(a)  — (a  - a)  = 0 

b - a 

Mb)  = f(b)  - f(a)  - JPPJPl  {b  _ a) 
b — a 

= fib)  - f (a)  - if(b)  ~ f (a)]  = 0 
Portanto,  hi  a)  — h{b). 

Uma  vez  que  h satisfaz  as  hipoteses  do  Teorema  de  Rolle,  esse  teorema  afirma  que 
existe  um  numero  c em  (a,  b ) tal  que  h!(c)  — 0.  Portanto 

o-m-m- 

b — a 

, r„  , fib)  - f(a) 

logo  f ’{c)  ~ ~ ■ 1 — 

b — a 


EXEMPLO  3 □ Para  ilustrar  o Teorema  do  Valor  Medio  com  uma  funcao  especifica,  vamos 
considerar  fix)  — x5  - x,  a = 0,  h — 2.  Uma  vez  que  / e um  polinomio,  entao  ela  e 
eontinua  e diferenciavel  para  todo  x;  logo,  e certamente  eontinua  em  [0,  2]  e diferenciavel 
em  (0,  2).  Portanto,  pelo  Teorema  do  Valor  Medio,  existe  um  numero  c em  (0,  2)  tal  que 
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/(2)  ~~  /( 0)  =■  /'(c) (2  - 0} 

Mas  /( 2)  — 6,  /(())  = 0.  e /'(x)  = 3x"  — 1 , e essa  equacao  fica 

6 = (3c"  — .1)2  = 6 c1  — 2 

o que  da  c2  = f , isto  e,  c = ±2/V3.  Porem  c deve  estar  em  (0,  2);  logo,  c — 2/y3.  A 
Figura  6 ilustra  esse  calculo:  a reta  tangente  nesse  valor  de  c e paralela  a reta  secante  OB. 

EXEIVIPLO  4 :::  Se  um  objeto  move-se  em  uma  linha  reta  com  uma  fun^ao  de  posicao 
s = fit),  entao  a velocidade  media  entre  t — a e / = b e 

fib)  — f(a) 
b — a 

e a velocidade  em  t — c e /'(c).  Assim,  o Teorema  do  Valor  Medio  (na  forma  da  Equa^ar 
1)  mostra  que  em  algum  instante  em  que  t — c entre  a e b a velocidade  instantanea  fie 
e igual  a velocidade  media.  Por  exemplo,  se  um  carro  trafegar  a 180  km  por  duas  horas 
entao  o velocfmetro  deve  ter  passado  pela  marca  dos  90  km/h  pelo  menos  uma  vez 

Em  geral,  o Teorema  do  Valor  Medio  pode  ser  interpretado  como  se  exist  is. se  um  numeri 
no  qual  a taxa  de  troca  instantanea  seja  igual  a taxa  de  troca  media  ao  longo  de  um  intervale 
A grande  importancia  do  Teorema  do  Valor  Medio  reside  no  fato  de  ele  nos  possibilita 
obter  informa9oes  sobre  uma  funcao  a partir  de  dados  sobre  sua  derivada.  O proximt 
exemplo  mostra  esse  principio. 

EXEMPLO  5 □ Suponha  que  /( 0)  = -3  e fix)  « 5 para  todos  os  valores  de  x.  Quao 
grande  /( 2)  pode  ser? 

S0LUQA0  Nos  foi  dado  que  / e diferenciavel  (e,  portanto,  eontfnua)  em  toda  a parte.  Em 
particular,  podemos  aplicar  o Teorema  do  Valor  Medio  ao  intervalo  10,  2].  Existe  entao 
um  numero  c tal  que 

/( 2)  -/( 0)  — /'(c)(2  - 0) 

logo  /(2)  -/(0)  + 2 fic)  = -3  + 2 fie) 

Nos  foi  dado  que  fix)  5 para  todo  jc;  assim,  sabemos  que  /'(e)  *£  5.  Multiplicando 
por  2 ambos  os  lados  dessa  desigualdade,  temos  2/'(c)  ^ 10.  logo 

/( 2)  - -3  + 2/ '(c)  *£  -3  + 10  = 7 

0 maior  valor  possfvel  para  /( 2)  e 7. 

O Teorema  do  Valor  Medio  pode  ser  usado  para  estabelecer  alguns  dos  fatos  basicos  d 
calculo  diferencial.  Um  deles  e o teorema  a seguir.  Os  outros  serao  encontrados  nas  se^Oe 
seguinte. 

1 ill  Teorema  Se  fix)  — 0 para  todo  x em  um  intervalo  (a,  b),  entao  / e constante 
| em  (a,  b). 


Prova  Sejam  xi  e x2  dois  numeros  quaisquer  em  (a,  b),  sendo  xi  < x2.  Como  /e 
diferenciavel  (a,  b),  ela  deve  ser  diferenciavel  em  ix ux2)  e eontfnua  em  [xj,x2]. 


ffl  fix 2)  — fix  1)  — f’(x‘)(x 2 Vi) 

Uma  vez  que  /'(a)  = 0 para  todo  .v,  temos  /'(c)  — 0,  e a Equagao  6 fica 

f(x 2)  — /(-Vj)  = 0 ou  /f.l’:  ) — /(. x>) 


Portanto,  f tern  o mesmo  valor  em  quaisquer  dois  numeros  ,yj  e a:>  ern  (a,  b).  Is. so  sig- 
nifica  que  f e constante  em  (a.  b). 


{ [T]  Corsiario  Se  fix)  = g'{x)  para  todo  x ern  um  intervalo  (c,  b),  entao  / — g e 

; constante  em  (a,  /?);  isto  e.  fix)  — gix)  + c.  onde  c e uma  constante. 

Prova  Seja  Fix)  — fix ) — gix).  Entao 

/ '(a)  = fix)  - /(a)  - 0 

para  todo  x em  (a,  b).  Assim,  pelo  Teorema  5,  F e constante;  isto  e.  / — g e constante. 
NOTA  n E necessario  cuidado  ao  aplicar  o Teorema  5.  Seja 


fix)  = 


se  a-  > 0 
se  a < 0 


O dominio  de  f 6 D — {x  | a 0}  e fix)  — 0 para  todo  x em  D.  Mas  obviamente  / nao 
e uma  funcao  constante.  Isso  nao  contradiz  o Teorema  5,  pois  D nao  e um  intervalo. 
Observe  que  f e constante  no  intervalo  (0.  °°)  e tambem  no  intervalo  ( — 0). 


SXEMPLO  S ::::  Prove  a identidade  tgTv  + cotg  !a  — tt/2. 

S0LUQA0  Embora  nao  seja  necessario  o calculo  para  provar  essa  identidade.  a 
demonstracao  usando  calculo  e bem  simples.  Se  fix)  = tg"’.v  4-  cotg' 'a.  entao 


fix)  = 


1 


+ A 


+ ,r- 


- 0 


para  todos  os  valores  de  x.  Portanto  fix)  = C,  uma  constante.  Para  determinar  o valor  de 
C fazemos  x~  1 (porque  podemos  calcular  /’( 1 ) precisamente).  Entao 


C ■ /(  1 ) — tg  1 + cotg  ' 


7 7 

? 


Assim.  tg  !a  4-  cotg 'a  = tt/2. 


James  Stewart  CAPITUIO  4 API 


Exercicios 


1-4  :::::  Verifique  que  a funcao  satisfaz  as  tres  hipoieses  do 
Teorema  de  Rolle  sobre  o intervalo  dado.  Entao  encontre  todos  os 
numeros  c que  satisfazem  a conclusao  do  Teorema  de  Rolle. 

1.  fix)  — x 1 — 4,v  + 1 - [0,4] 

2.  fix)  = x3  - 3x2  4-  2.X-  -f  5,  [0,2] 

3.  fix)  ~ sen  2m,  [-1,1] 

4.  fix)  x y'x  + 6,  [ — 6.0] 

5.  Seja  fix)  ~ 1 - Mostre  que  /(— 1)  = /(!).  mas  nao 
exisle  numero  c era  ( — 1.1)  tal  que  /'(c)  = 0.  Por  que  isso  nao 
contradiz  o Teorema  de  Rolle? 

6.  Seja  fix)  — (x  — l)"2.  Mostre  que  /(())  = / (2),  mas  nao 
existe  numero  c em  (0,  2)  tal  que  f\c)  — 0.  Por  que  isso  nao 
contradiz  o Teorema  de  Rolle? 

7.  Use  o grafico  de  f para  estimar  os  valores  de  c que  satisfacam 
a conclusao  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  o intervalo  [0,  8], 


M fv r j r 

: i rW'i r 


Use  o grafico  de  f dado  no  Exercicio  7 para  estimar  os  valores 

de  c que  satisfacam  a conclusao  do  Teorema  do  Valor  Medio 

para  o intervalo  [1,7). 

(a)  Faca  o grafico  da  funcao  fix)  ~ x + 4/x  na  janela  de 
inspecao  [0,  10]  por  [0,  10]. 

(b)  Faca  o grafico  da  reta  secante  que  passa  pelos  pontos  (1  - 5) 
e (8,  85)  na  mesma  tela  com  /. 

(c)  Encontre  o mimero  c que  satrsfaca  a conclusao  do  Teorema 
do  Valor  Medio  para  essa  funcao  f e o intervalo  [1 . 8], 
Entao  lap  a o grafico  da  reta  tangente  no  ponto  (c,  /(c))  e 
note  que  ela  e paralela  a reta  secante. 

(a)  Na  janela  de  inspecao  [-3,  3]  por  [-5,  5],  faca  o grafico  da 
fiimjao  fix)  ~ x~  ~ 2x  e suas  retas  secantes  que  passam 
pelos  pontos  (-2,  -4)  e (2, 4).  Use  o grafico  para  estimar 
as  coordenadas  x dos  pontos  onde  a reta  tangente  e 
paralela  a reta  secante. 

(b)  Encontre  os  valores  exatos  dos  numeros  c que  satisfacam  a 
conclusao  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  o intervalo 
[-2,  2]  e compare  com  sua  resposta  da  parte  (a). 


11-44  :::  Verifique  que  a funcao  satisfaca  as  hipo^ses  qo  Teorema 
do  Valor  Medio  sobre  o intervalo  dado.  Entao  encontre  todos  os 
numeros  c que  satisfacam  a conclusao  do  Teorema  do  Valor  Medio 

11.  fix)  = 3 A- 2 + 2x  + 5,  [-1,1] 

12.  f(x)  = -v*  + x -“I,  [0,2] 

13.  fix)  = e"2\  [0,3] 

14.  fix)  = [1,4] 

x + 2 “ 


15.  Seja  fix)  — \ x - 1 j.  Mostre  que  nao  existe  valor  e tal  que 
/( 3)  — /( 0)  = /'(c) (3  - 0).  Por  que  isso  nao  contradiz  o Teo- 
rema do  Valor  Medio? 

16.  Seja  fix)  ~~  (.t  + 0/ (.v  — 1).  Mostre  que  nao  existe  valor  c U 
que  /( 2)  — / (0 ) —f'(c)i 2 ~ 0).  Por  que  isso  nao  contradiz  o 
Teorema  do  Valor  Medio? 

17.  Mostre  que  a equacao  1 + 2.v  + x}  + 4.V  tem  exatamente  uma 
raiz  real. 

18.  Mostre  que  a equacao  2v  - 1 - sen  x — 0 tem  exatamente  unit 
raiz  real . 

19.  Mostre  que  a equacao  .V  - 15.v  4-  c ~ 0 tem  no  maximo  uma 
raiz  no  intervalo  (-2,  2). 

20.  Mostre  que  a equacao  x4  4-  4a:  f c — 0 tem  no  maximo  dua: 
raizes  reais. 

21.  (a)  Mostre  que  urn  polinomio  de  grau  3 tem  no  maximo  tres 

raizes  reais, 

(b)  Mostre  que  ura  polinomio  de  grau  n tem  no  maximo  n 
raizes  reais. 

22.  (a)  Suponha  que  / seja  diferenctavel  em  !R  e tenha  duas  raize 

Mostre  que  /'  tem  no  rninimo  uma  raiz. 

(b)  Suponha  que  / seja  duas  vezes  diferenctavel  em  1FS  e tenh 
tres  raizes.  Mostre  que  f " tem  no  rninimo  uma  raiz  real. 

(c)  Voce  pode  generalizar  os  itens  (a)  e (h)? 

23.  Se  /{!)  = 10  e fix)  4s  2 para  1 -c  x ^ 4,  quao  pequeno  pod 
ser/(4)? 

24.  Suponha  que  3 f'{x)  *£  5 para  todo  x.  Mostre  que 

18  *S/(8)  -/( 2)  =£  30. 

25.  Existe  uma  funcao  f tal  que  /( 0)  = - I . / (2)  — 4 e fix)  -4  1 
para  todo  a ? 

26.  Suponha  que  / e g sejam  continuas  era  [a,  b]  e diferenciaveis 
em  (a,  b).  Suponha  tambem  que  f (a)  — gia)  e fix)  < fix 
para  a < x < b.  Prove  que  fib)  < gib).  [ Sugestao : Aplique  o 
Teorema  do  Valor  Medio  para  a funqao  h = f ~ g.\ 

27.  Mostre  que  VU  + x < 1 + lx  se  x > 0. 
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28.  'Suponha  quc  / seja  uma  fungao  l'mpar  e diferenciSvel  cm  Kxla 

a parte.  Prove  que  para  todo  o numero  positive  b existe  uni 
numero  c em  { — b,  b)  tal  que  fix')  = f{b)/b . 

29.  Use  o Teorema  do  Valor  Medio  para  provar  a desigualdade 

I sen  a sen  b j =£  | a - b j para  todo  a e b 

30.  Se  fix)  = c (c  uma  constante)  para  todo  x,  use  o Corolario  7 
para  mostrar  que  fix)  = cx  + d para  alguma  constante  d. 

31.  Seja  f{x)  = l/.t  e 


se  x > 0 
se  x < 0 


Mostre  que  fix)  — g’(x)  para  todo  x em  sens  domi'nios. 
Podemos  concluir  a parti r do  Corolario  7 que  / - g e constante? 


32.  Use  o nidtodo  do  Exemplo  6 para  provar  a identidade 

2 sen"  A — cos  M 1 - 2r  ) x 0 

33.  Prove  a identidade 


34.  As  2 boras  da  tarde  o velocfmetro  de  urn  carro  mostrava 

30  rm/h,  e as  2hl0  mostrava  50  mi/h.  Mostre  que  etn  algum 
instante  entre  2h  e 2hl0  a aceleragao  e exatamente  120  mi/h2. 

35.  Dois  corredores  iniciaram  uma  corrida  no  mesmo  instante  e 
terminaram  empatados.  Prove  que  em  algum  instante  durante  a 
corrida  eles  tem  a mesma  velocidade.  [Sugestao:  Considere 
/(f)  --  git)  — hit),  onde  g e h sao  funcoes  posigoes  dos  dois 
corredores.) 

36.  Urn  numero  a e chamado  numero  fixo  de  uma  funpao  / se 
f(a)  = a.  Prove  que  se  fix)  # 1 para  todo  numero  real  x, 
entao  / tem  no  maximo  tint  ponto  lixo. 


Como  as  Derivadas  Afetam  a Forma  do  Grafico 


Xi 


o! 


FIGURA  1 


D 

9 

B j 


\ / 

c 


Muitas  das  aplicacoes  do  calculo  dependent  de  nossa  habilidade  para  deduzir  fatos  sobre 
uma  fungao  f a partir  de  infomtacoes  concementes  de  suas  derivadas.  Como  fix)  repre- 
senta  a inelinacao  da  curva  v ~ f(x)  no  ponto  (x.  f(.x)) . ela  nos  informa  a direcao  segundo 
a qua!  a curva  segue  em  cada  ponto.  Assim,  e razoave!  esperar  que  a informacao  sobre 
fix)  nos  de  informagoes  sobre  fix). 

; . O Que  /'  Nos  Diz  sobre  /? 

Para  ver  como  a derivada  de  / pode  nos  dizer  onde  uma  fungao  e crescente  ou  decrescente. 
observe  a Figura  1 . (As  funcdes  crescentes  e decrescentes  foram  definidas  na  Secao  1.1.) 
Entre  A e B e entre  C e D as  retas  tangentes  tem  inclinagao  positiva,  logo  fix)  > 0.  Entre 
B e Cr  as  retas  tangentes  tem  inclinagao  negativa,  portanto  fix)  < 0.  Assim,  parece  que/ 
cresce  quando  fix)  e positiva  e decresce  quando  fix)  e negativa.  Para  provar  que  isso  e 
sempre  valido,  vamos  usar  o Teorema  do  Valor  Medio. 


Xi- 


| Teste  Crescente/De crescente  qu  Teste  C/D 

[ (a)  Se  fix)  > 0 sobre  um  intervalo,  entao  / e crescente  nele. 

(b)  Se  f{x)  < 0 sobre  um  intervalo,  entao  / e decrescente  nele. 


Prove 

(a)  Sejam  x\  e xz  dois  ndmeros  quaisquer  no  intervalo  com  x\  < x- . De  acordo  com  a 
definicao  de  uma  fungao  crescente  temos  para  mostrar  que  fix i)  <f(x 2). 

Como  estamos  dando  que  f(x)  > 0,  sabemos  que  / e diferenciavel  em  [xi,x?].  Logo, 
pelo  Teorema  do  Valor  Medio,  existe  um  numero  c entre  xf  e x2  tal  que 


f(x 2)  -f{x j)  ^f{c)(x 2 - Vs) 


Agora  f(c)  > 0 por  hipotese  e x2  — xt  > 0,  pois  x(  < x?.  Assim,  o lado  direito  da 
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Equacao  J e positive,  e - • - 

fix 2)  — fix  1)  > 0 ou  fix-,)  < f{x2) 

Isso  mostra  que  f e crescente. 

A parte  (b)  e provada  de  maneira  semelhante 


EXEfilpLO  1 Encontre  o intervaio  onde  a funqao  fix)  — 3x*  — 4.r'  — 12.x'  + 5 e 
crescente  e o intervaio  onde  ela  e decrescente. 

SOLUCAO  f\x)  = 1 2.r 3 - 12v2  - 24  \ - I2x(x  ~ 2 )(:v  + 1) 

Para  usar  o Teste  C/D  devemos  saber  onde  fix)  > 0 e onde  fix)  < 0.  Isso  depende  dos 
sinais  dos  tres  fat  ores  de  f’ix),  isto  e,  1 2x,  x — 2 ex  4-  1 . Dividimos  a reta  ieai  era 
intervalos  cujos  extremos  sao  os  numeros  crfticos  -1 . 0 e 2 e dispomos  o que  fizemos  em 
uma  tabela.  Urn  sinal  de  adicao  indica  que  a expressao  dada  e positive,  e urn  sinal  de 
subtracao  indica  que  e negativa.  A ultima  coiuna  da  tabela  fornece  a conclusfo  baseada 
no  Teste  C/D.  Por  exemplo,  fix)  < 0 para  0 < x < 2.  logo  / e decrescente  eni  (0.  2). 

(E  tambem  verdade  dizer  que/e  decrescente  no  intervaio  fechado  [0.  2].) 


O grafico  de  / mostrado  na  Figura  2 confirms  a informapao  dada  na  tabela. 

Da  Se^ao  4.1,  lembre-se  de  que  se  / tern  um  maximo  ou  mfnimo  local  em  c,  entao  c 
deve  ser  urn  numero  critico  de  f (pelo  Teorema  de  Fermat),  mas  nem  todo  numero  critico 
da  origem  a um  maximo  ou  mfnimo.  Conseqlientemente.  necessi tamos  de  um  teste  que  nos 
diga  se  / tern  ou  nao  um  maximo  ou  mfnimo  local  em  um  numero  crftico. 

Voce  pode  ver  a partir  da  Figura  2 que  /(0)  — 5 e um  valor  maximo  local  de  f,  pois  / 
cresce  em  (—1,0)  e decresce  em  (0,  2).  Ou,  em  termos  de  derivadas,  fix)  > 0 para 
— 1 < x < 0 e fix)  < 0 para  0 < x < 2.  Em  outras  palavras.  o sinal  de  fix)  muda  de 
positive)  para  negativo  em  0.  Essa  observacao  e a base  do  teste  a seguir. 


Teste  da  P erivads  Primeira  Suponha  que  c seja  um  numero  crftico  de  uma  funcao 

contfnua  /. 

(a)  Se  o sinal  de  f mudar  de  positivo  para  negativo  em  c,  entao  / tem  um  maximo 

local  em  c.  j 

(b)  Se  o sinal  de  f mudar  de  negativo  para  positi  vo  em  c,  entao  / tem  um  mfnimo 
local  em  c. 

(c)  Se  f nao  mudar  de  sinal  em  c (isto  e,  se  em  ambos  os  lados  deco  sinal  de  f 
for  positivo  ou  negativo),  entao  / nao  tem  maximo  ou  mfnimo  locais  em  c. 

O Teste  da  Derivada  Primeira  e uma  conseqiiencia  do  Teste  C/D.  Na  parte  (a),  por 
exemplo,  uma  vez  que  o sinal  de  f'(x)  muda  de  positivo  para  negativo  em  c,  / e crescente 
a esquerda  de  c e decrescente  a direita.  Segue-se  que  f tem  um  maximo  local  em  c. 


E fadl  lembrar-se  o Teste  da  Primeira  Derivada  v 
os  da  Figura  3. 


>mo 


/ '{.X)  > 0 /' ! "\  /'(.v)<() 


0. 

(a)  Maximo  local 
FiGURA  3 


'(■*)  < o 


!f'(x)  > 0 


fix)  > 0 


■(.'.)  < 0 


/ ‘(jr)  > 0 


0i 


O sinal  + na  tabela  vem  do  fato  que 
g'(x)  > 0 quando  cos  x > - j . No 
grafico  de  v - cos  .x,  is  to  e verdade  nos 
intervalos  indicados. 


0 

FIGURA  4 
v - .v  + 2 sen  .v 


/'(*)<  0 


(b)  Mini  mo  local 


(c)  Nem  maxi  mo.  nem  mfnimo 


(d)  Nem  maximo.  nem  minimo 


i&zmriu  & Encontre  os  valores  de  maximo  e minimo  locais  da  funcao  / do  Exemplo  i 

SOLUfAO  Da  tabela,  na  soiugao  do  hxemplo  i . vemos  que  o sinal  de  f% x)  muda  de 
negative)  para  positivo  em  - 1 , logo  ./(  — ])  ~ ()  e um  valor  mfnimo  local  pelo  Teste 
da  Derivada  Primeira,  Analogamente,  o sinal  de  f muda  de  negativo  para  positivo 
em  2,  portanto  ./( 2)  — —27  e tambem  um  valor  mfnimo  local.  Como  notado 
anteriormente,  /( 0)  = 5e  um  valor  maximo  local,  pois  o sinal  de  fix)  muda  de 
positivo  para  negativo  em  0. 

tAfcferLl!  3 Encontre  os  valores  de  maximo  e minimo  locais  da  funcao 

g(x)  = x + 2 sen  x 0 x 2 it 
SOLUCAO  Para  achar  os  numeros  crfticos  de  g.  diferencia trios: 

g'(.x)  —1+2  cos  x 

Logo  g (v)  — 0 quando  cos  a ~ — As  solucoes  dessa  equa^ao  sao  2tt/3  e 4tt/3.  Como 
9 & diferenciavel  em  toda  a parte,  os  unicos  numeros  crfticos  sao  If  3 e 4tt/3  e. 
portanto,  analisaremos  g na  tabela  a seguir. 


: 

r'(-v)  - 1 + 2 cos  .v 



""  -l  • vv 

c rssccniv  cni  f 0 , j.  tv/  3 ) 

■-! 

C r-;  C 'r--.  .-V  ' -+7T/  C 

aecresceme  ern  •'  i rr/3 . 4 77 • 3 * 

a fl  .....  ^ _ 

IS 

■ 

1C  Ci : ‘ (•  ' /;/  _ 7;  ; 

Como  o sinal  de  f(x)  muda  de  positive  para  negativo  em  2ir/3,  o Teste  da  Deri  vada 
Primeira  nos  diz  que  ha  um  maximo  local  em  2rr/3  e o valor  maximo  local  e de 


2 IT  2-77  2 77 

0(2tt/3)  — — - — F 2 sen — — — - + ? 


J3  ■ 3.83 


3 3 ~\  2 } 3 

Da  mesma  forma,  o sinal  de  fix ) muda  de  negativo  para  positivo  em  4tt/3,  logo 

yo 


4 it  4 u 4 u 

c;(4tt/3)  — — — - + 2 sen — — + 2[ 

3 3 3 \ o 


47 T 

— ~ y'3  - 2,46 


e um  valor  mfnimo  local.  O grafico  de  g na  Figura  4 confirms  nossa  concJusao. 
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IGURA  5 


FIGURA  6 


O Que  f"  Nos  Diz  sobre  /? 

A Figure  5 mostra  os  graficos  de  duas  iuncoes  ere  seen  tes  era  h).  Ambcs  os  graficos 
unein  o ponto  A ao  B.  mas  eles  .sao  dilerentes.  pois  ioclinani'Se  gm  direcoes  diferentes. 
Como  distinguir  entre  esses  dois  tipos  de  comport  a men  to?  Na  Figura  (j  as  tangentes  a essas 
curvas  foram  tracadas  em  varies  pontos.  Na  parte  (a)  a curva  fica  ;lCima  das  tangentes  e / 
e chamada  concava  para  cima  em  (a.  b).  Em  (b)  a curva  fica  abajx0  das  tangentes  e g e 
denominada  concava  para  bai.xo  em  (a,  b). 


a r 
L_ 


fa) 


A . - 


t B -v' 

/I 
/ 1 

//  ! 
y . 

i 

i 

i 

J w 

,,-i  B 

/ 9 j 

/ i 

A i 1 

| l 

b Jf 

0 

a b 

) 

, B 

V k 
■ 

(b) 

k ^ B 

J 

/ / 

/' 

/ 9 
/ 

A / 

X 

\ para  cima 

0 

(b)  Concava  para  baixo 

Sefinieao  Se  o grafico  de  / estiver  acima  de  todas  as  suas  tangentes  no  intervalo 
L entao  eie  e chamado  concavo  para  cima  em  1.  Se  o grafico  de  / estiver  abaixo 
de  todas  as  suas  tangentes  em  I,  e dito  concavo  para  baixo  em  /. 


A Figura  7 mostra  o grafico  de  uma  funcao  que  e concava  para  cima  (ahrevia-se  CC) 
nos  intervals  (b,  c).  (d,  e ) e (e,  p),  e concava  para  baixo  (CB)  nos  intervalos  (a,  b),  (c,  d) 
e (p,  q ). 


FIGURA  7 


/ 


CB 


CC 


D 


CB 


CC 


Vamos  observar  como  a derivada  segunda  nos  ajuda  a determinar  os  intervalos  de  con- 
cavidade.  Olhando  para  a Figura  6(a),  voce  pode  ver  que.  mdo  da  esquerda  para  a direita. 
a inclinayao  da  tangente  cresce. 
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FIGURA  8 


Ij>so  significa  que  a derivada  de  ./  e uma  iuncao  crescente  e con  sequence  men  sya 
derivada  j e positjva.  Da  mesma  lorma,  na  Figura  6(b)  a mclinacao  da  tansente  decresce 
da  esquerda  para  a direha:  logo  /'  decresce  e.portanto,/"  e negativa.  Esse  raciocimo  pode 
ser  jnvertjdo  e sugere  que  o ieorema  a seguir  e verdadeiro.  lima  prova  dele  esta  dada  no 
Apendice  F com  o auxilio  do  Teorema  do  Valor  Medio. 


i Teste  da  Concavidada 

(a)  Se  t ’ (x)  > 0 para  (odo  x em  /.  entao  o grafieo  de  f e concavo  para  cima  em  /. 

! (b)  Se  f ^ < 0 Para  todo  x em  /.  entao  o grafieo  de  / e concavo  para  baixo  em  /. 


\ A ^"ura  8 mostra  um  grafieo  da  popular  ao  para  as  abelhas  cipriotas 

criadas  no  apiario.  Como  cresce  a taxa  populacional?  Quando  essa  taxa  e mais  alta? 
Sobre  quais  intervaios  P e concavo  para  cima  ou  concavo  para  baixo? 


Numero  de  abelhas 
(cm  milhares) 


SOLUQAO  Examinando  a inclina^ao  da  curva  quando  t cresce,  vemos  que  a taxa  de 
crescimento  populacional  e inicialmente  rnuito  pequena,  entao  toma-se  maior  ate  atingir 
o maximo  em  cerca  de  t — 12  semanas,  e decresce  ate  a populagao  se  estabilizar.  A 
medtda  que  a populagao  tende  a seu  valor  maximo  de  cerca  de  75.000  (chamada  capaci- 
dade  de  manutengao)  a taxa  de  crescimento,  tende  a 0.  A curva  mostra  ser  concava 
para  cima  em  (0,  12)  e concava  para  baixo  em  (12,  18). 


Tempo  (em  semanas) 


No  Exemplo  4,  a curva  populacional  varia  de  concava  para  cima  para  concava  para  baixo 
aproximadamente  no  ponto  (12,  38. (XX)),  denominado  panto  de  inflexao  da  curva.  A sig- 
nificance desse  ponto  e que  a taxa  de  crescimento  populacional  tern  seu  valor  maximo  la.  Em 
geral,  um  ponto  de  inflexao  e aquele  em  que  uma  curva  muda  a direcao  de  sua  concavidade. 


| Defini^ao  Um  ponto  P na  curva  v = /( x)  e conhecido  como  ponto  de  inflexao  se 

f f econtmua  no  ponto  e a curva  mudar  de  concava  para  cima  para  concava  para 

j baixo  ou  vice-versa  em  P.  1 

j 

] 

For  exemplo,  na  Figura  7,  B,  C,  D e P sao  os  pontos  de  inflexao.  Note  que  se  uma  curva 
tiver  uma  tangente  em  um  ponto  de  inflexao,  entao  a cum  cruza  sua  tansente  at.  j 

Em  vista  do  Teste  da  Concavidade,  ha  um  ponto  de  inflexao  sempre  que  a derivada 
segunda  mudar  de  sinal.  j 

— 


FIGURA  9 
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FfGURA  10 

fU- 

•)  > 0,  concava  para  cima 
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EXEMPLO  5 ::  Esboce  um  graft co  possivel  de  uma  funcao  / que  satisiaca  as  segumtes 
condicoes: 

(i)  f fix)  > 0 em  (-«  J ) . /'(*)  < 0 era  ( 1 , ) 

(ii)  fix)  > 0 em  (-=£ , -2)  e (2. *),  .f"U)  < 0 em  (-2. 2) 

(iii)  lim  /(.x)  = —2.  lim  /(a:)  = 0 

SOLUQAO  A condicao  (i)  nos  diz  que  / cresce  em  (-»,  1)  e decresce  em  (l,00).  A 
condiqao  (ii)  diz  que  f e concava  para  cima  em  (-=»,  ~2)  e (2.  <*)  e cdncava  para  baixo 
em  (-2,  2).  Da  condicao  (iii)  sabemos  que  o grafico  de/tem  duas  assfntotas 
horizontais:  y = -2e  y = 0. 

Primeiro  tra^amos  a assrntota  horizontal  y — —2  como  uma  iinha  tracejada  (veja  a 
Figura  9).  Entao  fazemos  o grafico  de  / tendendo  a essa  assfntota  no  extrerno  esquerdo, 
crescente  ate  seu  maximo  no  ponto  x—  I e decrescente  em  direqao  ao  eixo  x no  extremo 
direito.  Tambem  asseguramos  que  o grafico  tem  pontos  de  inflexao  quando  x = —2  e 2. 
Observe  que  fizemos  a curva  encurvada  para  cima  para  x < -2  e x > 2,  e para  baixo 
quando  x esta  entre  -2  e 2.  □ 


Outra  aplica$ao  da  derivada  segunda  e o teste  a seguir  para  os  valores  maximo  e mi~ 
nimo.  E uma  conseqiieneia  do  Teste  da  Concavidade. 

I Teste  da  Derivada  Segunda  Suponha  que  f"  seja  contsnua  na  proximidade  de  c. 

(a)  Se  f{c)  ~ 0 e /"(c)  > 0,  entao  / tem  um  minima  local  em  c.  | 

| (b)  Se  f'ic)  — 0 e /"(c)  < 0,  entao  / tem  um  maximo  local  em  c. 


Por  exemplo,  a parte  (a)  e verdadeira,  pois  fix)  > 0 nas  proxiniidades  de  c,  e / e eon- 
cava  para  cima  proximo  de  c.  Isso  significa  que  o grafico  de  / se  situa  acima  de  sua  tan- 
gente  horizontal  em  c e assim  f tem  um  mftiimo  local  em  c (veja  a Figura  10). 

EXEMPLO  8 □ Examine  a curva  y = x4  - 4.x3  em  rela^ao  a concavidade,  pontos  de 
inflexao  e mmimo  e maximo  locals.  Use  essa  informa^ao  para  esbocar  a curva. 

SOLUgAO  Se  fix)  = .x4  - 4.x3,  entao 

fix)  = 4,x3  - 12x2  = 4x\x  ~~  3) 

/"(.r)  — 12.x2  — 24x  — 1 2x(x  - 2) 


Para  achar  os  numeros  entieos  fazemos  f'(x)  — 0 e obtemos  x — 0 e x 3-  Para  usar  o 
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y 

\ 

v = xJ-  4,rl  j 

s 

| 

\ 

v 

(0, 0)  j 

pontos  de 

\ 2 3 ] 

inflexao 

\ I 

X \ 1 

J 

(2,  -16)  \ / 

\ / 
(3,  -27) 

FIGURA  1 1 


Teste  da  Deri  v ad  a Segunda.  c'alculamos  /"  nesses  pontos  critieos: 

/"(())  = 0 /"( 3)  = 36  > 0 

Lima  vez  que  j (3)  — 0 e t "(3)  > 0,/(3)  = -27  e tim  minimo  local.  Lima  vez  que 
/"(())  = q 0 Teste  da  Derivada  Segunda  nao  fornece  informacoes  sobre  o niimero  critieo 
0.  Mas,  uma  vez  que  f'ix)  < 0 para  x < 0 e tambem  para  0 < x < 3.  o Teste  da 
Derivada  Primeira  nos  diz  que  J nao  teni  uni  maximo  ou  mini  mo  local  em  0.  [De  fa  to,  a 
expressao  para  f(x)  mostra  que  / decresce  a esquerda  de  3 e cresce  a direita  de  3.J 
Uma  vez  que  f'(x)  ~ 0,  entao  x — 0 ou  2,  dividimos  a reta  real  em  intervalos  com 
esses  numeros  como  extremos  e completamos  a seguinte  tabela. 


O ponto  (0, 0)  e um  ponto  de  inflexao.  uma  vez  que  a curva  muda  de  concava  para 
cima  para  concava  para  baixo  ai.  Tambem  (2,  —16)  e uni  ponto  de  inflexao,  uma  vez  que 
a curva  muda  de  concava  para  baixo  para  concava  para  cima  ai. 

Usando  o minimo  local,  os  intervalos  de  concavidade  e os  pontos  de  inflexao, 
esbocamos  a curva  na  Figura  1 1 . 

N0TA  o O Teste  da  Derivada  Segunda  e ineonclusivo  quando  /,f(c)  = 0.  Em  outras 
palavras,  nesse  ponto  pode  ser  urn  maximo,  um  minimo  ou  nenfaum  deles  (como  no 
Exemplo  6).  Esse  teste  tambem  falha  quando  f”{c)  nao  existe.  Em  tais  cases,  o Teste  da 
Derivada  Primeira  deve  ser  usado.  De  fa  to,  mesmo  quando  ambos  os  testes  sao  aplicaveis, 
o Teste  da  Derivada  Primeira  e frequentemente  mais  facij  de  ser  usado. 

EXEMPLO  ? □ Esboce  o grafico  da  funqao  fix)  = ,v2/5(6  - x)l/i. 

SOLUfAO  Voce  pode  usar  as  regras  de  diferenciacao  para  checar  que  as  duas  primeiras 
derivadas  sao 


f'ix) 


4 — x 

x : '(6  - x)2/- 


f"(x) 


-8 

v ' (6  - .xj'^ 


f Tente  reproduzir  o grafico  da  Figura 
1 2 com  uma  caiculadora  grafica  ou 
computador.  Algumas  maquinas 
fornecem  o grafico  compieto,  e outras, 
a penas  a parte  a direita  do  eixo  y, 
enquanto  outras  produzem  somente  a 
parte  entre  i = 0e.t~6.  Para  mais 
explicates,  veia  o Exemplo  7 da 
Segao  1 .4.  Uma  expressao  equivalente 
que  fornece  o grafico  correto  e 


Uma  vez  que  / (v)  — 0 quando  x — 4 e f Tv)  nao  existe  quando  x — 0 ou  x ~ 6.  os 
numeros  critieos  sao  0, 4 e 6. 


Intervalo 

4 :v 

{(}  ■—  xi 

.V  < 0 

0 < x < 4 
4 < x < 6 
x > 6 

■t- 

' 

ere  see  me  em  (0,  4) 
decrescente  em  (4.  6) 
u e c i e s c n t c c n i ( o , } 

Lara  achar  os  valores  de  extremos  iocais  usamos  o feste  da  Derivada  Primeira.  Uma 
vez  que  o sinal  de  f muda  de  negativo  para  positivo  em  0, /((>)  -Oe  um  minimo  local. 
Uma  vez  que  o sinal  de  f muda  de  positivo  para  negativo  em  4,/(4)  — 2 5/3  e um 
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(4,  2Vi) 
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y = xm(6  - ;v)|:?  \ 

FfGURA  12 


maximo  local.  O sina]  de  f"  nao  muda  em  6;  logo,  nao  ha  nem  mini  mo  nem  maxi  mo  ah 
(O  Teste  de  Derivada  Segunda  poderia  ser  usado  em  4.  mas  nao  ern  0 ou  6,  uma  vez  que 
/"  nao  existe  ah) 

Examinando  a expressao  para  f"(x)  e notando  que  x4/?  5*  0 para  todo  x,  temos 
/'■( x)  < 0 para  x < 0 e para  0 < x < 6 e /"( x)  > 0 para  x > 6.  Logo  fe  concava  para 
baixo  em  (-»,  0)  e (0,  6)  e concava  para  cima  em  (6, »),  e o unico  ponto  de  inflexao  e 
(6, 0).  O grafico  esta  esbogado  na  Figura  12.  Note  que  a curva  tem  tangentes  verticals 
em  (0.  0)  e (6,  ())t  pois  | fix)  | <»  quando  x --->  0 e quando  x — > 6. 


EXEMFL0  t ::::  Use  as  derivadas  primeira  e segunda  de  f(x)  = e1'.  junto  com  as  as  sin  to- 
tas,  para  esbocar  sen  grafico. 

S01UQA0  Note  que  o dommio  de  / e {x  \ x ^ 0};  portanto,  examinemos  para  as  assmtotas 
verticals  computando  os  limites  esquerdo  e direito  quando  x —+  0.  Quando  x —x  0f, 
sabemos  que  t ~ \/x  — * logo 

lim  ei/:*  — him  e!  — 00 

i ■*  o * 

e isso  mostra  que  x ~ 0 e uma  assintota  vertical.  Quando  x — > 0 , temos  t — \jx  — * — 
logo 

lim  e1/x  — lim  e1  — 0 

V ->0" 

Quando  x — > ±°°.  temos  \/x  — > 0 e,  portanto, 

lim  exi*  ~ e°  ~ 1 

Isso  mostra  que  y — 1 e uma  assintota  horizontal . 

Agora,  vamos  computer  a derivada.  A Regra  da  Cadeia  da 


Uma  vez  que  el/x  > 0 e x2  > 0 para  todo  x 0,  temos  fix)  < 0 para  todo  x # 0. 
Assim,  f e decrescente  em  ( — 0)  e em  (0.  oc).  Nao  ha  numero  critico;  logo,  a funcao 

nao  tem  nem  maximo  nem  mmimo.  A derivada  segunda  e 

x2e  i/x( ~ l/x2)  ~ e 1/X{2x)  e 1 ’( 2 v + 1 ) 

/"U)  = " IT 


Uma  vez  que  el/ x > 0 e x4  > 0,  temos  f'(x)  > 0 quando  x > -5  (x  / 0)  e fn(x)  < 0 
quando  x < — Portanto  a curva  e concava  para  baixo  em  — I)  e concava  para 
cima  em  0)  e ern  {(),  =Q.  O ponto  de  inflexao  e ( — e"2). 
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'•  Para  esboyar  o grafico  de  /.  primeiro  desenhamos  a assfmota  horizontal  v = .1  (como 
uma  linha  tracejada),  junto  com  as  partes  da  curva  proxima  da  assfntota  em  um  esboco 
preliminar  [Figura  13(a)].  Essas  partes  refletem  a informacao  relativa  a limites  e o fato 
de  que  / e decnescente  tamo  em  (- *.  0)  como  em  (0.  Note  que  indicamos  que 
fix)  •-->  0 quando  x ^ 0 mesrno  que  /(())  nao  exista.  Na  Figtira  13(b)  terminamos  o 
esboco  incorporando  a informacao  relativa  a concavidade  e ao  ponto  de  inflexao.  Na 
Hgura  13(c)  verificamos  nosso  trabalho  com  um  recurso  computacional. 


y-  1 


of 


(a)  Esboco  preliminar 
FIGURA  13 


ponto  de 
inflexao 


| y = e':* 

\ 


v-  I 


(b)  Esboco  aeabado 


V 


(c)  Confirmacao  computacional 


1.3 


Exercicios 


1-2  l:  Use  o grafico  dado  de/para  encontrar  o seguinte: 


(a)  O major  intervalo  aberto  no  qual/e  crescente. 

(b)  O maior  intervalo  aberto  no  qual/e  decrescente. 

(c)  O major  intervalo  aberto  no  qual/e  cdncava  para  cima. 

(d)  O maior  intervalo  aberto  no  qual  / e cdncava  para  baixo. 

(e)  As  coordenadas  dos  pontos  de  inflexao. 


r-y 

r 
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I 
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Suponha  que  She  foi  dada  uma  formula  para  tuna  funcao  f. 

(a)  Como  voce  defermina  onde  / e crescente  ou  decrescente? 

(b)  Como  voce  determina  onde  o grafico  de  f e concavo  para 
cima  ou  para  baixo? 

(c)  Como  voce  localize  os  pontos  de  inflexao? 

4.  (a)  Enuncie  o Teste  da  Derivada  Prinieira. 

(b)  Enuncie  o Teste  da  Derivada  Segunda.  Sobre  que  circunstan- 
cia  ele  e inconclusive?  O que  voce  fara  se  ele  falhar? 

5-6  :j  O grafico  da  derivada  /'  de  uma  funcao  / esta  mostrado. 

(a)  Em  que  intervales/ esta  crescendo  ou  decrescendo? 

(b)  Em  que  valores  de  „r  a fungao  / tem  um  maxtmo  ou  mi'nimo  local? 


5.  y, 

y = fix) 

2 4 6 -v 

6.  y , 

>’=  fix) 
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7.  O grafico  da  derivada  segunda  f”  de  uma  funcao  f esta 

mostrado.  Estabele^a  as  coordenadas  x dos  pontos  de  inflexao 
de  /.  Justifique  sua  resposta. 


V A 


fix') 


V. 


/ 1 


/ 


8.  O grafico  da  derivada  primeira  de  f de  uma  funcao  / esta 
mostrado. 

(a)  Em  que  intervalos  esta  / crescendo?  Explique. 

(b)  Em  que  valores  de  x a funcao  / tem  urn  maximo  ou 
mmimo  local?  Explique. 

(c)  Em  que  intervalos  / e concava  para  cima  ou  para  baixo? 
Explique. 

(d)  Quais  sao  as  coordenadas  x dos  pontos  de  inflexao  de  /? 
For  que? 


9. 

10. 


Esboce  o grafico  de  uma  funcao  com  derivadas  primeira  e 
segunda  sempre  negativas. 

E mostrado  o grafico  de  uma  populagao  de  celulas  de  levedo  em 
uma  nova  cultura  de  laboratory  como  uma  fun9ao  do  tempo. 

(a)  Descreva  como  varia  a taxa  de  crescimento  populacional. 
fb)  Quando  essa  taxa  e a maior? 

(c)  Em  que  intervalos  a funcao  populacional  e concava  para 
cima  ou  para  baixo? 

(d)  Estime  as  coordenadas  do  ponto  de  inflexao. 

700 
600- 

Numero 

de  400  j 
celulas  de  300  - 
levedo  200. 

100 

a 


t 1 1 I 1 ! ! ¥- 

4 6 8 10  12  14  16  38 

Tempo  (em  horas) 


11-20  □ 

(a)  Encontre  os  intervalos  nos  quais  / e crescente  ou  deerescente. 

(b)  Encontre  os  valores  de  maximo  e mmimo  local  de  /. 

(c)  Encontre  os  intervalos  de  concavidade  e os  pontos  de  inflexao. 

11.  f{x)  - x3  - 12*  + 1 12.  f(x)  « 5 - 3x2  + x3 

x~ 

x 2 + 3 
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15.  fix)  - x - 2 sen  x-.  (>  < x <.3  rr  ’ 

15.  fix)  ~ cos2*  - 2 sen  x\  ()  x 2 rr 

17.  fix)  ~ xe'  IS.  f{x)  ~ x~e* 

19.  fix)  = (In  x)/vx  20.  fix)  = x In  x 

Encontre  os  valores  de  maximo  e mmimo  locais  de  ./ 
usando  ambos  os  Testes  das  Derivadas  Primeira  e Segunda.  Qual 
metoclo  voce  prefere? 

21.  fix)  = x5  - 5x  + 3 22.  f(x)  = — 

x‘  T 4 

23.  fix)  - x + v 1 “ * 

24.  (a)  Encontre  os  numeros  criticos  de  fix)  = x/ x - l)3. 

(b)  O que  o Teste  da  Derivada  Segunda  mostra  para  voce 
sobre  o cornportamento  de  / nesses  numeros  criticos? 

(c)  O que  mostra  o Teste  da  Derivada  Primeira? 

25.  Suponha  que/"  seja  continua  em  (-00 , ce). 

(a)  Se/ '(2)  = 0 e /"( 2)  ~ -5,  o que  se  pode  afirmar  sobre /? 

(b)  Se /'( 6)  = 0 e /"( 6)  = 0,  o que  se  pode  afirmar  sobre/? 

25-30  □ Esboce  o grafico  de  uma  funcao  que  satisfaca  todas  as 
condi^oes  dadas. 

26.  fix)  > 0 para  todo  x ^ 1 , assfntota  vertical  x — 1 , 

/''(x)  > 0 se  x < 1 ou  x > 3,  f"(x)  < 0 se  1 < x < 3 

27.  /'(())= /'(2)=/ '(4)  =0. 

/ '(x)  > 0 se  x < 0 ou  2 < x < 4, 

/ '(x)  < 0 se  0 < jc  < 2 ou  x > 4. 

/"(x)  > 0 se  1 < x < 3 ,f"(x)  < 0 se  x < 1 ou  x > 3 

28.  //1)=/'H)  = (},/'(*)  <0seixi<  l, 
fix)  > 0 se  1 < 1x1  < 2,  fix)  = -1  se  Ixl  > 2, 
fix)  < 0 se  -2  < x < 0 e ponto  de  inflexao  em  (0,1) 

29.  / '(x)  > 0 se  lx ! < 2,  / '(x)  < 0 se  lx ! > 2, 

f = 0,  Jim  I f'ix)  I as  00  ,/"(x)  > 0 se  Ixl  T 2 

30.  fix)  > 0 se  txi  < 2,  f(x)  < 0 se  Ixl  > 2. 
f(2)  = 0,  Jim  fix)  = 1 ,/(-x)  = -/<*), 

/ "(x)  < 0 se  0 < x 3 ,/"(*)  > 0 se  x > 3 

31-32  ::  O grafico  da  derivada  f de  uma  funyao  continua  / esta  ilustrad 

(a)  Em  que  intervalos  / esta  crescendo  ou  decrescendo? 

(b)  Em  que  valores  de  x a funcao  / tem  urn  mmimo  ou  maximo  local 

(c)  Em  que  intervalos  f e concava  para  cima  ou  para  baixo? 

(d)  Estabeleqa  as  coordenadas  x dos  pontos  de  inflexao. 

(e)  Assumindo  que  /( 0)  = 0,  esboce  o grafico  de  /. 

31.  - j* t r — i r ■ 


13.  fix)  = x4  - 2X2  + 3 


14.  f(x)  = 
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32. 


v =/:'(*)■ 


or/- 

i / 

/ 


4 . A /8  -* 


Encontre  os  intervalos  em  que  a funcao  c crescente  ou  decrescente. 
Encontre  os  vaiores  de  maximo  ou  mfnimo  locais. 

Encontre  os  intervalos  de  concavidade  e os  pontos  de  inflexao. 
Use  as  informagoes  das  partes  (a)-(c)  para  esbocar  o grafico.  Veri- 
fique  sen  trabalho  com  ttm  recurso  computaciona!  se  voce  liver  urn. 


33. 

fix)  — 2.r'  — 3x~  12; 

c 34. 

f(x)  - 2 + 3a  - 

35. 

fix)  — V4  --  6 A' 2 

36. 

gix)  = 200  + 8a '■ 

37. 

hix)  — 3,v'  — 5 a ' + 3 

38. 

hix)  - (x2  ■■■■  l)3 

39. 

.4(a)  — xAx~x  3 

40. 

B(x)  = 3 A 2/4  - X 

41. 

C{x)  = a'  ''(a  + 4) 

42. 

/'(a)  = Inf.U  + 27) 

43. 

/(f))  = 2 cos  6-  cos  26, 

0 =S  d « 

2-77 

44. 

fit ) = t + COS  t.  -2-7 T 

/ 2 77 

(a)  Encontre  as  assfntotas  vertical  e horizontal. 

(b)  Encontre  os  intervalos  nos  quats  a fungao  e crescente  ou  decrescente. 

(c)  Encontre  os  vaiores  de  max  into  e mfnimo  locais. 

(d)  Encontre  os  intervalos  de  concavidade  e os  pontos  de  inflexao. 

(e)  Use  a informagao  das  partes  (a)-(d)  para  esbocar  o grafico  de  /. 


45.  fix)  ~ ■ 


46.  / ( .V ) — ■ 


{-v  - 2)“ 


47.  f{x)  — v x 2 + 1 ---  .r 

48.  fix)  = x tg  x,  -7r/2 

49.  f{x)  — ln(l  — In  x) 
51.  f(x)  = e-'/u<n 


w 


r'2 

50.  fix) 
52.  fix)  : 


1 -f  e 
ln(tg2x) 


(a)  Use  urn  grafico  de  / para  estimar  os  vaiores  maximo  e mfnimo. 
Entao  encontre  os  vaiores  exatos. 

(b)  Estime  o valor  de  x em  que  / cresce  mais  rapidamente.  Entao 
encontre  o valor  exato. 


53.  fix) 


x + 1 


54.  f(x)  = x2e 


(a)  Use  um  grafico  de  / para  estimar  os  intervalos  da  concavidade 
e as  coordenadas  dos  pontos  de  inflexao. 

(b)  Use  um  grafico  de  f"  para  dar  uma  estimativa  melhor. 


55.  f(x)  ■=  cos  x -i  cos  2.v,  0 

56.  f(x)  = x ' {.v  - 2)  ’ 


Estime  os  intervalos  da  concavidade  para  uma  casa 
decimal  usando  um  sistema  algebrico  computaciona]  para  coniputar 
e fazer  o grafico  de  f” . 


57.  fix)  = 


v.t 


10a  + 5 
5“4 


58.  fix)  *■ 


ix  + O'C.v" 


{ x ‘ + I )(  v:  t 4} 


60. 


59.  Seja  Kit)  uma  medida  do  conhecimento  adquirido  por  voce 
estudamlo  t horas  para  urn  teste.  O que  voce  acredita  ser  maior. 
A'(8)  — A'(7)  ou  A43)  — A'(2t?  O grafico  de  K e concave  para 
cirna  ou  para  baixo?  Por  que? 

O cafe  esta  sendo  despejado  na  caneca.  mostrada  na  figura.  a 
uma  taxa  constante  (medida  em  volume  por  unidade  de 
tempo).  Esboce  um  grafico  da  profund  id  ade  do  cafe  na  caneca 
como  uma  {'1111930  do  tempo.  Forneca  uma  explicate  para  0 
formato  do  grafico  em  termos  de  concavidade.  Qua!  a 
significance  do  ponto  de  inflexao? 


61.  Para  um  period©  de  1980  a 2000.  a porcentagcm  de  famflias 
nos  Estados  Unidos  com  no  mfnimo  um  videocassete 
foi  modelada  pela  funcao 

85 

— 


1 + 53e" 


62. 


onde  o tempo  1 e medido  em  anos  desde  a metade  do  ano  de  1980; 
entao.  0 -£  / *£  20.  Use  um  grafico  para  estimar  o tempo  no  qual  o 
numero  de  videocassetes  estava  crescendo  mais  rapidamente. 
Use  entao  derivadas  para  dar  uma  estimativa  mais  precisa. 

A famflia  das  curvas  em  forma  de  sino 

_ I is 

of  2 n 

ocorre  em  probabilidade  e estatfstica.  nas  quais  ela  e chamada 
fungao  densidade  normal.  A constante  u e denominada  media , 
e a constante  positiva  a€  conhecida  como  desvio  padrdo.  Por 
simplicidade.  mudamos  a escala  da  funcao  de  forma  a remover 
o fator  l/fcrv'2-)  e vamos  analisar  0 caso  especial  onde  u ~ 0. 
Logo,  estudamos  a funcao 


/(a 


(a)  Encontre  a assfntota.  o valor  maximo  e os  pontos  de 
inflexao  de  f. 

(b)  Que  papel  desempenha  <r  no  fonnato  da  curva? 

(c)  liustre  fazendo  o grafico  dos  quatros  tnembros  dessa 
famflia  sobre  a mesma  tela. 
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63.  Enconti'e uina funcao cubica  f ( x) . — ax 3 + bx:-  + cx  4-  d quetenha 
um  valor  maximo  local  3 em  - 2 e um  valor  mfnimo  local  0 em  1 . 

64.  Para  quais  valores  do  numero  a e b a funcao 

fix)  — axe!sl 

tem  o valor  maximo  /( 2}  — j? 

65.  Suponha  que/seja  diferenciavel  em  um  intervalo  I > 0 para 
todos  os  numeros  x em  I,  exceto  para  um  unico  niimero  c.  Prove 
que/e  uma  funcao  crescente  em  ttxio  o intervalo. 

66-68  c Presuma  que  tod  as  as  funcoes  sejam  duas  vez.es  diferen- 
ciaveis  e as  derivadas  segundas  nunca  se  anulam. 

66.  (a)  Se  / e g forern  concavas  para  cima  em  /,  mostre  que  f + g 

"e  concava  para  cima  em  /. 

(b)  Se  / for  positiva  e concava  para  cima  em  /,  mostre  que  a 
funcao  g(x)  [/(:r)|:  e concava  para  cima  em  /. 

67.  (a)  Se  / e g forern  funcoes  positivas,  crescentes  e concavas  para  cima 

em  /,  mostre  que  a funcao  prod u to  fg  e concava  para  cima  em  I. 

(b)  Mostre  que  a parte  (a)  permanece  verdadeira  mesmo  que 
/e  g sejam  ambas  decrescentes. 

(c)  Suponha  que  / seja  crescente  e g,  decrescente.  Mostre, 
dando  tres  exemplos.  que  fg  pode  ser  concava  para  cima, 
concava  para  baixo  ou  linear.  Por  que  os  argumentos 
usados  nas  partes  (a)  e (b)  nao  podem  ser  usados  neste  caso? 

68.  Suponha  que  / e g sao  ambas  concavas  para  cima  em  (-» , <*). 
Sob  que  condicoes  de  / sera  a funcao  composta 

h(x)  — f(g(x))  concava  para  cima? 

69.  Mostre  que  tg  x < x para  0 < x < rr/2.  f Sttgestao:  Mostre 
que  fix ) « tg  x - x e crescente  em  (0,  7r/2).] 


70.  (a)  Mostre  que  ex'  R-  I -f  x para  x 3s  0. 

(b)  Deduza  que  e*  3*  1 + .v  + U3  para  x > 0. 

(c)  Use  a mducao  matematica  para  provar  que  para  x 0 e 
qualquer  inteiro  positive  n. 


71.  Mostre  que  a funcao  cubica  (um  polinomio  de  terceiro  grau) 
tem  sempre  exatamente  um  ponto  de  inflexao.  Se  seu  grafico 
possui  tres  interceptos  x.  x t , xv  e x3,  mostre  que  a coordenada  x 
do  ponto  de  inflexao  e (.v  s + x:  + x,)/3. 

Jl  72.  Para  quais  valores  de  c o polinomio  Fix)  — x4  + cx 3 4-  x2  tem 
dots  pontos  de  inflexao?  Um  ponto  de  inflexao?  Nenhum?  Ilus- 
tre  fazendo  o grafico  de  P para  varios  valores  de  c.  Como  o 
grafico  varia  quando  c decresce? 

73.  Prove  que  se  (c,/(c.'))  for  um  ponto  de  inflexao  do  grafico  de  / 
e f"  existe  em  um  intervalo  aberto  contendo  c,  entao 

/"(c)  — 0.  [Sugestao:  Aplique  o Teste  da  Derivada  Primeira  e 
o Teorema  de  Fermat  para  a funcao  g = f'.\ 

74.  Mostre  que  se  fix)  — x‘\  entao  f"{ 0)  = 0,  mas  (0, 0)  nao  e 
um  ponto  de  inflexao  do  grafico  de  /. 

75.  Mostre  que  a funcao  g(x)  — x \ x \ tem  um  ponto  de  inflexao 
em  (0, 0),  mas  r/"(Q)  nao  existe. 

76.  Suponha  que  f"  seja  continua  e /'(<;•)  — /"(c)  ~ 0,  mas 

/"'(c)  > 0.  A funcao  f tem  um  minimo  ou  maximo  local  em  c‘} 
A funcao/ apresenta  um  ponto  de  inflexao  em  c? 


14 


Formas  Indeterminadas  e a Rc^ra  de 


Suponha  que  estejamos  tentando  analisar  o comportamento  da  funcao 


Fix) 


In  x 

x — 1 


Embora  F nao  esteja  definida  quando  x = i,  preeisamos  saber  como  F se  comporta  pro- 
ximo de  1 . Em  particular,  gostarlamos  de  saber  o valor  do  limite 


In  x 


No  calculo  desse  limite  nao  podemos  aplicar  a Lei  nff  5 dos  Limites  (o  limite  de  um  quo- 
ciente  e o quociente  dos  limites;  veja  a Secao  2.3),  pois  o limite  do  denominador  e 0.  De 
fato,  embora  o limite  em  (1)  exista,  seu  valor  nao  e obvio,  porque  tanto  numerador  come 
denominador  tendem  a 0,  e | nao  esta  definido. 

Em  geral,  se  tivermos  um  limite  da  forma 


onde  fix)  0 e g(x)  — : > 0 quando  x — > a,  entao  esse  limite  pode  ou  nao  existir  e e 


f pe  CALSULO 


Editcra  Tiisfason 


: " 


0 | y/fa 


y ~ m,{x  - a) 


y = mix  - a) 


F1GURA  1 


□ A Figura  1 sugere  visualmente  por 
que  a Regra  de  L’ Hospital  pode  ser 
verdadeira.  O primeiro  arafico  mostra 
duas  funcoes  diferenciaveis  fe  g.  que 

tendem  a zero  quando  x * a.  Se 

dermos  um  zoom  em  direpao  ao  ponto 
(a,0),  os  graficos  comeparao  a parecer 
quase  lineares.  Mas  se  as  fungoes 
forem  realmente  lineares  como  no 
segundo  grafico,  entao  sua  razao  sera 
mix  - a)  ms 


que  e a razao  de  suas  derivadas.  Isso 


denominado  forma  indeterminada  do  tip©  f . Podernos  enconirar  alguns  Hmites  dess 
tipo  no  Capjtulo  2.  Para  as  funcoes  racionais,  podemos  cancel ar  os  fatores  comuns: 


X ( A*  ~ 1 } 

hm 

* i Lx  + 1 )(x  ■-  1) 


Usamos  um  argumento  geometrico  para  mostrar  que 


Mas  esses  metodos  nao  funcionam  para  os  Hmites  tais  como  ( 1 );  logo,  nesta  secao  introdu- 
zimos  um  metodo  sistematico,  conhecido  como  a Regra  de  U Hospital,  para  o calculo  de 
formas  indeterminadas.  „ 

Outra  situacao  na  qua!  um  limite  nao  e obvio  ocorre  quando  procuramos  uraa  assintota 
horizontal  de  F e precisamos  calendar  o limite 


In  x 

lim 

■V X — 1 


Nao  e obvio  como  calcular  esse  limite,  pois  tanto  numerador  como  denominador  tornam- 
se  muito  grandes  quando  x oc.  Ha  uma  disputa  entre  o numerador  e o denominador.  Se 
o numerador  ganhar,  o limite  sera  se  o denominador  ganhar,  a resposta  sera  0.  Ou  pode 
haver  algum  equilfbrio  e,  nesse  caso,  a resposta  pode  ser  algum  numero  positive,  ftnito. 

Em  geral,  se  tivermos  um  limite  da  forma 


onde  f(x)  ~>-oo  (ou  — <*)  e g{x)  -•>  cc  (ou  — oc),  entao  o limite  pode  ou  nao  existir,  e e 
chamado  forma  indeterminada  do  tipo  ac/oo.  Vimos  na  Seyao  2.6  que  esse  tipo  de  li- 
mite pode  ser  caleulado  para  certas  funcoes,  inciuindo  aquelas  raeionais,  dividindo  o 
numerador  e o denominador  pela  poteneia  mais  alta  de  x que  ocorre  no  denominador.  Por 
exemplo, 

1 


2x2  + I 


2 + — 
r4 


2 + 0 


Esse  metodo  nao  funciona  para  o limite  como  (2),  mas  a Regra  de  L’ Hospital  aplica-se 
tambem  para  esse  tipo  de  forma  indeterminada. 


Regra  de  L'HospIta!  Suponha  que  / e g sejam  diferenciaveis  e g'{ x)  ^ 0 proximo  a 
a (exceto  possivelmente  em  a).  Suponha  que 


lim/(.x)  = 0 e lim  g{x)  — 0 


ou  que 


lim/f.x) 


lim  g(x) 


(Em  outras  palavras,  temos  uma  forma  indeterminada  do  tipo  [j  ou  oo/oo.)  Entao 


..  .AM  ..  fix) 
hm  ——  - hm  ~— 
> g(x)  *-■*<>  g(x) 


se  o limite  do  lado  direito  existir  (ou  e « ou  — ao). 


A Regra  de  L'Hdspital  e assirn 
chamada  em  homenagem  ao  nobre 
f ranees,  o marques  de  l ‘Hospital 
(1661-1 704),  mas  foi  descoberta  peto 
matematico  sufeo  John  Bernoulli 
(1667-1 748).  Veja  o Exercicio  71  que 
mostra  o exemplo  o qua  I o marques 
usou  para  ilustrar  sua  regra.  Veja 
a pagina  315  para  mais  detaibes 
bistoricos. 


James  Stewart  CAPITULO  4 APLICACOtS  DA  DieERENC-ACAO  I 30! 

NOTA  1 c A Regra  de  L‘ Hospital  diz  que  o limite  de  uma  funcao  quociente  e igual  a< 
it  mite  dos  quocientes  de  suas  derivadas,  desde  que  as  condicoes  dadas  estejam  satisfeitas 
E especialmente  import  ante  verificar  as  condicoes  corn  respeito  aos  limites  / e g antes  d< 
osar  a Regra  de  L? Hospital. 

NOTA  2 o A Regra  de  L’ Hospital  e valida  tambem  para  os  limites  laterals  e para  o 
limites  no  infinite  ou  no  infinite  negative;  isto  6,  “x  — > a”  pode  ser  substitufdo  por  quais 
quer  dos  simbolos  a seguir:  x — > a4,  x — > a , x — * ou  x -->  —oo. 

NOTA  3 o Para o caso especial  no qiial/fij)  = g(a)  = 0, /'  e g'  sao contfnuas  e g(a)  ^ C 
e facil  ver  por  que  a Regra  de  L'Hospital  e verdadeira.  De  fato,  usando~se  a forma  alter 
oativa  da  definigao  de  uma  derivada,  temos 

f(x)-f(a) 

itm - 

J\x)  _ / \a)  __  x - a 

™ g'U)  g’(a)  g(x)  - g{a) 

hm 


■V x — a 


fix)  — f(a) 

x~a  fix)-f(a) 

n — — - = jmi  — — — ■ 

gix)  - g(a)  g{x)  - g{a) 


..  M 

— hm 
•v->«  g{x) 


E mais  djficil  provar  a versao  geral  da  Regra  de  L'Hospital.  Veja  o Apendiee  F. 


EXEMPLO  1 □ Encontre  lim 


u x — 1 


S0LUQA0  Uma  vez  que 


lim  In  x = In  1 =0 

jr  — l 


podemos  aplicar  a Regra  de  L'Hospital: 


lim  (x-  1)  - 0 


FfGURA  2 


(x  ~ 1) 


H Lembre-se  de  que  quando  usamos 
a regra  de  L'Hospital,  derivamos  o 
numerador  e o denominador 
separadamente.  Nos  nao  usamos  a 
Regra  do  Quociente. 

□ O grafico  da  fungao  do  Exemplo  2 
esta  na  Figura  2.  Notamos 
anteriormente  que  a fungao  exponencial 
cresce  muito  mais  rapidamente  do  que 
a fungso  potencia;  assim,  o resultado 
do  Exemplo  2 e esperado.  Veja  tambem 
o Exercicio  67. 


— lim  — — 1 
1 x 

e* 

EXEMPLO  2 □ Caleule  lim  — . 

X~ 

S0LUQA0  Temos  lim*-.*  ex  — 00  e lim*— »x2  — <»;  logo,  a Regra  de  L'Hospital  fornece 

~(ex) 

lim  = lim  = lim  •— 

..(x  ) 
dx 

Uma  vez  que  ex  — » 2x  <»  quando  x <»,o  limite  sobre  o lado  direito  e indeterminad 
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tambem,  mas  uma  segunda  aplicacao  da  Regra  de  L*  Hospital  fornece 


EXEMPLO  3 Calcule  lim— — 

</:v 


0 g rat  i co  da  fungao  do  E x e m p I o 3 *' :s:  V 1 

esta  na  Figura  3.  Ja  haviamos  discutido  oftmp;n  TI  , ^ xr  _ , n , , •.  , 

. . + . SOLUQAO  uma  vez  que  In  a — > oc  e </x  — > «=  quando  x <».  a Resra  de  L Hospital 

antenormente  o lento  crescimento  dos  . ^ ^ - 1 

logaritmos,  entao  nao  e surpresa  que  pooe  sei  aplicada 


essa  razao  ten  da  a zero  quando  x 
Veja  tambem  o Exercfcio  68. 


FIGURA  3 


G O grafico  na  Figura  4 da  uma 
confirmagao  visual  do  resultado  do 
Exempio  4.  Se  dessemos  urn  zoom, 
porem.  obteriamos  urn  grafico 
imprecise,  pois  tg  x esta  proximo  de  x 
para  a-  pequeno.  Veja  o Exercicio  36(d) 
na  Secao  2,2. 


FIGURA  4 


In  .v  1 / v 

lim  — — — lim  i — — 

•>~:x  vA  * = ;A 


Note  que  o limite  do  lado  direito  e agora indeterminado  do  tipo  jj.  Mas  em  vez  de  aplicar 
a Regra  de  U Hospital  uma  segunda  vez,  como  fizemos  no  Exempio  2,  simplificamos  a 
expressao  e vemos  que  e desnecessaria  uma  segunda  aplicacao  da  regra: 


In  x 
lim  — r^=- 


x J 

lim  i — — ~ lim  ™ 0 

3 X ‘ VX 


ts  x — X 

EXEMPLO  4 □ Encontre  lim  — - — . (Veja  o Exercicio  36(d)  da  Secao  2.2.) 

•V » 0 A"’ 


SOLUCAO  Notando  que  tg  x - x ■■■■■■>  0 e x~  • > 0 quando  x 0,  usamos  entao  a Regra  de 
LT  Hospital: 


ts  x — x sec ".V  1 

lim  — - — — lim — 

.\— -o  xm  .* 3x'~ 


Uma  vez  que  o limite  do  lado  direito  e ainda  indeterminado  do  tipo  aplicamos  nova- 
mente  a Regra  de  L! Hospital: 


secAr  — 1 .2  secAv  tg  x 

lim ; ™ lim 

jc — •■o  3a  “ v — 0 6a 


Pelo  fato  de  limr^0  sec"  x — 1 , simplificamos  os  calculos  anteriores  da  seguinte  forma 


2 sec  x tg  x 1 1 ts  x 1 tg  x 

lim  ~ — — — lim  sec  "a  lim  — — — — lim  — — 


6 a 


3 A —0  .V— 0 


tg  A “ X 


SCCAV  — 1 


2 sec  a ts  a 


i ts  a 1 sec' 
“ lim  — — = -~  lim — — 
V*-o  v 3 1 


EXEMPLO  5 □ Encontre  lim 


1 — cos  A 


SOLUQAO  Se  tentarmos  usar  cegamente  a Regra  de  L’Hospital,  obteremos 


1 - cos  A 
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□ A Fig ura  5 mostra  o grafico  da 
fungao  do  Exempio  6.  Note  que  a 
fungao  nao  esta  definida  em  x = 0;  o 
grafico  tende  a origem,  mas  nunca 
realmente  a atinge. 


y-xlnx  / 


/ ' 


/ 


o'K 


FIGURA  5 


-ism  es  Stewart  CA.PfTOLO  4 APUCACCES  DA  DiFERENuACAO 

Isso  esta  er racial  Embora  o numerador  sen  a*  0 quando  x ~ \ note  que  o denomi- 
nador  (J  - cos  x)  nao  tende  a zero:  logo,  nao  podemos  aplicar  aqui  a Regra  de  L'Hospital. 

O limite  pedido  e.  de  fato,  facil  de  ser  encontrado,  pois  a fungao  e contfnua  e o 
denominador  e diferente  de  zero  em  rr: 

sen  x seiiix  () 

* 1 — cos  X 1 — cos  rr  .1  - (~1) 

O Exempio  5 mostra  o que  podera  acontecer  de  errado  se  voce  usar  impensadamente  t 
Regra  de  L'Hospital.  Outros  limites podem  ser  encontrados  pela  Regra  de  L’ Hospital,  ma; 
sao  calculados  mats  facilmente  por  outros  metodos.  (Veja  os  Exemplos  3 e 5 na  Secao  2.3 
o Exempio  3 na  Secao  2.6  e a discussao  no  comeco  desta  secao.)  Assim,  quando  do  cal 
cttlo  de  qualquer  limite,  voce  deve  considerar  outros  metodos  antes  de  usar  a Regra  dr 
V Hospital. 


U Produtos  Indeterminados 

Se  lim:v. a)  — 0 e g(x)  — 00  (ou  ~oe).  entao  nao  esta  claro  qual  sera  o valor  dr 

lim x-af(x)g(x)>  se  houver  algum.  Ha  uma  disputa  entre  / e g.  Se  / ganhar,  a resposta  e 0 
se  g ganhar,  a resposta  sera  (ou  — *).  Ou  pode  haver  urn  equiltbrio,  e entao  i 
resposta  e um  numero  f'inito  diferente  de  zero.  Esse  tipo  de  limite  e chamado  formi 
indeterminada  do  tipo  O * 00 . Podemos  trabalhar  com  ela,  escrevendo  o produto  fg  comr 
um  quociente: 


fg  = 


Ug 


Isso  converte  o limite  dado  na  forma  indeterminada  do  tipo  g ou  oo/oc  de  forma  qur 
podemos  usar  a Regra  de  L’Hospital. 


EXfcMPLO  6 ::  Calcule  lim  a*  In  x. 

x~*0* 

S0LUCA0  O limite  dado  e indeterminado,  pois,  como  x —>  0 , o primeiro  fator  (a)  tende 
a 0,  enquanto  o segundo  fator  (In  a)  tende  a — »>.  Escrevendo  x = \/{  1/a),  temos 
1/a  * quando  x 0 '';  logo,  a Regra  de  L'Hospital  fornece 


lim  x In  x~  lim  — - 

.v  —►O'  \jx 


lim  lim  (—a)  = 0 

1 ;X~ 


M0TA  □ Ao  resolver  o Exempio  6,  outra  opgao  poderia  ser  escrita 

A 

lim  a In  a = lim  — 

•v  -o4'  ,i ><r  i /In  a 


Isso  da  uma  forma  indeterminada  do  tipo  0/0,  mas,  se  aplicarmos  a Regra  de  U Hospital 
obteremos  uma  expressao  mais  complieada  do  que  a que  comegamos.  Em  geral,  quandr 
reescrevemos  o produto  indeterminado,  tentamos  escolher  a opcao  que  leva  a um  limitr 
mais  simples. 


*°  E'",”ra  • - 
^ I III  Diferenca? 


E3  Difenrengras  Indeterminadas 

Se  lim  _*_*<, /(x)  = *>  e lim,-*,,  #(x)  = <*,  entao  o limite 

lira  [/(x)  - <?(x)] 


e charaado  forma  indeterminada  do  tipo  oo  - ».  Novamente  ha  uma  disputa  entre  f e g. 
Sera  a resposta  02  (se  j ganhar)  ou  sera  (se  g ganhar),  ou  havera  entre  eles  um  equi- 
librio  resultando  um  numero  finito?  Para  descobrir,  tentamos  converter  a diferenca.  por 
exemplo,  em  um  quociente,  usando  um  denominador  comum  ou  racionalizagao,  ou  pondo 
em  evidencia  um  fator  em  comum  de  maneira  a termos  uma  forma  indeterminada  do  tipo  | 

ou  oo/oo . 


EXEMPLO?  □ Caicule  lim  (sec  x - tg  x). 

x~*M  2)~ 


SOLUQAO  Note  primeiro  que  sec  x — > <»  e tg  x oo  quando  x — » (7r/2)" ; logo,  o limite  e 
indeterminado.  Aqui  usamos  um  denominador  comum: 


..  , . / 1 senx 

hm  (sec  x - tg  x)  — hm — 

s-*M2 Y \ COS  X COS  X 


1 “ sen  x 
— lim 

COS  X 


— COS  X 

lim  — 0 

-M2)-  sen  x 


Note  que  o uso  da  Regra  de  L?  Hospital  e justificado,  pois  1 - sen  x — > 0 e cos  x — > 0 
quando  x --->  (7r/2)“. 


Potencias  Indeterminadas 

V arias  formas  indeterminadas  surgem  do  limite 

lim  [f(x)Yx) 


1. 

lim/(x)  — 0 

X •■■■■*  (1 

e lim  g(x)  ~ 

x a ' 

- 0 

tipo  0° 

2. 

8 

11 

.St 

e lim  gix)  ~ 

x ■■■■»'  a 

= 0 

tipo  cc0 

3. 

lim  fix ) = 1 

e lim  g(x)  - 

= Hh  CC 

tipo  r 

Cada  um  dos  tres  casos  pode  ser  tratado  tanto  por  tomar  o logaritmo  natural 

seja  v = [f(x)YsXg  entao  In  v — g(x)  In  fix) 
quanto  por  escrever  a fungao  como  uma  exponenciaJ: 

[/  ( — e;'rLt) 

(Lembre-se  de  que  esses  metodos  foram  usados  na  diferenciagao  dessas  funcoes.)  Em  ambos 


os  metodos  somos  levados  a um  produto  indeterminado  g(x)  In  /(a),  que  e do  tipo  0 • oc. 


EXEMPLO  8 Caicule  lim  (1  + sen  4x)col?jr 

x ->cr 


SOLUQAO  Note  primeiro  que,  quando  x -->  0 \ temos  1 + sen  4x  —>  1 e cotg  x — > sc 
logo  o limite  dado  e indeterminado,  Seja 


y — ( 1 + sen  dx)* 
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In  v ~ Ln[(l  + sen 4x)“'4  'J  =--  cotg x !n(  l 4-  sen  4a;) 


logo,  a Regra  de  UHospital  fornece 


ln(  1 -r  sen  4x) 
lim  In  v — hm  

.X -cr  " .■? xr  tg  x 

4 COS  4x 
1 + sen  4 x 

— Hm = 4 

* a)’  sec  Dr 


n O grafico da funpao  v = ,t‘,i>Oe 
nnostrado  na  Figura  6.  Observe  que 
embora  0°  nao  esteja  definido,  os 
vaiores  da  fungao  tendem  a 1 quando 
x — > O'  . Isso  confirma  o resuitado  do 
Exemplo  9. 


Ate  agora  calculamos  o limite  de  In  v,  mas  o que  realmente  queremos  e o limite  de  ]?. 
Para  acha-lo  usamos  o fato  de  que  y ~ e l!R : 

lim  (1  + sen  4x)a*$x  = lim  y — lim  einy  = e4 

*-+04  ' x—*0“!  x-*0+ 

EXEMPLO  9 □ Calcule  lim  xx . 

x~-  0* 

S0LUQA0  Note  que  esse  limite  e indeterminado,  pois  0*  — 0 para  todo  x > 0,  mas 
x°  = 1 para  todo  x ^ 0.  Podemos  seguir  como  no  Exemplo  8 ou  escrevendo  a fungao 
como  uma  exponential: 

x1  = (e'ax)x  = exlax 

No  Exemplo  6 usamos  a Regra  de  UHospital  para  mostrar  que 

lim  x In  x — 0 

X-»0+ 


FIGURA  6 


Portanto 


lim  x*  = lim  exl!t*  — e°  — 1 

0+  x— 


Exercicios 


1-4  C Dado  que 

lim/(x)  = 0 


lim  p(x) 


lim  g(x)  = 0 lim  h(x)  = 1 

= oo  lim  g(x)  = °o 


quais  dos  limites  a seguir  sao  formas  indeterminadas?  Para  aqueles 
que  nao  sao  formas  indeterminadas.  calcule  o limite  quando 
possfvel. 


1.  (a)  lim 


(d)  lim 


(b)  lim 


(e)  lim 


J\xi  ....  > 

— — (e)  lim  - 

P(x)  l 

p(x) 

q(x) 

(b)  lim  (7?(x)p(x)] 


3.  (a)  Hm  [/(x)  — /?(x)]  (b)  lim  [p(x)  — g(*)] 

x -->  <1  .*-><1 

(c)  lim  [p(x)  + <?(x)] 

x—'a 

4.  (a)  lim  [/(x)]^1’  (b)  lim  \_f(x)Y'x)  (c)  *irn  [Mx)]p* J 

jf  — > <*  x a x— 

(d)  lim  | p(x)  i/W  (e)  Hm  [p(x)]‘?(,)  (f)  Hm  9'\fp(x) 


5-62  n Encontre  o limite.  Use  a Regra  de  L' Hospital  onde  for 
apropriado.  Se  existir  um  metodo  mais  elementar,  use-o.  Se  a 
Regra  de  UHospital  nao  for  aplicavel,  explique  por  que. 

v2  — 1 1 + 2 


5.  lim  — 

x->~\  x + 1 

x9  - 1 

7.  hm  — - 

.«-i  x - 1 


-2  x2  + 3x  4-  2 


o X&  - 1 
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•„  COS  A 

9.  lim 

10. 

x + tg  X 
Jim — 

/ 3 

5 yl 

56.  lim  .x"K-!  M ' i!M' 

- .!■  1 - sen  x 

.c o sen  a 

55.  Inn  1 i ■+  — 

■V  • - \ A 

x~  j 

11.  lim  — “ 

' ' >--<)  p 

12. 

<?“  - .1 

lim 

{ 

57.  lim  x'  ' 

58.  lim  {(■'''  + a)1'' 

tg  px 
13.  lim — 

0 :«  (jX 

14. 

1 ~ sen  0 

lim  — — 

cossec  0 

59.  lim  | ) 

60.  lim  (cos  3a A ! 

In  x 

15.  lim 

.! * X 

16. 

ex 

jim  — 

* V 

61.  lim  (cos  a)1'1 

62.  lim  j — ~ j 
\ 2.x  -f  5 / 

In  a 

17.  lim  

■ » — 0"  A‘ 

5'  --  3' 

19.  lim 

...  t ■■■-■■<>  t 

21  h„,  •'  ' ' 

jt — o ;v" 

23.  lim  ---- 

.«-»*  A" 


25.  lim  1 

■ •*--(>  x 


27.  lim 


1 --  cos  x 


29.  Jim 


31.  Jim — 

■■■■  inf  I + 2r'  » 

1 - x + In  x 

33.  lim 

x ^ 1 j + cos  tix 

x“  - ax  + a - I 

35.  lim— — - 

*-*>  (x  — 1 )” 

37.  lim  \fx  In  x 

x -*Q* 

39.  lim  cotg  2.x  sen  6a 

■■■  ,v  -*o 

41.  lim  x'e'x 


A'^i  + 

45. 

lim  ( — 

■T-+0  \ x 

47. 

lim  | x/v 

49. 

lim  (a  - 

51. 

lim  a ' 

18. 

In  in  a 
lim  ~ 

20. 

In  a 

Jim 

r_>  1 sen  it  a 

22. 

Min— Z_!_ 

24. 

sen  a 

lim 

senh  x 

26. 

sen  a - j 

lim — 

*■*<>  a 5 

28. 

(In  a)‘ 
lim  

•'->x  A 

30. 

cos  mx  - 
hm  — 

-'--1.1  A 

32. 

lim  — — 7— — 

■'■■■■■■«  'g  Au: 

34. 

lim 

+ 1 

36. 

lim  -1—  e - 

sec  x 

38.  lim  x2e* 


40.  lim  sen  x In  x 

jc-»0+ 

42.  lim  (1  - tg  a)scc  a 

x-*w'4 

44.  lim  a tg(l/x) 


46.  Lim  (cossec  a - cotg  a) 

jr-»0 


48,  lim  j — — 

-K  ^ 1 \ I n a x — 1 

5q  linif  xe  ‘ - a) 
52.  lim  (tg  2a)a 


53,  limO  - 2a) 
*->0 


54.  lim  1 4 


III  63-- 34  Use  um  grafico  para  estimar  o valor  do  limite.  Entao  use  a 

Regra  de  L'Hospital  para  encontrar  o valor  exato. 

63.  lim  x [In  (a  + 5)  ---  In  a]  64.  lim  (tg  x)v* 

m u Ilustre  a Regra  de  L’ Hospital  fazendo  o grafico  de  f{x)ig(x)  e 
j !{x)lg'(x)  proximo  de  x — 0,  para  ver  que  essas  razoes  tern  o mesmo 
limite  quando  x ■—>  0.  Calcule  tambem  o valor  exato  do  limite. 

65.  fix)  — e*  — 1.  g( a)  --  a3  \ 4a 

66.  fix)  = 2a  sen  x,  g(x)  ■■■--  sec  x - 1 


67.  Prove  que 


lim  — - 
•'-«  a" 


para  todo  ft  inteiro  positivo.  Isso  rnostra  que  a funpao  exponencial 
tende  mais  rapidamente  ao  infinito  que  qualquer  poteneia  de  a. 

68  Prove  que 

In  a 

lim  ~~ — — 0 

JT—  XP 

ptira  todo  numero  p > 0.  Isso  rnostra  que  a fun^ao  logaritmo  tende 
a infinito  mais  vagarosamente  que  qualquer  poteneia  de  x. 

69.  Se  um  montante  inicial  de  dinheiro  .40  for  investido  a uma  taxa 
de  juros  i composta  n vexes  ao  ano,  o valor  do  investimento 
apos  t anos  sera 


A « A,  1 + 


Se  fizermos  n — •»  x 7 chamamos  isso  juros  compostos  continua- 
mente.  Use  a Regra  de  12 Hospital  para  mostrar  que  se  os  juros  forern 
compostos  continuamente.  entao  o montante  apos  n anos  sent 

.4  - Ate" 

70.  Se  um  objeto  de  massa  rn  e deixado  eair  a partir  do  repouso, 
um  modelo  para  sua  velocidade  v apos  t segundos,  levando-se 
em  conta  a resistencia  do  ar,  e 

mq 

v = f j - 


em  que g e a acelerapao devida  a gravidade  ere  uma  constante 
positiva.  (No  Capftulo  9 deduzireinos  essa  equacao  a partir  da 
hipotese  de  que  a resistencia  do  ar  e proportional  a velocidade 
do  objeto.) 


(a)  Calcule  lim, >x.v . Qual  o significado  desse  limite? 
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(h)  Para  um  valor  fixo  de  t,  use  a Regra  de  L' Hospital  para  . 
caicular  lim v.  O que  voce  pode  concluir  sobre  a 
velocidade  de  um  objeto  muito  pesado  caindo? 

71.  A primeira  pubiicagao  da  Regra  de  L'Hospita!  foi  o livro 
Analyse  des  fnfiniment  Petits , publicado  pelo  marques  de 
L‘ Hospital  em  1696.  Esse  foi  o prirneiro  texto  de  calculo 
publicado,  e o exempio  que  o marques  usou  nesse  livro  para 
ilustrar  sua  regra  foi  encontrar  o limite  da  funpao 

A 2a  A — rs  — affaax 
a — fjax* 

quando  x a.  em  que  a > 0.  (Naquele  tempo  costumava-se 
escrever  aa  em  vez  de  a2.)  Resolva  esse  problems. 

72.  A fig  ora  mostra  um  sctor  de  efrculo  com  angulo  central  0.  Seja 
Al  0)  a area  do  segmento  entre  a corda  PR  e o arco  PR.  Seja 
Bid)  a area  do  triangulo  PQR.  Encontre  lim  e_0j  A(6)/B(B). 


73.  Se  f for  contfnua, /(2)  - 0 e f’(2)  - 7,  avalie 
/ (2  + 3.x)  + /(2  + 5-v) 


/4.  Para  quais  valores  de  a e b a equacao  a segiur  e vahdtf? 

/ sen  2x  b \ 
hm + a + — =0 


75.  Se  f"  for  contfnua.  use  a Regra  de  U Hospital  para  moqrar  qut 
fix  + h)j-  fix  - h)  _ . 

2 h U 

Explique  o significado  dessa  equacao  utilizando  uni  diagrama. 

78.  Se  f”  for  contfnua,  mostre  que 

fix  + h)  - 2 fix)  + f{x  - h)  , 

hm  ~~ — f (X) 

»-.ii  /r 


77.  Seja 


fix)  - 


se  x # Q 

se  x = 0 


(a)  Use  a delinicao  de  derivada  para  caicular  /'(()). 

(b)  Mostre  que  / tem  derivadas  de  todas  as  ordens  que  estao 
definidas  em  K.  [Sugestao:  Mostre  prirneiro  por  iitdueao 
que  existe  um  polinomio  p„{x)  e um  inteiro  nao  negative 
k„  tal  que  f(n,(x)  ~ p„(x)f(x)/, xf:”  para  x ¥*■  0 ] 


all  78.  Seja 


fix)  = 


. v !•’  se  x ¥=  0 


[1  se  x — 0 

(a)  Mostre  que  / e contfnua  em  0. 

(b)  Pesquise  graficamente  se  / e diferenciavel  em  0 dando  varic 
zooms  em  direcao  ao  ponto  (0,  1)  sobre  o grifico  de  /, 

(c)  Mostre  que  f nao  e diferenciavel  em  0.  Como  reconciliar 
esse  fato  com  a aparencia  do  grafico  na  parte  (b)? 


Projeto 


As  Origens  da  Regra  deL’ Hospital 


A Regra  de  L‘ Hospital  foi  publieada  jpela  primeira  vez  em  1696,  no  livro  Analyse  des  fnfiniment 
Petits , do  marques  de  L’ Hospital,  mas  na  verdade  ela  foi  descoberta  em  1694  pelo  matematico 
sufgo  John  (Johann)  Bernoulli.  A explicaqao  para  esse  fato  e que  esses  dois  matematicos  fizeram 
um  curioso  acordo,  que  dava  ao  marquis  de  UHospital  os  direitos  das  descobertas  de  Bernoulli. 
Os  detalhes  desse  acordo,  inclusive  a tradugao  da  carta  de  L’ Hospital  para  Bernoulli  propondo  o 
arranjo,  podem  ser  encontrados  no  livro  de  Eves  [lj. 

Escreva  um  relatorio  sobre  as  origens  historica  e matematica  da  Regra  de  UHospital.  Coinece 
fornecendo  uma  breve  biografia  de  ambos  (o  diciondrio  editado  por  Gillispie  [2]  e uma  boa 
fonte),  e resuma  o arranjo  feito  por  eles  EntSo  de  o enunciado  da  Regra  de  UHospital  que  e 
encontrada  no  livro  de  Struik  [4]  e mais  resumidamente  no  livro  de  Katz  [3],  Observe  que 
UHospital  e Bernoulli  formularam  geometricamente  a regra  e deram  a res  post  a em  termos  de 
diferenciais.  Compare  seus  enuriciados  com  a versao  da  regra  de  Bernoulli  dada  na  Secao  4.4  e 
mostre  que  os  dois  enunciados  sao  essencialmente  iguais. 

1.  EVES,  Howard.  In  Mathematical  Circles  (Volume  2:  Quadrants  III  and  IV).  Boston:  Prindle, 
Weber  and  Schmidt,  1969,  p.  20-22. 

2.  GILLISPIE,  C.  C.  fed.)  Dictionary  of  Scientific  Biography . Nova  York:  Scribner's.  1974.  Veja 
0 artigo  sobre  Johann  Bernoulli  por  E.  A.  Fellmann  e J.  O.  Fleckenstein  no  Volume  II  e o 
artigo  sobre  o marques  L’Hospital  por  Abraham  Robinson  no  Volume  VIII. 

3.  KATZ,  Victor.  A History  of  Mathematics:  An  Introduction.  Nova  York:  HarperCollins . 1993,  p.  484. 

4.  STRUIK,  D.  J.  (ed.)  A Sourcebook  in  Mathematics,  1200-1800.  Princeton,  NJ:  Princeton 
University  Press.  1969,  p.  315-316. 


316 


CALCULO 


Editora  Thomson 


FiGURA  1 


Resumo  dos  Esbocos  de  Curvas 

Ate  agora  estivemos  preocupados  com  alguns  aspectos  particulares  de  esbocos  de  curvas: 
dommio,  imagein  e simetria  no  Capita  lo  1;  I i mites,  continuidade  e assintotas  no  Capftulo  2; 
derivadas  e tangentes  nos  Capftulos  2 e 3;  e valores  extremos,  intervalos  de  crescimento  e 
decrescimento,  concavidade,  pontos  de  inllexao  e Regra  de  L' Hospital  neste  capftulo. 
Chegou  a hora  de  agruparmos  todas  essas  informacoes  para  esbocar  os  graficos  tjue  re- 
velem  os  aspectos  importantes  das  fungoes. 

Voce  pode  estar  se  perguntando:  O que  ha  de  errado  ern  simplesmente  usar  uma  calcu- 
ladora  para  plotar  os  pontos  e entao  junta-los  com  uma  curva  suave?  Para  ver  as  falhas 
dessa  abordagem,  suponha  que  voce  tenha  usado  uma  calculadora  para  obter  a tabela  de 
valores  e pontos  correspondentes  na  Figura  1 . 


Voce  pode  entao  uni-los  para  obter  a curva  na  Figura  2,  porem  o grafico  correto 
i pode  ser  o da  Figura  3.  Voce  pode  ver  as  falhas  do  nietodo  de  plotagem  de  pontos.  Certos 
aspectos  essenciais  do  grafico  podem  ser  perdidos,  tais  como  os  valores  maximo  e minimo 
entre  — 2 e —1  ou  entre  2 e 5.  Se  voce  simplesmente  desenhar  os  pontos.  nao  sabera 
quando  parar.  (Quao  longe  voce  deve  desenhar  a esquerda  ou  a direita?)  Mas  o uso  do  cal- 
culo  garante  que  todos  os  aspectos  importantes  da  curva  serao  ilustrados. 
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FIGURA  3 


Voce  poderia  argumentar:  Esta  benp  mas  o que  dizer  de  calculadoras  graftcas  e com- 
putadores?  Eles  nao  desenham  urn  numero  tao  grande  de  pontos  que  tome  improvavei  esse 
tipo  de  incerteza  demonstrado  pelas  Figuras  2 e 3? 

E verdade  que  essa  tecnologia  modema  e eapaz  de  produzir  graficos  bem  precisos. 
Contudo,  mesmo  o melhor  recurso  computacional  deve  ser  usado  inteligentemente.  Vimos 
na  Secao  3 .4  que  e extremamente  importante  escolher  uma  janela  de  inspeeao  para  evitar 
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30  ? = 8r’-2J.r+  18*- 


= 8.P---2J.F  + S8.v  + : 


(a)  Funcao  par;  simetria  reflex  ionai 


(b)  Funcao  frnpar:  simetria  rotacionai 


FIGURA  6 


obter  um  grafico  que  nos  leve  a conclusoes  erroneas.  {Veja,  especialmeote.  os  Exemplos 
1,  3,4  e 5 naquela  secao.)  O uso  do  calculo  possibilita-nos  descobrir  os  aspectos  mats 
interessantes  dos  grafieos  e,  em  muitos  casos.  calcular  com  exatidao  os  pontos  de  mibdmo, 
de  mmimo  e de  inflexao. 

For  exemplo.  a Figura  4 mostra  o grafico  de  fix)  — %x:'  - 21.x2  + 18.x  +2.  A 
primeira  vista  ele  parece  razoavel;  ele  fem  a mesma  forma  de  curvas  ciibicas  como  y — ;x3,  e 
nao  aparenta  ter  ponto  de  maximo  ou  de  mini  mo.  Mas  se  voce  calcular  a derivada,  vera 
que  existe  um  maximo  quando  x — 0,75  e um  mmimo  quando  x = 1 . Realmente.  se  der- 
mos  um  zoom  nessa  parte  do  grafico,  veremos  o comportamento  exibido  na  Figura  5.  Sem 

0 calculo,  poderfamos  facilmente  nao  ter  reparado  nisso. 

Na  proxima  seyao  faremos  os  grafieos  de  funcoes  usando  a interacao  entre  o calculo  e 
os  recursos  grafieos.  Nesta  secao  faremos  grafieos  considerando  primeiro  a informayao 
que  se  segue.  Nao  pressupomos  que  voce  tenha  um  recurso  computacionaL  mas,  se  voce 
tiver  algum,  use-o  somente  para  verificar  o resultado  de  seu  trabalho. 

1 j Roteiro  para  Esboyar  tuna  Curva 

A lista  a seguir  pretende  servir  como  um  guia  para  esbocar  uma  curva  y — fix)  a mao.  Nem 
todos  os  itens  sao  relevantes  para  cada  funyao.  (Por  exemplo,  uma  dada  curva  pode  nao  ter 
assrntotas  ou  nao  possuir  simetria.)  No  entanto,  o roteiro  fornece  tod  as  as  informayoes 
necessarias  para  fazer  um  esboco  que  mostre  os  aspectos  mats  importantes  da  funyao. 

A.  Dominio  E frequentemente  proveitoso  eomeyar  determinando  o dominio  D de  f,  isto  e, 
o conjunto  dos  valores  de  x para  os  quais  /(.x)  esta  definida. 

B.  Interceptos  O intercepto  y e /(())  e nos  diz  onde  a curva  intercepta  o eixo  y.  Para  achar 
0 intercepto  .x,  fazemos  v = 0e  resol  vemos  para  ,x.  (Voce  pode  omitir  esta  etapa  se  a 
equayao  for  dificil  de  resolver.) 

C.  Simetria 

(i)  Se  f(-x)  — fix ) para  todo  x em  D.  isto  e,  a equayao  da  curva  nao  muda  se  .x  for 
substitufdo  por  ~x,  entao  f e uma  funcao  par,  e a curva  e simetrica  em  relacao  ao  eixo  y. 
Isso  significa  que  nosso  trabalho  fica  cortado  pela  metade.  Se  soubermos  como  e a curva 
para  x ^ 0.  entao  somente  precisaremos  reiletir  em  tomo  do  eixo  y para  obter  a curva  com- 
pleta  [veja  a Figura  6(a)].  Alguns  exemplos  disso  sao;  y = x2,  v = .x4,  y = | x | e y = cos  x . 

(ii)  Se  f(—x)  — -fix')  para  todo  x em  D,  entao  / e uma  funyao  impar,  e a curva 
e simetrica  em  relacao  a origem.  Novamente  podemos  obter  a curva  completa  se  sou- 
bermos como  ela  e para  x ^ 0.  [Girando  180”  em  tomo  da  origem;  veja  a Figura  6(b).) 
Alguns  exemplos  simples  de  funcoes  fin  pares  sao  y = x,y  = x\y  = x5  e y = sen  :x. 

(iii)  Se  fix  + p)  — fix)  para  todo  x em  D,  em  que  p e uma  constante  positiva,  entao 
/e  chamada  funcao  periodica,  e o menor  desses  numeros  p e denominado  perlodo.  Por 
exemplo.  y = sen  x possui  um  perfodo  de  2tt  e y = tg  x tern  periodo  tt.  Se  soubermos 
como  e o grafico  no  intervalo  de  comprimento  /?,  entao  poderemos  usar  a translayao 
para  esbocar  o grafico  inteiro  (veja  a Figura  7). 


FIGURA  7 

Funcao  periodica; 
simetria  de  translacao 


D.  Assintotas 

(i)  Assintotas  horizontals . Lemhre-se  da  Seyao  2.6  que  se  ]imJ[..-,x/(x)  — L ou 
lim, - .fix)  = L,  entao  a reta  y — L e uma  assfntota  horizontal  da  curva  y — fix). 
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Se  resultar  que  lim,  ...»*/ (.v)  — =c-  (ou  entao  nao  temos  uma  assfntota  a dirci'ta.'mas 
esta  e uma  iniormacao  proveitosa  no  esboco  da  curva. 

(ii)  Ass  into!  as  ve?  ticais.  Lc  nib  re -sc  da  Secao  2.2  que  a reta  ..r  = a e uma  assfntota 
vertical  se  pelo  menos  uma  das  seguintes  afirmativas  for  verdadeira: 

LiJ  lim  f(.x)  — oc  lim  fix)  = x 

iim  /(»  = -oc  lim  f(x)  = -as 

(Para  as  funcoes  racionais  voce  pode  localizar  as  assintotas  verticals  igualando  a zero 
o denominador  apos  ter  cancelado  qualquer  fator  comum.  Mas  para  as  outras  fun  foes 
esse  rnetodo  nao  e aplicavei.)  A lent  disso,  ao  esbocar  a curva  e muito  proveitoso  saber 
exatamente  qual  das  afirmativas  era  ( 1 ) e verdadeira.  Se  f(a)  nao  estiver  definida,  mas 

a for  uni  extremo  do  domfnio  de  /,  entao  voce  tleve  computar  iim fix)  ou 

lim  ,.  /( \).  se  esse  limite  for  infinite  ou  nao. 

(‘ii)  Assintotas  inclinadas.  Eias  serao  discutidas  no  final  desta  secao. 

E.  Intervales  de  Crescimento  e Decrescimento  Use  o Teste  C/D.  Calcule  f'(x)  e encontre  os 
interval  os  nos  quais  ela  e positiva  (/  e crescente)  e os  intervaios  nos  quais  e negativa 
(/  e decrescente). 

F.  Valores  Maximo  e Minimo  Locals  Encontre  os  numeros  crfticos  de  f [os  numeros  c nos 
quais  f'(c)  = 0 ou  /'(c)  nao  existe].  Use  entao  o Teste  da  Derivada  Primeira.  Se  /' 
mudar  de  positiva  para  negativa  em  urn  numero  critico  c,  entao  f(c)  e o maximo  local. 
Se  / mudar  de  negativa  para  positiva  em  c,  entao  f(c)  e um  mfnimo  local.  Embora  seja 
geralmente  preierivel  o Teste  da  Derivada  Primeira,  voce  pode  usar  o Teste  da  Derivada 
Segunda  se  c for  um  numero  critico  no  qua!  /"(c)  =f=  0.  Entao  /"(c)  > 0 implica  que  f(c) 
seja  um  minimo  local,  enquanto  f"(c)  < 0 implica  que  f(c)  e um  maximo  local. 

G.  Concavidade  e Ponto  de  Inflexao  Calcule  f’(x)  e use  o Teste  da  Concavidade.  A curva  e 
concava  para  cima  se  f\x)  > 0,  e concava  para  baixo  se  f"(x)  < 0.  Os  pontos  de 
inflexao  ocorrem  quando  ntuda  a diregao  da  concavidade. 

H.  Esbogo  da  Curva  Usando  as  informacoes  nos  itens  A-G,  faca  o grafico.  Coloque  as 
assintotas  como  linhas  tracejadas.  Marque  os  interceptos,  os  pontos  de  maximo  e de  mf- 
nimo  e os  pontos  de  inflexao.  Entao  faga  a curva  passar  por  esses  pontos,  subindo  ou 
descendo  de  acordo  com  E,  com  a concavidade  de  acordo  com  G e tendendo  as  assfn- 
totas.  Se  uma  precisao  adicional  for  desejada  proximo  de  algum  ponto,  voce  podera 
computar  o valor  da  derivada  af.  A tangente  indica  a diregao  na  qual  a curva  segue. 

EXEMPLO  1 :::  Use  os  itens  dados  para  esbocar  a curva  v = — — 

x1  — \ 

A.  O domfnio  e 

{x  j x*  ~ 1 # 0}  = {x\xrk  ±1}  = (-00,  - 1 ) U (-1,1)  U ( 1 , oc) 

B.  Os  interceptos  x e y sao  ambos  zero. 

C.  Uma  vez  que  f(~x)  — j(x),  f e par.  A curva  e simetrica  em  relacao  ao  eixo  y. 

n v 2x2  v 2 

u.  lim  = hm — = 2 

A x*  . j j _ i/V 

Portanto,  a reta  y — 2 e uma  assfntota  horizontal. 

Uma  vez  que  o denominador  e zero  quando  x — ± 1 , computamos  os  seguintes  limites: 
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Esboco  preliminar 

Most  ram  os  que  a 

curva  aproxima-se 

de  sua  assintota  horizontal  por  cima  ns 
Figura  8;  isso  esta  confirmado  petos 
sntervalos  de  crescimento  e 
decrescimento. 
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Conseqiientemenie,  as  retas  x = 1 e x — -1  sao  ass  in  totas  verticals.  Essa  informacao 
sobre  os  limites  e as  assintotas  permite-nos  trocar  um  esboco  preliminar  na  Figura  8 
mostrando  as  partes  da  curva  proximo  das  assintotas. 

4x(x2  — 1)  ~ 2 A' 2 • 2.x  —4.x 

E X)  = ; T~ = — ;~ 

J ' (a2  i )2  {a-  - ir 

Dado  que  fix)  > 0 quando  x < 0 (a  # -1 ) e fix)  < 0 quando  x > 0 ( x =£  1).  / e 
crescente  em  (-°° , -1 ) e (-.1 , 0)  e decrescente  em  (0,  I ) e ( 1 , * ). 

F.  O unico  numero  crftico  ex  — 0.  Como  f muda  de  positivo  para  negativo  em  0, 

/{ 0)  — 0 e um  maximo  local  pelo  Teste  da  Deri  v ad  a Primeira. 

— 4{.x2  - l)2  + 4.x  * 2(x2  - 1)2 a 12a2  + 4 

g.  /"W  - c ,r-  ~ 

Visto  que  12a2  + 4 > 0 para  todo  a.  temos 

fix)  > 0 x2  - I > 0 |a|  > 1 

e f'(  a)  < 0 <=>  j a | < 1 . Assim,  a curva  e concava  para  cima  nos  intervalos 
(— gc?  — l ) e (l.  o°)  e concava  para  baixo  em  (~1 , 1 ).  Nao  ha  ponto  de  inflexao,  ja  que 
1 e -1  nao  estao  no  dommio  de  /. 

H.  Usando  a infonnacao  em  E~G , finalizamos  o esboco  daJFigura  9. 


FIGURA  9 
Esboco  final  de  y 


f WfPI  0 


2 c Esboce  o grafieo  fix) 


x 

yx  + 1 


A.  Dommio  — {a  | a + 1 > 0}  — { x | x > — 1 } = { ~ 1 , cc) 

B.  Os  interceptos  x e y sao  ambos  0. 

C.  Simetria:  Nenhuma. 

D.  Uma  vez  que 

A2 


nao  ha  assintota  horizontal.  Como  yx  + 1 — > 0 quando  x — 1 e /(a)  e sempre 
positivo,  temos 

A2 

lim  ~ -?=  — so 

•r -I'  y A + 1 


e logo  a reta  x — — 1 e uma  assintota  vertical . 

M . _ 2.vv/7TT  - x2  - 1/(2  JF+T) 


A (3  A + 4) 
2(a  + lfn 


Vemos  que  /'(a)  = 0 quando  x — 0 (note  que  nao  esta  no  dommio  de  / );  logo,  o 
unico  numero  critico  e 0.  Dado  que  /'(a)  < 0 quando  -1  < x < 0 e fix)  > 0 quandc 
a > 0,  / e decrescente  em  (-1 , 0)  e crescente  em  (0,  <x>). 

F.  Uma  vez  que  /'(())  = 0 e f muda  de  negativo  para  positivo  em  0,/(0)  — 0 e um 
rmnimo  local  (e  absoluto)  pelo  Teste  da  Primeira  Derivada. 
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Note  que  o denominador  e sempre  pos.it.ivo.  O nunierador  e o quaclratico 
3.r2  + 8.r  + 8.  que  e sempre  positive,  pois  sen  discriminame  e b2  ■■■■■  4 ac  - -32,  que 
e negative,  e o coeficiente  de  x2  e posit  ivo.  Assim.  fix)  > 0 para  todo  x no  dornmio 
de  /,  o que  signifies  que  / e concava  para  cima  em  (-1 , *)  e nao  ha  ponio  de  inflexao. 

H.  A curva  esta  esbosada  na  Figura  JO. 

EXEMPLO  3 □ Esboce  o grafico  de  fix)  — xe\ 

A.  O dornmio  e IR. 

B.  O intercepto  x e y sao  ambos  0. 

C.  Simetria:  Nenhuma. 

D.  Como  ambos  x e ex  tomam-se  grandes  quando  x ~>  temos  lim  , xex  — x. 
Quando  x — > — 00 , contudo.  e x 0 e temos  urn  produto  indeterminado  que  requer  o 
uso  da  Regra  de  L'Hdspital: 

x ] 

lim  xe  — Inn  — lim  ~ lim  ( •<')  0 

x-*—x  X -■>-*:  ('  ■■  .V —e~X  X — 

Assim,  o eixo  x e uma  assfntota  horizontal. 

E.  fix)  = xex  + ex  — (x  + IV 

Uma  vez  que  ex  e sempre  positiva,  vemos  que  fix)  > 0 quando  x + 1 > 0,  e fix)  < 0 
quando  x + 1 < 0.  Logo,  f e crescente  em  (—1 , -x)  e decrescente  em  ( — x,  — ]), 

F Como  /'(- 1 ) = 0 ef  muda  de  negativo  para  positive  em  x — - 1 , /{-  l ) = e 
um  mfnimo  local  (e  absoluto). 

G-  f”(x)  = (x  + IV  + ex  = (x  + 2)e* 

Visto  que  fix)  > 0 se  x > -2  e fix)  < 0 se  x < -2,  ft  concava  para  cima  em  (- 2 , »)  e 
concava  para  baixo  em  (-»,  -2).  O ponto  de  inflexao  e (-2,  -2e  "2). 

H.  Usamos  essa  informacao  para  plotar  a curva  da  Figura  1 1 . 

EXEMPLO  4 ~ Esboce  o grafico  de  f(x)  — 2 cos  x + sen  2.x. 

A.  O dornmio  e U. 

B.  O intercepto  v e /(())  -2.0  intercepto  x ocorre  quando 


2 cos  x + sen  2x  --  2 cos  x + 2 sen  x cos  x ~ 2 cos  x { 1 + sen  x)  — 0 

isto  e,  quando  cos  x — 0 ou  sen  x = -1 . Assim,  no  intervalo  [0,  2tt],  os  interceptos  x 
sao  tt/2  e 3tt/2. 

C.  / nao  e nem  par  nem  fmpar,  mas  fix  + 2ir)  = fix)  para  todo  x ; logo,  f 6 periodica  e 
tem  um  penodo  2tt.  Dessa  forma,  precisamos  considerar  somente  0 -s  x sc  2tt  e 
entao  estender  a curva  por  transla^ao  em  H. 


0.  Assfntota:  Nenhuma. 

/ M ~ ~2  sen  x + 2 cos  2x  — —2  sen  x + 2(1  — 2 sen2x) 

= _2(2  senlx  + sen  x - 1)  = -2(2  sen  x - j)(sen  x + 1) 


: " M X ^ A : v . 
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Do  mesmo  mode,  fix)  — 0 quandosen  x — j ou  sen  x ~ --- !:  logo,  em  [0.  2 tt|  temos 
x = rr/6.  Mr/ 6 e 3 rr/2.  Determinando  o smai  de  f'(.x)  na  tabeia  a seguir.  usamos  o lato  de 
que  sen  :v  + 1 0 para  todo  x. 


Iniervalo 

i 

i 

j 

l 

! 

t 

1 

()  < x <’.  rr/6 

+ 

crescents  em  (0. 77/6) 

rr/6  <:  x < 5 V6 

...... 

decrescent©  em  (rr/6.  5 rr/6) 

5-/6  < x < 3 it/2 

+ 

377/2  K x <:  277 

creseenteem  (3*/2.  2m 

F.  Da  tabeia  em  B o Teste  da  Prime ira  Derivada  diz  que  /(rr/6)  = 3 v' 3/2  e am  maxirno 
local  e /(5rr/6)  — — 3 V 3/2  e um  mfnimo  local,  mas  / nao  tem  nem  maximo  nem 
mmimo  em  3 rr/2,  somente  uma  tangente  horizontal. 

G.  f"U)  -2  cos  x - 4 sen  2.x  — ~2  cos  x (1+4  sen  x) 

Assim,  f"(x)  — 0 quando  cos  x — 0 (logo  x = rr/2  ou  3tt/2)  q quando  sen  x ~ — 

Da  Figura  12  vemos  que  ha  dois  valores  de  x entre  0 e 2rr  para  os  quais  sen  x = — | . 
Vamos  chama-los  af  e a%.  Entao  f'(x)  > 0 em  (rr/2,  aa)  e (3  rr/2,  a2);  portanto,  as  / e 
concava  para  cima.  Tambem  /"(a)  < ()  em  (0,  rr/2),  (aa,  3 rr/2)  e (a2, 2rr);  logo,  a(  / 
e concava  para  baixo.  Os  pontos  de  inllexao  ocorrem  quando  x = rr/2,  «j,  3rr/2  e co. 


orj  — v + arc  sen  1 
cr;  - 2rr arc  sen  3 


FIGURA  12 


H.  O graft co  da  funcao  restrita  a 0 ^ x ^ 2 rre  mostrado  na  Figura  13.  Entao  e 
estendido,  usando  a periodieidade,  para  eompletar  o graftco  na  Figura  14. 


EXEMPLO  5 □ Esboce  o graftco  de  y - ln(4  - x2), 
A.  O domtnio  e 


{x  j 4 — x 2 > 0}  — (x  lx2  < 4}  = {x  j | jc  | < 2}  — ( *2, 2) 


O intercepto  y e /(())  — In  4.  Para  achar  o intercepto  a fazemos 


v In (4  - x1)  —■  0 


Sabemos  que  In  1 = log,.  1 = 0 (uma  vez  que  e':>  = 1);  logo,  temos  4 - a2  — ] =>  x2  — 3 
e,  portanto,  os  interceptos  x sao  ± v’3. 

C,  Visto  que  /(—a)  — J(x),  f e par,  e a curva  e simetrica  em  tomo  do  eixo  y. 

D.  Procuramos  as  assmtotas  verticals  nos  extremos  do  domfnio.  Dado  que  4 - x2  -~>  0 + 
quando  a — > 2 ' e tambeni  quando  x — > — 2+,  temos 

lim  ln(4  — r ) ~ -~oc-  Jim  ln(4  — a2)  = — oc- 


Assim,  as  retas  x = 2 e x — ~2  sao  assmtotas  verticals. 


y 

(0,  In  4) 

1 

1 

1 

O ^ <_..l  in  „„  1 

i / 

\ i 

/ 

\ i 

1 / 

..  ..  \ A. 

i / V 0 

j -i 

ji  (-43,0) 

I 

1 

f 

(4 3.0)  JI 
1 

fi 

it 

FiGURA  15 
y - In (4  - .r) 


Como  f (a)  > 0 quando  -2  < x < 0 cf ’ (a)  < 0 quando  0 < x < 2 , f e crescente  em 
(-2, 0)  e decreseente  em  (0,  2). 

F.  O unico  numero  critico  e x = 0.  Uma  vez  que  f muda  de  positive  para  negativa  em  0, 
/(())  = In  4 e um  maximo  local  pelo  Teste  da  Derivada  Primeira. 

G fix)  ^ (4  ~ x2)(~2)  4-  2a(  — 2a)  _ -8  - 2a2 

(4  - ,v2)2  ” (4  --  a2)2 

Uma  vez  que  f ix)  < 0 para  todo  a.  a curva  e concava  para  baixo  em  (-2, 2)  e nao  tern 
ponto  de  inflexao. 

H.  Usando  essa  informacao.  esbocamos  a curva  na  Figura  15. 


FfGURA  16 


tVJl  Assmtotas  Inclinaclas 

Algumas  curvas  tern  assmtotas  que  sao  oblfquas , isto  e,  nao  sao  horizontais  nem  verticals,  Se 

lim  [fix)  — (mx  + b)\  ~ 0 

entao  a reta  y =--  mx  + b e chamada  assintota  inclinada.  pois  a distancia  vertical  entre  a 
cui  va  y — / (a)  e a reta  y — mx  + b tende  a 0,  como  na  Figura  16.  (Uma  situacao  analoga 
existe  quando  tazemos  a > —0°.)  Para  as  funqoes  racionais,  as  assmtotas  inclinadas  ocorrem 
quando  a diferenca  entre  os  graus  do  numerador  e do  denominador  e 1 . Nesse  caso  a equacao 
da  assintota  inclinada  pode  serencontrada  pordivisao  de  polinomios.como  no  exemplo  a seguir. 


EXEMPL0  6 o Esboce  o grafico  de  fix)  = . 

x"  + 1 

A.  O dommio  e !R  — (~°°,  °°). 

8.  Os  interceptos  x e y sao  ambos  0. 

C.  Visto  que  f(~x)  - -/( a),  / e impar,  e seu  grafico,  simetrico  em  tomo  da  origem. 

D.  Como  a " T 1 nunca  e 0,  nao  ha  assintota  vertical.  Uma  vez  que  /(a)  oc  quando 

x 20  e fix)  -a*  quando  a - •>  -oc,  nao  ha  assmtotas  horizontais.  Mas  a divisao  de 
polinomios  fornece 


— x 
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A'  A 

fix)  x — 0 quando  a —4  i00 

x~  + 1 J 

A2 

Logo  a reta  v = x e uma  assintota  inclinada. 

3x2(x2  4-  ])  — x-  . 2x  x2(x2  + 3) 


(a2  + l Y 


(x2  + l)2 


Uma  vez  que  fix')  > 0 para  todo  a (exceto  0),  f e crescente  era  (—00,00). 

F.  Em  bora  /'(())  — 0.  /'  nao  muda  o sinal  em  0,  logo  nao  ha  maximo  ou  mmimo  local. 


G.  /"(a) 


(4a3  + 6x)(x2  + 1 b - (a4  + 3a2)  • 2(a2  + 1)2a  2a(3  - x2) 


1 ’ (a2  + l)4  lx2  4 }f 

Vlsto  que  f'(x)  ~ 0 quando  x — 0 ou  x = ± V 3,  estabelecemos  a seguinte  tabela: 


1-^ W I 

// 


pontos  de 
inflexao 


Intervaio 

X 

3 - .v* 

f.r-  + l)3 

fix) 

/ 

■*<  “A 

- 

- 

+ 

4 

CC  em  (— -3=-,  y 3 ) 

4 

..... 

CB  em  (••■■■  v 3. 0) 

■f- 

-!- 

4- 

+ 

CC  em  (0.  y'3) 

- 

+ 

.... 

CB  em  ( y'3.  -/-•) 

Os  pontos  de  inflexao  sao  (—  y3,  — 3y3/4).  (0,0)  e (y'3, 3 y;3/4). 
H.  O grafico  de  f esta  esbogado  na  Figura  17. 


ExercScios 


1-5?  

Use 

o roteiro  desta  secao 

para  esbocar  a eurva. 

19. 

V 

- A y 5 - 

X 

20. 

y = 

t 

3 

2. 

v a3  4 6a2  4 9a 

_ 

22. 

- 

21. 

V 

— y.f‘  4 

1 “ X 

V = 

3. 

v 77 

- ? «■ 

--  15a  + 9a2  - x3 

4. 

y — 8a2  - a4 

A 

5. 

v = 

x4 

+ 4 a’ 

6. 

v - a(a  + 2)3 

23. 

V 

= f-y — 

24. 

y ~ 

V x + 

\ 

7. 

v - 

77  2 x 

— 4-  1 

8. 

v = 20a-'  -3x* 

y I 

X2 

26. 

25. 

V 

— 

y ~ 

9. 

v - 

X 

10. 

_ X 

,1" 

X “ 

-1 

(A -IT 

27. 

V 

— x - 3x 

28. 

y = 

1!. 

V 7 

1 

12. 

A 

29. 

y 

~ A 4 y 1 x j 

30. 

>’  = 

A ~ 

-9 

x"  - 9 

31. 

y 

— 3 sen  x 

■ - sen3* 

32. 

y = 

13. 

V ; 

- ; 

X 

14. 

X 

33. 

y 

7=7  A tg  A, 

— 7t/2  < 

x < tt/2 

a" 

+ 9 

X~  4 9 

34. 

V 

= 2x  - ts 

A.  —tt/2 

< X < 77/2 

15. 

V ■ 

X - 

- 1 

16. 

A2  -2 
-,,=  v< 

35. 

y 

= ( x ---  sen  a,  0 < a < 3 7r 

X 

_z 

36. 

V 

= cos'lx  - 

- 2 sen  x 

17. 

V :: 

,Y~ 

+ 3 

18. 

^ 3 

X 4-  1 

37. 

V 

- sen  2a 

- 2 sen  x 

38. 

y = 

39. 

sen  x 

COS  X 

40.  V - 

na  i 

1 + cos  X 

lore, 

41. 

v - ]/(!  4 £'■■’) 

1: 

43. 

v = a In  a: 

i! 

45. 

V — AC  ' ' 

46.  v = ln(.r  3.v  4-  2) 

47. 

v - Inf  sen  x) 

48.  v — xiin  x)2 

49. 

v — xe  1 

50.  v — e ' 3c  ' — 4x 

, / V — 1 \ 

55.  v = 

51. 

v = c + e - 

52.  v = ta“  — 1 

57.  v = 

- , 

l -V  4-  1 } 

53. 

A ligura  mostra  uma  v iga 

dc  comprimento  L embutida  em 

59-64  : 

:OR’u  n'tjuida.  (../  que  o grafico  mostra  sobre  a fore  a? 


Ache  a cquacao  da  assmlota  indinada. 
Nao  describe  a curva. 


-v+  ! 

4 a ' - 2 .v  + 5 


- ' + a + _v  + 3 
56.  v = — — — 

i-  “ a.  ? v 


.V  + 1\ 

vr  + x + x 

x"  ■■■  .r  + 2 


r. ~ tUMMUHtC  It  H.J1  UlMIlUUlUa 

uniiormeniente  ao  longo  de  sen  comprimento.  a vjga  assumira 
a forma  da  curva  de  deflexao 


. Use  passos  defitudos  nesta  secao  para  esbocar  o grafico  da 
a.  No  passo  D ache  uma  equueao  para  a assmlota  mciinada. 


H _ 4 ^ WL  x WL:  , 

24  El  1 7 12/:/  A 24EI 
cm  que  E e / sao  constantes  positivas.  (E  e o modulo  de 
elasticidade  de  Young,  e/eo  momento  de  inercia  da  seccao 
transversal  da  viga.)  Esboce  o grafico  da  curva  de  deflexao. 


-2.r‘  + 5.v  - I 

2 a-  - I 
.r  + 4 


60.  v - — — - 


’A  + X + 

x2  + I 


62.  v ~ e'  a 
(x+lY 
(.V  •■■■■  J f 


* y t r * 


54.  A Lei  de  Coulomb  estabelece  que  a forca  de  atracao  entre  duas 
partfculas  com  carga  e diretamente  proporcional  ao  produto  das 
cargas  e inversameiHe  proporcional  ao  quadrado  da  distancia 
entre  das.  A figura  niostra  as  partial  las  coin  a carga  1 loealizadas 
nas  posicoes  0 e 2 sobre  o eixo  de  coordenadas,  e uma  particula 
corn  a carga  - 1 em  uma  posicaox  entre  das.  Segue  da  Lei  de 
Coulomb  que  a forca  liquida  agindo  sobre  a particula  do  meio  e 


+ — 0 < 

(x  2 V u A 


Mostre  que  a curva  v x - tg  : x tern  duas  assintotas  inclinadas: 
v = x + Tti2  e v x - -nil  Use  esse  fato  para  esbocar  a curva. 
Mostre  que  a curva  v — v'.r  + 4x  tern  duas  assintotas  inclinadas: 
v = x + 2 e v ~ -x  2.  Use  esse  fato  para  esbocar  a curva. 

Mostre  que  as  ret  as  v = (bja)x  ex  — (b/a)x  sao  assintotas 

inclinadas  da  hiperboJe  (,r:/V)  ■■■■■■  iy/b2)  - 1. 

Seja  / (x)  — ( x ' + 1 }/x.  Mostre  que 

iim  [f{x)  - x"j  = 0- 

Isso  mostra  que  o grafico  de  / tende  ao  grafico  de  y — x2,  e 
dizemos  que  a curva  y — J (x)  e uma  assuitota  da  parabola 
v — • x".  Use  esse  fato  para  ajuda  lo  no  esboco  do  grafico  d ef 
Discuta  o com  porta  men  to  assintotico  de  /(x)  = (x';  -f  j)/x  da 
mesma  forma  que  no  Exercfcio  68.  Use  entao  seus  resuJtados 
corao  ajuda  no  esboco  do  grafico  de  f . 

Use  o comportamento  assintotico  de  fix)  — cos  x -f  i/x2  para 
esbocar  sou  grafico  setn  passar  pelo  roteiro  desta  secao. 


Fazcndo  Graficos  coin  o Calculo  e Calculadoras 


...  Se  voce  ainda  nao  leu  a Secao  1 .4, 
deve  faze-lo  agora.  Ela  explica  como 
evitar  algumas  falhas  dos  recurs  os  gra- 
ficos na  escolha  de  janelas  de-.rnspeqao 
ina  propria  das. 


O tnetodo  usado  para  esbocar  as  curvas  na  secao  precedente  foi  uni  auge  dentro  de  nosso 
estudo  de  calculo  difercncial.  ()  grafico  foi  o objetivo  final  obtido  por  nos.  Nesta  secao 
nosso  ponto  de  vista  e completamente  diferente.  Camera m os  aqui  com  urn  grafico  pro- 
duzido  por  uma  calculadora  grafica  on  compufador  e entao  o refinamos.  Usamos  o calculo 
para  assegurar  que  estao  aparentes  todos  os  aspectos  importantes  da  curva.  E com  o uso  de 
recursos  graficos  podemos  nos  dedicar  a curvas  complicadas  de  sc  tralar  sem  essa  tccnologia. 
()  objetivo  aqui  e a interaccio  entre  o calculo  e calculadoras. 

EXEMPLQ  1 □ Faca  o grafico  do  polindmio  fix)  = 2x6  -f  3x5  + 3.C 2x\  Use  os  graficos 

de  f e /"  para  estimar  todos  os  pontos  de  maxirno  e de  mtnimo  e os  intervales  de  concavidade. 

S0LUCA0  Se  especificarmos  urn  domfnio,  mas  nao  uma  imagem.  muitos  recursos  grafi- 
cos deduzirao  uma  nova  imagem  razoavel  para  os  valores  computados.  A Figura  f 
mostra  o grafico  obtido  a pat  In  dc  algum  desses  recursos  se  especificarmos  que 
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| v - fix) 
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FIGURA 1 
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-50 

FIGURA  2 
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FIGURA  5 
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-5  -A  x ^ 5.  Embora  essa  janela  de  inspecao  seja  util  para  mostrar  que  o comportamento 
assintotico  (o  comportamento  nos  extremos)  e o mesmo  que  o de  y ~ 2a6,  e obvto  que 
estao  omitidos  os  detalhes  mais  refin  ados.  Assim,  mudamos  a janela  de  inspecao  de 
[ — 3.2]  para  J —50,  100],  conforme  mostrado  na  Figura  2. 

A partir  desse  grafico  parece  que  existe  um  valor  mini  mo  absoluto  de  cerca  de  -15,33 
quando  x = -1 ,62  (atraves  do  cursor)  e / e decrescente  em  -1 ,62)  e crescente  em 
(-1 ,62,  oo).  Aparentemente  tambem  existe  uma  tangente  horizontal  na  origem  e pontos  dt 
inflexao  quando  x — 0 e quando  x esta  em  algum  lugar  entre  -2  e -1 . 

Vamos  tentar  confirmar  essas  impressoes  usando  o calculo.  Diferenciando,  obternos 

/Tv)  — I2x"  + 15.V"’  + 9a“  — 4,v 
f”{x)  = 60. v 4 + 60.r3  + 18a  - 4 

Quando  fazemos  o grafico  de  f na  Figura  3,  vemos  que  fix)  muda  de  negativo  para 
positivo  quando  x ~ 1 ,62;  isso  confirma  (pelo  Teste  da  Derivada  Primeira)  o valor 

mmimo  encontrado  anteriormente.  Mas,  talvez  para  nossa  suqjresa.  notamos  tambem 
que  fix)  muda  de  positivo  para  negativo  quando  x — 0,  e de  negativo  para  positivo 
quando  x ~ 0,35.  Isso  signifies  que  / tern  um  niaximo  local  em  0 e um  mmimo 
local  quando  x ~ 0,35,  mas  esses  valores  estavam  escondidos  na  Figura  2.  Realmente, 
se  dermos  um  zoom  em  direqao  a origem,  como  na  Figura  4,  veremos  o que  haviamos 
perdido  antes:  o valor  maximo  local  de  0 quando  x — 0 e um  valor  mmimo  local  de 
cerca  de  -0,1  quando  x = 0,35, 


FIGURA  3 


FIGURA  4 


E o que  dizer  sobre  a concavidade  e os  pontos  de  inflexao?  Das  Figuras  2 e 4 
parece  haver  pontos  de  inflexao  quando  x esta  um  pouco  a esquerda  de  -1  e quando  x 
esta  urn  pouco  a direita  de  0.  Mas  e dilicil  determinar  os  pontos  de  inflexao  a partir  dc 
grafico  de/;  assim,  fazemos  o grafico  da  derivada  segunda  /"  na  Figura  5.  Vemos  que 
f"  muda  de  positivo  para  negativo  quando  x ~ -1 ,23,  e de  negativo  para  positivo 
quando  x ~ 0,19.  Logo,  correta  ate  a segunda  casa  decimal, /e  concava  para  cima  em 
(-00 , - 1 ,23)  e (0.19, «? ) e concava  para  baixo  em  (™1 ,23,  0,19).  Os  pontos  de  inflexao 
sao  (-1,23;  -10,18)  e (0.19,-0.05). 

Descobrimos  que  um  unico  grafico  nao  revela  todos  os  aspectos  importantes  desse 
polinomio.  Porem.  as  Figuras  2 e 4,  quando  feitas  juntas,  fomecem  um  tracado  preeiso. 


EXEMPL0  2 n Faca  o grafico  da  funcao 

a2  + lx  + 3 


em  uma  janela  de  inspecao  que  contenha  todos  os  aspectos  importantes  da  funcao. 
Estime  os  valores  maximo  e mmimo  e os  intervalos  de  concavidade.  Entao  use  o calculc 
para  verificar  o valor  exato  dessas  quantidades. 
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SOLUQAO  A Figura  6.  feita  por  uni  computador  com  escalonamento  automatico.  e uni 
desastre.  Algumas  ealculadoras  graiicas  lis am  corno  janela  cle  inspccao  f-  JO,  JO]  por 
[-10,  10];  assim.  vamos  tentar  fazer  isso.  Obtemos  o graft co  mostrado  na  Figura  7.  e eie 
e lima  grande  melhoria. 


3 x io;s 


V -./(  Y ) 


FIGURA  6 


-10 

FIGURA  7 


10 


O eixo  v aparenta  ser  uma  assfntota  vertical  e realmente  o e,  pois 

x2  + lx  + 3 

Inn - = cc 

■>()  .\" 

A Figura  7 tambem  nos  permite  estimar  os  interceptos  .v:  cerca  de  -0,5  e -6,5.  Os 
valores  exatos  sao  obtidos  usando-se  a formula  quadratica  para  resolver  a equacao 
-v2  + lx  + 3 = 0.  Obtemos  jc  = (—7  ± y 37  )/2. 

Para  obter  uma  visao  melhor  das  asstntotas  horizontais  mudarnos  para  a janela  tie 
inspecao  [-20.  20]  por  [-5,  10]  na  Figura  8.  Aparentemente  v -lea  assfntota 
horizontal , e isso  e facilmente  confirmado: 


-20 


FIGURA  3 


10 

: ,y~fix) 


20 


2 


y - fix) 


-4 


x2  + lx  + 3 
inn  7 = lim 

A"  X *±a 


Para  estimar  o valor  mfnimo  damos  urn  zoom  na  janela  de  inspecao  [ — 3. 0]  por 
L“4,  2]  da  Figura  9.  O cursor  indica  que  o valor  mfnimo  absoluto  e de  cerca  de  -3.1 
quando  x ~ -0.9,  e vemos  que  a funcao  decresce  em  (-«,  -0,9)  e (0,  oc)  e cresce  em 
(-  0,9,  0).  Os  valores  exatos  sao  obtidos  por  diferencia$ao: 


fix)  = 


lx  + 6 
x' 


Isso  mostra  que  fix)  > 0 quando  1 < x < 0 e /'(x)  < 0 quando  x < -f  e quando 
x > 0.  O valor  mfnimo  exato  e /{—-,)  ~ — f)  —3,08. 

A Figura  9 tambem  mostra  que  ocorre  urn  ponto  de  infiexao  em  algum  lugar 
entre  x — - ler  = -2.  Podemos  eslima-lo  mais  precisamente  usanclo  o grafico  da 
derivada  segunda,  o que  nesse  easo  e tao  facil  quanto  achar  os  valores  exatos.  Uma 
vez  que 


fix) 


I S _ ^ lx  + 9 

.V4  " X4 


FIGURA  9 
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vemos  que  f’{x)  > 0 quando  x > -j  (x  ^ 0).  Logo  / e concava  para  cun  a em  ( - , 0 ) e 
(0.  oc)  e concava  para  baixo  em  (--■x,  O ponto  de  inflexao  e (-4.  -■-]). 

A analise  usando  as  cluas  primeiras  derivadas  mostradas  nas  Figuras  7 e 8 mostram 
todos  os  aspectos  mais  importantes  da  curva. 


I \ 
H — 


FiGURA  11 


Faca  o grafico  da  funpao  f{x)  = 


(jc  - 2)2{x  - 4)4  ' 


S0LUCA0  Com  base  em  nossa  experiencia  com  a funcao  rational  no  Exemplo  2,  vamos 
comecar  fazendo  o grafico  de  f na  janela  de  inspepao  [—10,  10]  por  [ — 10.  10].  Da 
Figura  10  temos  a sensacao  de  que  vamos  precisar  dar  um  zoom  para  ver  mais 
detalhadamente.  e lambent  nos  afastar  para  ver  ou  para  ter  uma  visao  melhor  do  tracado 
Mas,  como  regra  para  dar  um  zoom  inteligente,  vamos  primeiro  analisar  bem  de  perto  a 
expressao  de  f(x).  Em  razao  dos  fatores  (v  — 2)*  e (.v  - 4)4  no  denominador,  esperamos 
que  x ~ 2 e x — 4 sejam  assintotas  verticals.  Realmente 


lim  — 

'-2  ( X 


x~{.x  + 1)' 

mi — og 

ix  - 2)2{x  - 4)4 


Para  encontrar  as  assintotas  horizontais  dividimos  numerador  e denominador  por  v6: 


xHx  + I)3 
(x  - 2f(x  - 4)4 


7-V) 


0 quando  x ±' 


logo  o eixo  x e a assfntota  horizontal. 

E tambem  muito  proveitoso  considerar  o comportamento  do  grafico  nas  proximidade 
do  intercepto  x usando  uma  analise  igual  a do  Exemplo  1 1 na  Secao  2.6.  Uma  vez  que  .t 
e positivo,  f(x)  nao  muda  de  sinal  em  0 e,  portanto,  seu  grafico  nao  cruza  o eixo  x em  ( 
No  entanto,  devido  ao  fator  (x  4-  l)-\  o grafico  cruza  o eixo  x em  -1  e tem  uma  tangent 
horizontal  af  Juntando  todas  essas  informacoes,  mas  sem  usar  as  derivadas,  vemos  que 
curva  deve  se  parecer  com  algo  semelhante  ao  mostrado  na  Figura  1 1 . 

Agora  que  sabemos  o que  procurar,  damos  varios  zooms  para  obter  os  graficos  nas 
Figuras  12  e 13  e afas tamos  varias  vezes  para  obter  a Figura  14. 


FIGURA  12 


:IGURA  13 


4GURA  14 


Podemos  ver  desses  graficos  que  o mminto  absoluto  esta  em  tonio  de  -A)  ,02  e ocorre  quai 
do  x ~ -20.  Ha  tambem  urn  maximo  local  ~ 0,(XXX)2  quando  jc  ~ -0.3,  e um  mmimo  local 
21 1 quando  jc  ~ 25.  Esses  graficos  tambem  mostram  tres  pantos  de  inflexao  proximos  a -3: 
-5  e -1 , e dois  entre  — 1 e 0.  Para  estimar  os  pontos  de  inflexao  mais  precisamente  necessitan 
mos  do  grafico  de  /",  mas  calcular  a mao  /"  e uma  tarefa  nao  razoavel.  Se  voce  tiver  um  si: 
tema  algebrico  computacional,  entao  nao  encontrara  maiores  problemas  (veja  o Exercicio  1 7) 


litora  Thomson 


□ A famiiia  de  funcoes 

f(x)  ~ sen(jf  + sen  cx) 
onde  c e uma  constante,  ocorre  em 
aplicaqoes  para  a sfntese  de  frequencia 
modulada  (FM).  Uma  onds  senoidai  e 
modulada  por  uma  onda  com  uma 
frequencia  diferente  (sen  cx).  O caso 
em  que  c — 2 e analisado  no  Exemplo 
4.  O Exerdcio  25  explore  outro  caso 
especial. 


■-IJ 

FIGURA  15 


\ >’  = f(x) 

\ 


0 ; V 


y = J'(x) 


-1.2 

FIGURA  16 


Vimos  que  para  essa  particular  fimqao  sao  necessaries  ires' graftcos  (Figures  12.  13  e .14) 
para  juntar  todas  as  inform  acoes  iiteis.  A unica  maneira  de'dispor  todos  esses  aspectos  da 
fimcao  em  urn  unico  grafico  e faze-lo  a mao.  A despeito  dos  exageros  e di store oes.  a 
Figura  1 i con  segue  resumir  a natureza  essential  da  funcao. 

EXEMPLO  4 : Faca  o grafico  da  fun?ao  fix')  — sen(jc  + sen  2x).  Para  0 x 77. 
localize  todos  os  valores  maximo  e mini  mo,  interval  os  de  crescimento  e de 
decrescimento,  e pontos  de  inflexao  corretos  ate  a priraeira  casa  decimal. 

SOLUCAO  Notamos  primeiro  que  $ e periodica  com  perfodo  de  27r.  A funcao  ft  tambem 
frnpar  e j fix)  [ =£!  1 para  todo  x.  Logo  a escolha  de  uma  janela  de  inspecao  nao  e uin 
problema  para  essa  funcao:  comecamos  com  [0,  tt]  por  [-1 4,1,1]  (veja  a Figura  15). 
Parece  que  existent  ties  valores  maximos  locais  e dois  mfninios  locals  nessa  janela.  Para 
confirmar  isso  e localiza-los  mais  precisamente,  calculamos  que 

fix)  = cos]  a + sen  2x)  * ( 1 + 2 cos  2x) 

e fazemos  os  graficos  de  j e / ' na  Figura  .16.  Dando  urn  zoom  e usando  o Teste  da 
Derivada  Primeira  encontramos  os  seguintes  valores  para  uma  casa  decimal. 


Intervals  de  crescimento:  (0,  0.6),  ( } ,0,  1 ,6),  (2.1 , 2,5) 

Intervalos  de  decrescimento:  (0,6,  1,0),  (1,6,  2,1),  (2,5,  77) 

Valores  maximos  locais:  /(0,6)  « 1 , /(1 ,6)  s 1 , /( 2.5)  ~ 1 

Valores  mfnimos  locais:  /(] .())  ~ 0,94,  /(2,1)  * 0.94 

A derivada  segunda  e 

f\x)  = — (1  + 2 cos  2xf  sen]  a'  + sen  2x)  - 4 sen  2x  cos(x  + sen  2a) 
Fazendo  o grafico  de  / e /"  na  Figura  17,  obtemos  os  seguintes  valores  aproximados: 


Coneava  para  cima: 
Coneava  para  baixo: 
Pontos  de  inflexao: 


(0,8,  1,3),  (1,8.  2,3) 

(0,0,8),  (1,3,  1,8),  (2,3,  tt) 

(0, 0),  (0,8.  0.97),  (1 ,3,  0,97),  ( 1 .8,  0.97).  (2.3.  0.97) 


FIGURA  17 


FIGURA  18 


-1 

2 

A Figura  Is  realmente  represen ta  precisamente  / para  0 *£  x s?  77,  e assim  podenios 
estabelecer  que  o grafico  na  Figura  18  representa  / precisamente  para  -2 tt  x -a  2t r. 
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Nosso  ultimo  exempio  trata  de  famflias  de  runqdes.  conforroe  discutido  na  Secao  1.4 
Isso  significa  que  as  funcoes  na  famflia  estao  relacionadas  umas  as  outras  por  uma  formute 
que  content  uma  ou  mats  constantes  arbitrarias.  Cada  uni  dos  valores  da  constante  dt 
origem  a um  membro  da  famflia,  e a ideia  e ver  como  varia  o arafieo  da  funcao  a medid< 
que  mudamos  a constante. 


EXEMPIO  5 □ Quando  c varia,  como  varia  o grafico  de  fix)  — \/(xz  + 2.x  + c)? 

SOLUCAO  Os  graficos  nas  Figuras  19  e 20  (os  casos  especiais  c = 2ec  = -2)  mostram 
duas  curvas  com  aspectos  diferentes.  Antes  de  fazer  qualquer  outro  grafico,  vamos  ver  o 
que  os  membros  dessa  famflia  tem  em  comum.  Uma  vez  que 


F1GURA  19 
c = 2 


FtGURA  20 


1 

x1  + 2x  - 2 


i ! 
...  .1.. 

-2 


para  todo  valor  de  c.  todos  tem  como  assfntota  horizontal  o eixo  x.  Uma  assfntota 
vertical  ocorrera  quando  jc2  + 2x  + c — 0.  Resolvendo  essa  equacao  quadratica, 
obtemos  x ~ — 1 ± y • — c-  Quando  c > 1,  nao  ha  assfntotas  verticals  (como  na 
Figura  19).  Quando  c = 1 o grafico  tem  uma  unica  assfntota  vertical  x — —1 , pois 


lim  “ — lim  - — 

■v *-i  ,v“  + 2x  + 1 i (x  + n 


Quando  c < 1 . ha  duas  assfntotas  verticals:  x — — 1 ± y 1 — c (como  na  Figura  20). 
Computamos  agora  a derivada: 


( x 2 4-  2x  + c)2 

Isso  mostra  que  f'(x)  — 0 quando  x ~ -1  (se  c & 1),  f'(x)  > 0 quando  x < -1  e 
fix)  < 0 quando  x > -1 . Para  c > 1 isso  significa  que /e  crescente  em  (—<»,  — 1)  e 
decrescente  em  ( — 1 , «).  Para  c > 1 , existe  um  valor  maximo  absoluto 
/(—  I)  — l/(c  — 1).  Para  c < 1,/(~~I)  — 1 /(c  — 1)  e um  valor  maximo  local,  e os 
intervalos  de  crescimento  e decrescimento  sao  interrompidos  nas  assfntotas  verticals. 

A Figura  21  mostra  cinco  membros  da  famflia,  feitos  na  janela  de  inspecao  [—5.4] 
por  [ — 2,2],  Conforrne  previsto,  c — 1 e o valor  no  qua)  uma  transigao  ocorre  de  duas 
assfntotas  verticais  para  uma  e depois  para  nenhuma.  A medida  que  aumentamos  c a 
partir  de  1 , vemos  que  o ponto  de  maximo  fica  cada  vez  mais  baixo;  isso  e explicado 
pelo  fato  de  que  l/(c  — 1)  — * 0 quando  c — »■  ^c.  A medida  que  c decresce  a partir  de  1 
as  assfntotas  verticais  ficam  cada  vez  mais  separadas,  pois  a distancia  entre  el  as  e 


FIGURA  21  A famflia  de  funcoes  f(x)  ~ l/(x2  + 2x  + c) 
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2 v 1 " C;  que  ^ maior  a medKja  que  f » ---■  Novamenie.  o ponto  de  maximo  tende 

C laramente  nao  ha  P°ntos  de  smlexao  quando  c ■ I . Para  c > I calcuiamos  que 

f'(y)  2(3-V2  6X  + 4 - r) 

{.v2  + 2a-  +’<:•/' 

e deduzimos  que  os  pontos  de  inflexao  ocorrem  quando  x = - j ± ^7r::rT)/3. 
Portamo  os  pontos  de  inflexao  tomam-se  mats  espalhados  a medida  que  c cresee.  e isso 
parece  pJaustvel  das  duas  ultimas  panes  da  Figura  21. 


II  Exercictos 


‘O-s  Obtenha  os  graficos  de  / que  revelem  todos  os  a sped  os 
import  antes  da  curva.  Em  particular,  voce  deve  usar  os  graficos  de 
J e j para  estimar  os  intervalos  de  cresc  interne  e dec  re  sc  i memo, 
valores  extremes,  intervalos  de  concavidade  e pontos  de  inflexao. 

1.  fix)  - 4.x'1  - 32.x ? + 89a2  - 95.x  +29 

2.  f{x)  - xty  - .1 5.x-  + 75.x 4 - .1 25  d ~ ;V 

3.  fix)  — ?jx2  - 3.x  ~—~5 


4.  fix)  = 

5.  fix)  — 


x4  + r - 2,i 


6.  fix)  = tg  x + 5 cos  x 

7.  fix)  — x!  — 4.x  + 7 cos  ,x. 


8-  fix) 


(*‘  - 9) 


%~A1  D Obtenha  os  graficos  de  / que  revelem  todos  os  aspectos 
importantes  da  curva.  Estime  os  intervalos  de  crescimento  e 
decrescimento,  valores  extremos.  intervalos  de  concavidade  e 
Pontos  de  inflexao,  e use  o calculo  para  achar  essas  quantidades 
exatamente. 


9.  fix)  « 8.x3  - 3.x : 


10.  fix) 


f i.x  - 20 


11.  /(A)  X%9  x 

12.  fix)  — x — 2 sen  ,x. 


(a)  Faca  o grafico  da  funcao. 

(b)  Use  a Regra  de  L Hospital  para  explicar  o comportamento 
quando  x (). 

(c)  Estime  o valor  mfnimo  e intervalos  de  concavidade.  Entao  use 
o calculo  para  achar  os  valores  exatos. 


13.  fix)  x1  In  x 


14.  f(x)  = xew-‘ 


s5~16  _ t'sboce  0 "r<ifico  a mao  usando  as  assintotas  e intercepts , 
ntas  nao  as  derivadas.  Entao  use  seu  esboco  corno  urn  roteiro  na 
obtencao  de  graficos  (com  um  recurso  compatac tonal)  que 
mostrem  os  aspectos  mais  importantes  da  curva.  Use  esses  graficos 
para  estimat  os  valores  maximo  e mfnimo. 


15.  fix) 


(-X  + 4)(jc 


16.  fix)  = — 1,hl- -L 

(A-  ~ 2 ) f \ + 1 )2 


17.  Se  f for  a funcao  considerada  no  Exemplo  3,  use  urn  sistema 
algebrieo  computacional  para  calcular  /'  e entao  faca  seu  gra- 
fico  para  confirmar  que  todos  os  valores  maximo  e mfnimo  sac 
como  dados  no  exemplo.  Calcule  /"  e use-o  para  estimar  os 
intervalos  de  concavidade  e pontos  de  inflexao. 

18.  Se  j for  a f uncao  do  Exerefcio  16,  encontre  /'  e /"  e use  sous 
graficos  para  estimar  os  intervalos  de  crescimento  e decresci- 
mento e concavidade  de/. 

“ ^se  t,m  sistema  algebrieo  computacional  para  fazer  o 
grafico  d tf  e encontre  j ' e f".  Utilize  os  graficos  dessas  derivadas 
para  estimar  os  intervalos  de  crescimento  e decrescimento,  valores 
extremos,  intervalos  de  concavidade  e pontos  de  inflexao  de  / 


19-  fix) 


21.  fix) 


0 < x 3 TT  20.  fix)  ~ -"•* ‘ 

v-v‘!  + a + .1 


22-  f(x)  = . 


(a)  Faca  o grafico  da  funcao. 

l b)  Expjjque  a forma  do  grafico  computando  o limite  quando 
x — »■  ()  ou  quando  x --->  oc. 

(c)  Estime  os  valores  maximo  e mfnimo  e entao  use  o calculo  para 
achar  os  valores  exatos. 

(d(  Use  um  grafico  de  f para  estimar  a coordenada  x dos  pontos 
de  inflexao. 


23.  fix) 


24-  / ( x ) = (sen  x f 
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25.  No  Exempli)  4 eonsideramos  um  membro  da  famflia  de 
fungoes  fix)  — sen  fix  + sen  ex)  que  ocorre  na  sintese  FM. 

Aqui  investigamos  a fimcao  com  c ™ 3.  Comece  fazendo  o 
grafico  de  f na  janela  de  inspegao  [0,  tt\  por  ,2.  .1 .2]. 
Quantos  pontos  de  maximo  locals  voce  pode  ver?  O grafico 
ten)  mais  coisas  do  que  podemos  ver  a oibo  nu.  Para  descobrir 
os  pontos  de  maximo  e mmimo  escondidos  sera  necessario 
examinar  muito  cuidadosamente  o grafico  de  /'.  De  fato,  ajuda 
a examinar  ao  mesmo  tempo  o grafico  de  f”.  Encontre  todos  os 
valores  tndximos  e mfnimos  e os  pontos  de  inilexao.  Entao 
faga  o grafico  de  / na  janela  de  inspegao  [— 2rr,  2~j  por 

[-"1 .2,  1 ,2]  e faca  comentarios  sobre  a stmetria. 

26-33  u Descreva  a mudanga  no  grafico  de  / a medida  que  c varia. 
Faca  o grafico  de  varies  membros  da  famflia  para  ilustrar  as 
tendencias  que  voce  descobriu.  Em  particular,  voce  cleve  investigar 
como  os  pontos  de  ma.ximo  e mmimo  e os  pontos  de  inflexao 
movem-se  quando  c varia.  Voce  deve  tambem  identificar  qualquer 
valor  intermediary  de  c em  que  o aspecto  basico  da  curva  muda. 

26.  fix)  — x*  + cx  27.  fix)  ~ _x4  + ex2 

28.  fix)  — x2y/c2  •-  x1 2  29.  fix)  — e~c/x2 


30.  f{x)  ~ Infix3  + c) 


32.  fix) 


X Y 4-  or 


31.  fix) 


33.  fix)  — cx  + sen  x 


34.  A famflia  de  funcoes  fit)  = C{e""(U  ~ e"'ht),  onde  a,  b e C sao 
nftmeros  positives  e b > a.  tern  sido  usada  para  modelar  a con* 
centragao  de  uma  droga  injetada  no  sangue  no  instante  f = 0. 
Faga  o grafico  de  varios  membros  dessa  famflia.  O que  eles 


tent  em  comum?  .Para  os  valores  fixes  de  C p a.  descubra 
graficamente  o que  acontece  a medida  que  b cresce.  Use  entao 
o calculo  para  provar  o que  voce  descobriu. 

35.  Investigue  a famflia  de  curvas  dadas  por  fix')  = xe  onde  c 
e um  mimero  real.  Comece  computando  os  litniies  quando 

x — ->  ±°°.  Identifique  qualquer  valor  intermediario  de  c onde 
muda  a forma  basics.  ()  que  acontece  aos  pontos  de  maximo. 
de  mmimo  e de  inflexao  quando  c varia?  I lustre  fazendo  o 
grafico  de  varios  membros  da  famflia. 

36.  Investigue  a famflia  de  curvas  dadas  pela  equagao 
fix)  = x4  + cx * + x.  Comece  determinando  o valor  de 
transigao  de  c em  que  o mimero  de  pontos  de  inflexao  muda. 
Faca  entao  o grafico  de  varios  membros  da  famflia  para  ver 
quais  formas  sao  possiveis.  Existe  outro  valor  de  transigao  de  c 
no  qual  a quantidade  de  numeros  criticos  muda.  Tente 
descobrir  isso  graficamente.  Prove  entao  o que  voce  descobriu. 

37.  (a)  Investigue  a famflia  de  polindmios  dada  pela  equagao 

fix)  — cx 4 — 2x2  4-  1 . Para  quais  valores  de  c a curva 
tem  pontos  de  mmimo? 

(b)  Mostre  que  os  pontos  de  maximo  e de  nn'nimo  para  cada 
curva  da  famflia  estao  sobre  a parabola  y ~ 1 — x2. 

Ilustre  fazendo  o grafico  dessa  parabola  e de  varios 
membros  da  famflia. 

38.  (a)  Investigue  a famflia  de  polinomios  dada  pda  equagao 

fix)  = 2x-  + cjC  4-  2x.  Para  que  valores  de  c a curva  tem 
pontos  de  maximo  e de  mmimo? 

(b)  Mostre  que  os  pontos  de  maximo  e de  minimo  de  cada 
curva  da  famflia  estao  sobre  a curva  y = x — x:\  Ilustre 
fazendo  o grafico  dessa  curva  e de  varios  membros  da 
famflia. 


Problemas  de  Otimiza^ao 


Os  metodos  estudados  neste  capitulo  para  encontrar  os  valores  extremos  tem  aplicacoes 
praticas  em  muitas  areas  do  dia-a-dia.  Um  homem  de  negocios  quer  minimizar  os  custos 
e maximizar  os  lucros.  Um  viajante  quer  minimizar  o tempo  de  transporte.  O Princtpio  de 
Fermat  na  optica  estabelece  que  a luz  segue  o caminho  que  leva  o menor  tempo.  Nesta 
secao  e na  proxima  vamos  resolver  os  problemas  tais  como  maximizar  as  areas,  os  volu- 
mes e os  lucros  e minimizar  as  distances,  o tempo  e os  custos. 

Na  solucao  desses  problemas  praticos,  o maior  desafio  esta  freqtientemente  em  con- 
verter o problema  em  um  problema  de  otimizagao  matematica.  estabelecendo  a fungao  que 
deve  ser  maxirnizada  ou  minimizada.  Vamos  nos  lembrar  dos  principios  do  problema- 
solugao  discutidos  na  pagina  80  e adapta-los  para  esta  situacao: 


1.  Compreendendo  o Problema  A primeira  etapa  consiste  em  ler  cuidadosamente  o 
problema  ate  que  ele  seja  claramente  entendido.  Pergunte  a si  mesmo:  o que  e 
desconhecido?  Quais  sao  as  quantidades  dadas?  Quais  sao  as  condicoes  dadas? 

2.  Faca  um  Diagrama  Na  maioria  dos  problemas  e prove itoso  Inzer  um  diagrama  e 

identificar  as  quantidades  dadas  e pedidas  no  diagrama. 


3.  Introduzindo  urns  Notacao  Atnbua  uni  simbolo  para  a quantidade  que  deve  ser 
maximizada  on  minimizada  (per  ora  vamos  chama-io  0.  Selecione  tambem 
smibolos  (a,  b,  c.  ....  x , v)  para  outras  quantidades  desconhecidas  e coloque  esses 
smibolos  no  diagrams . O uso  de  iniciais  eorao  smibolos  podera  ajudado  ~ por 
exemplo.  A para  area  h e / para  tempo. 

4.  Expresse  Q em  termos  de  aiguns  dos  outros  smibolos  da  Etapa  3. 

5.  Se  Q for  expresso  como  uma  fun^ao  de  mais  de  uima  variavel  na  Etapa  4,  use  a 
infonnacao  dada  para  encontrar  as  relacoes  (na  forma  de  equates)  entre  essas 
variaveis.  Use  entao  essas  equaedes  para  eliminar  todas  menos  uma  das  variaveis 
para  a expressao  Q.  Assim,  Q sera  expresso  como  uma  funeao  de  uma  variavel  x, 
digamos,  Q = fix) . Escreva  o dommio  dessa  funpao. 

6.  Use  os  metodos  das  Seyoes  4.1  e 4.3  para  encontrar  os  valores  maximo  ou  rmnimo 
absoiutos  de  /.  Em  particular,  se  o dommio  de  / for  um  intervalo  fechado,  entao 
podera  ser  empregado  o Metodo  do  Intervalo  Fechado  da  Sepao  4.1 . 


Entendendo  o probiema 
Anaiogia:  Tente  casos  especiais 
Fazendo  diagramas 


EXEMPLO  1 □ Um  tazendeiro  tern  2.400  pes  de  cere  a e quer  cercar  um  campo  retangular 
que  esta  na  margem  de  um  rio  reto.  Ele  nao  precisa  de  cerca  ao  longo  do  rio.  Quais  sao 
as  dimensoes  do  campo  que  tern  major  area? 

S0LUQA0  A lim  de  examinar  o que  esta  acontecendo  neste  probiema,  vamos  fazer  uma 
experiencia  com  aiguns  casos  especiais.  A Figura  1 , fora  de  escala,  mostra  ties  eaminhos 
possiveis  de  estender  os  2.400  pes  de  cerca.  Vemos  que  ao  tentar  os  campos  rasos  e 
extensos  ou  profundos  e estreitos,  obtemos  as  areas  relativamente  pequenas.  Parece 
plaustvel  que  exista  ajguma  configuracao  intermediary  que  produza  a maior  area. 





Area  = 100  * 2.200  = 220.000  pes2 
FIGURA  1 

s introduzindo  a notapao 


■a,  a m 1 1 imiwwHi ,,,,, 

m i 


FiGURA  2 


Area  - 700  • 1 .000  = 700.000  pes2 


Area  = 1 .000  • 400  = 4000.000  pes2 


A Figura  2 ilustra  o caso  geral.  Desejamos  maximizar  a area  A do  retangulo.  Sejax  e y a 
prolundidade  e a largura  do  retangulo  (em  pes).  Entao  expressamos  A em  termos  de  x e v: 

A — xy 

Queremos  expressar  A como  uma  funeao  de  uma  unica  variavel;  assim,  eliminamos  y 
expressando  em  termos  de  x.  Para  fazer  isso  usamos  a informacao  dada  de  que  o 
comprimento  total  de  cerca  e de  2.400  pes.  Dessa  forma, 

2x  + y - 2.400 

Dessa  equacao,  temos  v — 2.400  - 2x,  resultando  assim 

A = x(2.400  - 2x)  = 2.400.V  - 2r 

Note  que  r^Oe.t^  1 .200  (de  outra  forma  resultaria  A < 0).  Logo  a funeao  que 
desejamos  maximizar  e 

A(x)  - 2.400x  - 2x2  0 x i .200 
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A derivada  e Af(x).  — - 2.400  - 4.r.  logo,  para  aehar  os  numeros  criticos  resolvemos  a 
equacao 

2.400  - 4.x  = () 

que  nos  fornece  x = 600.  O valor  maximo  de  A deve  ocorrer  ou  nesse  numero  critic*,  ou 
em  um  extreme  do  intervalo.  Uma  vez  que  ,4(0)  = (),  A(600)  = 720.000  e A(  1 .200)  0, 

o Metodo  do  Intervalo  Fechado  nos  fornece  o valor  maximo  como  A(600)  — 720.006). 

[Altemativamente  podenamos  ter  observado  que  A"(x)  ~ -4  < 0 para  todo  x:  logo,  a e 
sempre  concava  para  baixo,  e o maximo  local  em  x — 600  deve  ser  um  maximo  absolute*-] 
Assim,  o campo  retangular  deve  ser  de  6(X)  pes  de  profundidade  e 1 .200  pes  de  extenstfo. 

a Utna  lata  cili'ndrica  e feita  para  receber  um  1 litre  de  oleo.  Encontre 

dimensoes  que  minimizarao  o custo  do  metal  para  produzir  a lata. 

S0LUQAQ  Fazemos  o diagrama  como  na  Figura  3,  onde  r e o raio  e h,  a altura  (arnbos  em 
centimetres).  A fim  de  minimizar  o custo  do  metal,  minimizamos  a area  da  superricie 
total  do  cilindro  (tampa,  base  e lados).  Da  Figura  4 vemos  que  os  lados  sao  feitos  de 
uma  folha  retangular  com  dimensoes  2 rrr  e h.  Logo  a area  da  superffeie  e 

A ~ 2irr2  + 2 rrrh 

Para  eliminar  h usamos  o fato  de  que  o volume  e dado  como  1 1,  que  e iguaj  a 1 .000  cm3. 
Assim 


miMv  ' ' a t 


Area  2(nr2} 


Area  Kirry 


que  nos  fornece  h = 1 .000/(TTr!).  Substituindo  para  A temos 


A = 2rrr2  + 2 rrr 


Portanto,  a fun9ao  que  queremos  minimizar  e 


= 2ttk1 


A(r)  = 2rrr2  + 


Para  achar  os  numeros  criticos.  diferenciamos: 


4(-77t'  — 500) 


v = Air) 


FIGURA  5 

Ainda  neste  capitulo,  no  Projeto 
Aplicado  da  pagina  341 , examinaremos 
a forma  mass  economica  para  uma  lata 
levando  em  conta  os  outros  custos  de 
fabrieagao. 


Entao  A'(r)  — 0 quando  rrr3  — 500;  logo,  o numero  critico  e r — ^[500/ tt. 

Uma  vez  que  o domfnio  de  A e (0,  °°),  nao  podemos  usar  o argumento  do  Exemplo  1 
relativo  aos  extremos.  Mas  podemos  observar  que  ,4'{r)  < 0 para  r < </500/ rr  e 
A'(r)  > 0 para  r > y/ 500/tt , portanto,  A esta  decrescendo  para  todo  r a esquerda  do 
numero  critico  e crescendo  para  todo  r a direita.  Assim,  r — 7500/ 7r  deve  originar  um 
mini  mo  absoluto. 

[Altemativamente  poderiamos  argumentar  que  Air)  — > *>  quando  r — * 0 r e A{r)  — » * 
quando  r — » oo;  portanto,  deve  existir  um  valor  minimo  de  A(r),  que  deve  ocorrer  no 
numero  critico.  Veja  a Figura  5.] 

O valor  h correspondente  a r — \/500/ rr  e 

1.000  1.000  . /i  00 

h = — __  — — - 2 7' — 2 r 

rrr 2 7r(500/ ttY:  ' sj  rr 

Dessa  forma,  para  minimizar  o custo  da  lata,  o raio  deve  ser  y 500/  rr  cm  e a altura, 
igual  a duas  vezes  o raio,  isto  e,  o diametro. 


FIGUri.A  6 


■ ariacao  'do  Teste  da  i)eri\adn  Prime ira " (quo  sc  apnea  nio  sememe  para  os  va lores 
naxmio  c minimo  locais)  c sera  enuneiado  aqui  para  a.s  futuras  referencias.  |S’] 


Suponha  que  r seja 

urn  numero  critico  de  lima  iuocao  eontinua  / delinida  era  urn  eerto  intervale. 

(a)  Sc  / '( v)  > 0 para  todo  \ < r e f f.v)  < 0 para  todo  .v  > r,  entao  fie)  c uni 
valor  maximo  absoiuto  de  f . 

(b)  Se  /'(.v)  < 0 para  todo  .v  < c e / '(a)  > 0 para  todo  v > c.  entao  fie)  e um 
valor  minimo  absoiuto  de  f. 


MOTA  2 a Um  metodo  alternative  para  resolver  os  problemas  de  otirnizacao  e usar  a jf| 
dilereneiacao  imph'cita.  Para  ilustrar  esse  metodo  vamos  examinar  novamente  o b.xemplo  1 
2.  Vamos  nos  vitili/ar  das  mesmas  equacoes 


A - 2 77/" " T 277/7/ 


r/"  :h  - 100 


mas.  cm  vez  de  eliminarrnos  h.  dilerenciaremos  implicitamcnte  ambos  os  membros  em 
relacao  a r: 


A'  = 4 777  + 2 77/?  + 2 77/7/' 


277/7/  I Trrh’  - 0 


O minimo  ocorre  em  um  numero  critico;  assim.  fazemos  A'  = 0.  simplificamos  e che- 
g a m os  ate  as  equagoes 

2 r »•  //  + rli  = 0 2 h ■ rlr  - 0 

e uma  subtracao  nos  forneee  2 r — h = 0 on  h — 2 r. 


V.v?,/  3 Encontre  o ponto  sobre  a parabola  v:  — 2.x  mais  proximo  de  (L  4). 
S0LUCA0  A distaneia  entre  os  pontos  ( 1 . 4)  e ( v,  v)  e 

d — v'(-v  --  ! ) ' + ( v - 4P 

(veja  a Figura  6).  Mas  como  o ponto  (.v.  v)  esta  sobre  a parabola,  entao  x — v:/2;  logo,  a 
expressao  para  d lieu 

(/  ' v(:  v:  1 ):  - ( v - 4)- 

(l  ma  forma  alternativa  sena  substituir  y — N 2 v para  obter  <1  em  termos  so  tie  v.)  Em 
vez  de  d mininti/amos  sen  quadrado: 


d = fiy)  — ( ^ 


IF 


v 4)- 


( Voce  dove  se  eomencer  de  que  os  mmimos  de  d e d ocoiTem  no  mesmo  ponto  minimo 
de  d".  porem  este  ultimo  e mais  facil  de  ser  rrabalbado.)  Difereneiando  obtemos 


Ay) 


D 


!( v “ 4 ) - v 


8 


portanto.  f(y)  ~ 0 quando y 2.  Observe  que  ffy)  < 0 quando  y < 2 e f'(y)  > 0 quando 
v > 2:  logo,  pelo  Teste  da  Derivada  Primeira  para  os  Va  lores  Extremos  Absolutes,  o 
minimo  absoiuto  ocorre  quando y ^ 2.  (Ou  ainda  poderiamos  simplesmentc  dizer  que. 
dada  a natureza  geornetrica  do  problema.  e obvio  que  existe  urn  ponto  mais  proximo, 
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mas  nao  existe  um  ponto  mais  distante.)  O valor  correspondente  de  x e x = y~/2  — 2. 
Assim.  o ponto  sobre  r = 2.x  mais  proximo  de  (1,4)  6 (2,  2). 


Urn  homem  lanca  seu  bote  cm  um  ponto  A na  margem  de  um  rio  reto. 
com  uma  largura  de  3 km,  e deseja  atingir  tao  rapido  quanto  possivel  um  ponto  B na 
outra  margem,  8 km  rio  abaixo  (veja  a Figura  7).  Ele  pocle  dirigir  seu  barco  diretamente 
para  o ponto  C e entao  seguir  andando  para  B,  ou  nimar  diretamente  para  B.  ou  remar 
por  algum  ponto  D entre  C e B e entao  andar  ate  B.  Se  ele  pode  remar  a 6 km/h  e andar 
a 8 km/h,  onde  ele  deveria  aportar  para  atingir  B o mais  rapido  possivel?  (Estamos 
supondo  que  a velocidade  da  agua  seja  despreztvel  comparada  com  a velocidade  na  qual 
o homem  rema.) 

SOLUCAO  Se  chamarmos  de  x a distancia  de  C a D,  entao  a distancia  a ser  perconlda  sera 
j DB  | = 8 ~ x,  e o Teorema  de  Pitagoras  dara  a distancia  remada  como  j AD  ] - v/x2  + 9. 
Usamos  a equa^ao 

distancia 


Entao  o tempo  gasto  remando  e vUv2  + 9/6  enquanto  o tempo  gasto  andando  e 
(8  - x)/ 8 . Assim,  o tempo  total  T como  uma  funcao  de  x e 

a / x 2 + 9 8 x 

rix) , + _ 


O dominio  dessa  funcao  T e [0,  8].  Note  que,  se  x — 0,  ele  rema  para  C,  e se  x — 8,  ele 
rema  diretamente  para  B.  A derivada  de  7 e 


r(x) 


l 


6 yx2  + 9 8 

Assim,  usando  o fato  de  que  x S5  0,  temos 

1 


T(x)  = 0 <=> 


6 Jx2  + 9 


4x  = 3 yx'2  + 9 


<=>  16x2  — 9(x2  + 9)  7x2  = 81 


<y^>  x — 


T 


O unico  numero  critico  e x 9/y  7.  Para  ver  se  o irnnimo  ocorre  nesse  numero  entice  ou 
nos  extremos  do  dominio  [0,  8],  calculamos  T em  todos  os  tres  pontos: 


v - Tlx  ) 


7X0)  = U r(-i-)  = ] + = 1 33  7X8)  = AA  » 1 ,42 

Uma  vez  que  o menor  desses  valores  T ocorre  quando  x — 9/  y 7 , o valor  mini  mo 
absoluto  de  T deve  ocorrer  la.  A Figura  8 ilustra  esse  calculo  mostrando  o grafico  de  1 . 

Dessa  forma,  um  homem  deve  aportar  o bote  no  ponto  9 J y'7  km  (~  3,4  km)  rio 
abaixo  a partir  do  inicio. 


FIGURA  8 


Editors  Thomson 


FfGURA  9 


EXBoPIO  5 : Encontre  a area  do  maior  retangulo  que  pode  ser  ihscri'to  era  urn  semicfr- 
culo  de  raio  r. 

SOLUCAO  1 Vamos  considerar  o semicirculo  como  a metade  superior  do  cjtrculo  x2  + y2  ~ r2 
com  o centre  na  origem.  Entao  a palavra  inscrito  signifies  que  o retangulo  tern  dois  vertices 
sobre  o semicirculo  e dois  vertices  sobre  o eixo  x,  conforrae  mostra  a Figura  9. 

Seja  (x,  y)  o vertice  que  esta  no  primeiro  qnadrante.  E entao  o retangulo  tem  iados  de 
comprimento  2x  e y,  e sua  area  e 

A — 2xy 

Para  eliminar  y usamos  o fato  de  que  (.t,  y)  esta  sobre  o circulo  .r2  + y2  = r2  e,  portanto, 
v = \/r2  x2.  Assim 

2x  \Jr2  — a-2 

O dominio  dessa  funcao  e 0 =s  x r.  Sua  derivada  e 


A'  - 2 Jr 


dr2 


2(r2  - 2jc2) 
v'V2  — x2 


que  e zero  quando  2x2  — r \ isto  e,  x — r/\/2  (uma  vez  que  x 5s  0).  Esse  valor  de  x da 
um  valor  maximo  de  A,  visto  que  A(0)  - Oe  A(r)  = 0.  Portanto,  a area  do  maior 
retangulo  inscrito  e 


A 


FIGURA  10 


SOtUQAO  2 Uma  solugao  mais  simples  e possfvel  quando  usamos  um  angulo  como  uma 
variavel.  Seja  Oo  angulo  mostrado  na  Figura  10.  Entao  a area  do  retangulo  e 

A(6)  — (2  r cos  6)(r  send)  ~ r2(  2 send  cos  0)  — r2sen2d 

Sabemos  que  sen  20  tem  um  valor  maximo  de  I e ele  ocorre  quando  20  — n/2.  Logo 
A(0)  tem  um  valor  maximo  de  r2  e ele  ocorre  quando  0 — tt/ 4. 

Note  que  essa  solucao  trigonometrica  nao  envolve  diterenciacao.  De  fato,  nao 
necessitamos  usar  nada  do  calculo  aqui. 


Exercicios 


1.  Encontre  dois  numeros  cuja  soma  seja  23  e cujo  produto  seja 
um  maximo. 

(a)  Faca  uma  tabela  de  valores,  como  a mostrada  a seguir.  tal 
que  a soma  dos  numeros  nas  duas  primeiras  colunas  seja 
sempre  23.  Com  base  na  evidencia  mostrada  em  sua 
tabela,  estime  a resposta  para  o problema. 


i 


(b)  Use  o calculo  para  resolver  o problema  e compare  com  sua 
resposta  da  parte  (a). 

2.  Encontre  dots  numeros  cuja  diferenija  seja  100  e cujo  produto 
seja  o menor  possivel. 

3.  Encontre  dois  numeros  positives  cujo  produto  seja  100  e cuja 
soma  seja  a menor  possivel. 

4.  Encontre  um  numero  positive  tal  que  a soma  do  numero  e sen 
reciproco  sejam  tao  pequenos  quanto  possivel. 

5.  Encontre  as  dimensoes  de  um  retangulo  com  um  perfmetro  de 
100  rn  cuja  area  seja  a maior  possivel. 

6.  Encontre  as  dimensoes  de  um  retangulo  com  area  de  1 .000  m2 
cujo  perfmetro  seja  o menor  possivel. 
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7.  Ura  fazendeiro  coin  750  pes  de  eerca  quer  cercar  uma  area 
retangular  e entao  dividi-la  em  quatro  partes  com  cercas 
paralelas  a um  lado  do  retangulo.  Qual  e a maior  area  total 
possivel  das  quatro  partes? 

(a)  Faya  varies  diagramas  ilustrando  a situayao,  a! guns  com 
divisoes  rasas  e largas  e alguns  com  divisoes  profundas  e 
estreitas.  Encontre  as  areas  totais  dessas  eonliguracoes.  Parece 
que  existe  uma  area  maxima?  Se  a resposta  for  sim,  estime-a. 

(b)  Fa? a um  diagrams  ilustrando  a situayao  geral.  Introduza 
uma  notayao  e marque  no  diagrama  seus  sfmbolos. 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  a area  total. 

(d)  Use  a informayao  dada  para  escrever  uma  equacao  que 
.relaeione  as  variaveis. 

(e)  Use  a parte  (d)  para  escrever  a area  total  como  uma  funyao 
de  uma  variavel. 

(f)  Acabe  de  resolver  o probiema  e compare  sua  resposta  corn 
sua  estimativa  da  parte  (a). 

8.  Uma  eaixa  sem  tampa  deve  ser  construida  a partir  de  um  pedayo 
quadrado  de  papelao,  com  3 pes  de  largura,  cortando  fora  um 
quadrado  de  cada  um  dos  quatro  cantos  e dobrando  para  cima  os 
lados.  Encontre  o maior  volume  que  essa  eaixa  podera  ter. 

(a)  Faya  varios  diagramas  para  ilustrar  a situayao,  algumas  caixas 
pequenas  com  bases  grandes  e outras  alias  com  base  pequena. 
Encontre  os  volumes  de  varias  dessas  caixas.  Parece  existir 
urn  volume  maximo?  Se  a resposta  for  sim,  estime-o. 

(b)  Fag  a um  diagrama  ilustrando  a situacao  geral.  Introduza  a 
notacao  e marque  no  diagrama  seus  sfmbolos. 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  o volume. 

(d)  Use  a informayao  dada  para  escrever  uma  equacao  que 
relaeione  as  variaveis. 

(e)  Use  a parte  (d)  para  escrever  o volume  como  uma  funyao 
de  uma  sd  variavel. 

(f)  Acabe  de  resolver  o probiema  e compare  sua  resposta  com 
sua  estimativa  da  parte  (a). 

9.  Um  fazendeiro  quer  cercar  uma  area  de  1 ,5  milhao  de  pes 
quadrados  em  um  campo  retangular  e entao  dividi-lo  ao  meio 
com  uma  cerca  paralela  a um  dos  lados  do  retangulo.  Como 
fazer  isso  de  forma  a minimizar  o custo  da  cerca? 

10.  Uma  eaixa  com  uma  base  quadrada  e sem  tampa  tem  um 
volume  de  32.000  cm3.  Encontre  as  dimensoes  da  eaixa  que 
minimizam  a quantidade  de  material  usado. 

11.  Se  1 .200  cm2  de  material  estiverem  disponiveis  para  fazer  uma 
eaixa  com  uma  base  quadrada  e sem  tampa,  encontre  o maior 
volume  possivel  da  eaixa. 

12.  Um  container  para  estocagem  retangular  com  uma  tampa 
aberta  deve  ter  um  volume  de  10  m3.  O comprimento  de  sua 
base  e o dobro  da  largura.  O material  para  a base  custa  $ 10 
por  metro  quadrado.  O material  para  os  lados  custa  S 6 por 
metro  quadrado.  Encontre  o custo  dos  materials  para  o mais 
barato  desses  conteineres. 

13.  Faya  o Exercicio  12  supondo  que  o container  tenha  uma  tampa 
feita  do  mesmo  material  usado  nos  lados. 

14.  (a)  Mostre  que,  de  todos  os  retangulos  com  uma  area  dada, 

aquele  com  um  menor  perfmetro  e um  quadrado. 


(b)  Mostre  que,  de  todos  os  retangulos  com  um  dado 
perfmetro,  aquele  com  a maior  area  e um  quadrado. 

15.  Encontre  o ponto  sobre  a reta  v — 4:x  + 7 que  esta  mais 
proximo  da  origem. 

18.  Encontre  o ponto  sobre  a reta  6.v  + v = 9 que  esta  mais 
proximo  do  ponto  ("3,  1). 

17.  Encontre  os  pontos  sobre  a elipse  4.r  + y2  = 4 que  estao  mais 
distante  do  ponto  (1 , 0). 

18.  Encontre,  correta  ate  a segunda  casa  decimal,  as  coodernadas  do 
ponto  na  curva  v = tg  x que  esta  mais  proximo  do  ponto  (.1 , 1). 

19.  Encontre  as  dimensoes  do  retangulo  com  a maior  area  que 
pode  ser  inscrito  em  um  cfrculo  de  raio  r. 

20.  Encontre  a area  do  maior  retangulo  que  pode  ser  inscrito  na 
elipse  x ‘/ a 2 + v2//U  = 1- 

21.  Encontre  as  dimensoes  do  retangulo  com  a maior  area  que 
pode  ser  inscrito  em  um  triangulo  eqiiilatero  com  lado  L se  um 
dos  lados  do  retangulo  estiver  sobre  a base  do  triangulo. 

22.  Encontre  as  dimensoes  do  retangulo  de  maior  area  que  tem  sua 
base  sobre  o eixo  x e seus  dois  outros  vertices  acima  do  eixo  x 
e sobre  a parabola  y = 8 — _r2. 

23.  Encontre  as  dimensoes  do  triangulo  isosceles  de  maior  area 
que  pode  ser  inscrito  em  um  cfrculo  de  raio  r. 

24.  Encontre  a area  do  maior  retangulo  que  pode  ser  inscrito  em 
um  triangulo  retangulo  com  catetos  de  comprimentos  3 e 4 cm, 
se  dois  lados  doTetangulo  estiverem  sobre  os  catetos. 

25.  Um  cilindro  circular  reto  e inscrito  em  uma  esfera  de  raio  r . 
Encontre  o maior  valor  possivel  desse  cilindro. 

26.  Um  cilindro  circular  reto  e inscrito  em  urn  cone  com  altura  h e 
raio  da  base  r.  Encontre  o major  volume  possivel  desse  cilindro. 

27.  Um  cilindro  circular  reto  e inscrito  em  uma  esfera  de  raio  r . 
Encontre  a maior  area  superficial  possivel  para  esse  cilindro. 

28.  Uma  janela  nonnanda  tem  a forma  de  um  retangulo  tendo  em 
cima  um  semicfrculo.  (O  diametro  do  semicfrculo  e igual  a 
largura  do  retangulo.  (Veja  o Exercicio  52  na  pagina  24.)  Se  o 
perfmetro  da  janela  for  30  pes,  encontre  as  dimensdes  da  janela 
que  deixam  passar  a maior  quantidade  possivel  de  luz. 

29.  As  bordas  de  cima  e de  baixo  de  um  poster  tem  6 cm,  e as 
bordas  laterals  medem  4 cm.  Se  a area  do  material  impresso 
sobre  o poster  estiver  fixa  em  384  cm2,  encontre  as  dimensoes 
do  poster  com  a menor  area. 

30.  Um  poster  deve  ter  uma  area  de  180  pol2  com  uma  borda  de 
1 pol  egad  a na  base  e nos  lados,  e uma  borda  de  2 polegadas 
em  cima.  Que  dimensoes  darao  a maior  area  impressa? 

31.  Um  pedayo  de  fio  com  10  m de  comprimento  e cortado  em 
duas  partes.  Uma  parte  e dobrada  no  formato  de  um  quadrado, 
ao  passo  que  a outra  e dobrada  na  lorma  de  um  triangulo 
eqiiilatero.  Como  deve  ser  cortado  o fio  de  lorma  que  a area 
total  englobada:  (a)  um  maximo?  (b)  um  mfnimo? 
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32.  Responda  o Exercfcio  3 1 se  um  pedaco  estiver  dobrado  no  for- 
mate) de  um  quadrado  e o outro  no  fdrmato  de  um  efrculo. 

33.  Uma  lata  ciltndrica  sent  o topo  e feita  para  receber  V cm’  de 
lfquido.  Encontre  as  dimensoes  que  minimizarao  o custo  do 
metal  para  fazer  a lata. 

34.  Uma  cerca  de  8 pes  de  altura  conne  paralela  a urn  ediffcio  alto,  a uma 
distancia  de  4 pes  do  ediffcio.  Qual  o comprimento  da  menor  escada 
que  vai  atingir  do  chao,  par  cima  da  cerca.  a parede  do  predio? 

35.  Um  copo  com  formato  conico  e feito  de  um  pedaco  circular  de 
papel  de  raio  R cortando  fora  um  setor  e juntando  os  lados  CA 
e CB.  Encontre  a capacidade  maxima  de  tal  copo. 

A B 

/ \ R / \ 

1 C j 

'■ 

36.  I Jm  copo  de  papel  em  forma  de  cone  6 feito  de  maneira  a 
confer  27  enr  de  agua.  Ache  a altura  e o raio  do  copo  que  usa 
a menor  quantidade  possivel  de  papel. 

37.  Um  cone  com  altura  h esla  inscrito  em  outro  cone  major  com 
altura  H,  de  forma  que  seu  vert  ice  esteja  no  centre  da  base  do 
cone  maior.  Mostre  que  o cone  interno  tern  seu  volume 
maximo  quando  h 

38.  Para  um  peixe  nadando  a uma  velocidade  v ern  relagao  a agua, 
a energia  gasta  por  unidade  de  tempo  e proporcional  a v3. 
Acredita-se  que  os  peixes  migratorios  tentam  minimizar  a 
energia  total  requerida  para  nadar  uma  distancia  fixa.  Se  o 
peixe  estiver  nadando  contra  uma  corrente  u (u  < v)  , entao  o 
tempo  requerido  para  nadar  a uma  distancia  L e Lj (?;  — u)  e a 
energia  total  E requerida  para  nadar  a uma  distancia  e dada  por 

E(v)  — av3  * 

v — u 

onde  a e uma  constante  de  proporcional idade. 

(a)  Determine  o valor  de  v que  minimiza  E. 

(b)  Esboee  o grafico  de  E. 

Nota:  Esse  resultado  foi  verificado  expert mentalmente;  peixes 
migratorios  nadam  contra  a corrente  a uma  velocidade  50% 
maior  que  a velocidade  da  corrente. 

39.  Em  uma  coimeia,  cada  celula  e um  prisma  hexagonal  regular, 
aberto  no  extremo  com  um  angulo  triedrico  no  outro  extremo. 
Acredita-se  que  as  abelhas  formant  essas  celulas  de  forma  a 
minimizar  a area  superficial  para  um  dado  volume,  usando 
assim  uma  quantidade  minima  de  cera  na  construcao.  O exame 
dessas  celulas  mostrou  que  a medida  do  angulo  do  apice  (9  e 
surpreendentemente  consistente.  Baseado  na  geometria  da 
celula,  pode  ser  mostrado  que  a area  superficial  S e dada  por 

S = 6sh  - Is2 cotg  0+  (3.v2v/3/2j  cossec  0 

onde  s,  o comprimento  dos  lados  do  hexagono,  e it,  a altura, 
sao  constantes. 


( a ) Ca  i cul  e dSj  d 6. 

(b)  Que  angulo  deveriam  preferir  as  abelhas? 

(c)  Detennine  a firea  superficial  minima  da  celula  (erst  temtos  de  .v  e in. 
Nota:  Medidas  reals  do  angulo  0 em  colmeias  foram  feitas.e 
as  medidas  desses  angulos  rarameme  diferem  do  valor 
calculado  em  mais  do  que  2°. 

parte  de  tras  angulo 

da  celula  triedrico  $ 


40.  Um  bote  deixa  uma  doca  as  2 horas  da  tarde  e viaja  na  diregao  sul  a 
uma  velocidade  de  20  km/h.  Outre  bote  iargou  na  frente  em  diregao 
a leste  a 1 5 km/h  e atingiu  a mesma  doca  as  3 horas  da  tarde.  Em  que 
momento  os  dots  botes  estavam  mais  proximos  um  do  outro? 

41.  Resol va  o problema  no  Exemplo  4 se  o rio  liver  5 km  de 
largura  e o ponto  B estiver  somente  a 5 km  de  A rio  abaixo. 

42.  Uma  mulher  em  um  ponto  A na  praia  de  lago  circular  com  raio 
2 mi  quer  chegar  no  ponto  C diametralntente  oposto  a A do  outro 
lado  do  lago  no  menor  tempo  possivel.  Ela  pode  andar  a uma  taxa 
de  4 mi/h  e remar  um  bote  a 2 mi/h.  Como  ela  deve  proceder? 


43.  A iluminagao  de  um  objeto  por  uma  fonte  de  luz  e diretamente 
proporcional  a potencia  da  fonte  e inversamente  proporcional 
ao  quadrado  da  distancia  da  fonte.  Se  duas  fontes  de  luz,  uma 
tres  vez.es  mais  forte  que  a outra,  sao  colocadas  a 10  pes  de 
distancia,  onde  deve  ser  eolocado  o objeto  sobre  a reta  entre  as 
fontes  de  forma  a receber  o mfnirno  de  iluminagao? 

44.  Encontre  unta  equagao  da  reta  que  passa  pelo  ponto  (3,  5)  e 
que  corta  fora  a menor  area  do  primei.ro  quadrante. 

45.  Sejant  a e b niirneros  positivos.  Ache  o comprimento  do  menor 
segmento  da  reta  que  pertence  ao  primeiro  quadrante  e passa 
pelo  ponto  (a,  b), 

46.  Em  quais  pontos  da  curva  y — 1 + 40x  - 3jcs  a reta  tangente 
tem  a sua  major  inclinagao? 

47.  Mostre  que,  de  todos  os  triangulos  isosceles  corn  um  dado 
perimetro,  aquele  que  tem  a maior  area  e eqiiilatero. 
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48,  A moldura  para  uma  pipa  e feita  de  seis  pedacos  de  madeira. 
Os  quat.ro  pedacos  extemos  foram  cortados  com  os 
comprirnentos  indicados  na  figura.  Para  maximizar  a area  da 
pipa,  de  que  tamanho  devem  ser  os  pedacos  diagonals? 


49.  Um  ponto  P precisa  ser  local izado  em  algum  ponto  sobre  a 
reta  AD  de  forma  que  o comprimento  total  L de  fios  ligando  P 
aos  pontos  A,  B e C seja  minimizado  (veja  a figura).  Expresse 
L como  uma  fun^ao  de  x = | AP  J e use  os  graficos  de  L e 
dLJdx  para  estimar  o valor  minimo. 


IP 

A\ 

/ \ X 

/ 1 \ 


/ 2 m a m _ X^ 

B D C 


50.  O grafico  mostra  o consumo  de  combustivel  c de  um  carro 
(medido  por  galoes/hora)  como  uma  funpao  da  velocidade  v do 
carro.  A baixa  velocidade  o motor  nao  rende  bem;  assim, 
inieialmente  c decresce  a medida  que  a velocidade  cresce.  Mas 
a uma  alta  velocidade  o consumo  cresce.  Voce  pode  ver  que 
c(v)  e minimizado  para  esse  carro  quando  V ~ 30  mi/h.  Porem, 
para  a eficiencia  do  combustivel,  o que  deve  ser  minimizado 
nao  e o consumo  em  galoes/hora,  mas,  em  vez  disso,  o 
consumo  de  combustivel  em  galoes  por  milha.  Vamos  chamar 
esse  consumo  de  G.  Usando  um  grafico,  estime  a velocidade 
na  qual  G tern  sen  valor  mmirno. 


c 


51.  Se)a  i\  a velocidade  da  luz  no  ar  e v2  a velocidade  da  luz  na 
agua.  De  acordo  com  o Principio  de  Fermat,  um  raio  de  luz 
viajara  de  um  ponto  A no  ar  para  um  ponto  B na  agua  por  um 
caminho  ACB  que  minimiza  o tempo  gasto.  Mostre  que 

sen  9,  _ v2_ 
sen  ih  ~ v7 


onde  B]  (o  anguio  de  incidencia)  e 0:  (o  angulo  de  refracao) 
sao  conforme  mostrados.  Essa  equacao  e connecida  como  a 
Lei  de  Snell. 


A 


B 


52.  Dois  posies  verticals  PQ  e ST  sao  amarrados  por  uma  corda 
PRS  que  vat  do  topo  do  primeiro  poste  para  um  ponto  R no 
chao  entre  os  postes  e entao  ate  o topo  do  segundo  poste,  come 
na  figura.  Mostre  que  o menor  comprimento  de  tal  corda 
ocorre  quando  0i  ~ Bz- 


53.  O canto  superior  direito  de  um  peda^o  de  papel  com  8 
polegadas  de  largura  por  12  polegadas  de  comprimento  e 
dobrado  sobre  o lado  direito,  como  na  figura.  Como  voce 
dobraria  de  forma  a minimizar  o comprimento  da  dobra?  Em 
outras  palavras,  como  voce  escolheria  x para  minimizar  y? 


, 


12' 


V\ 


‘IT 


54.  Um  cano  de  metal  esta  sendo  carregado  atraves  de  uma 
passagem  com  9 pes  de  largura.  No  fim  da  parede  ha  uma 
curva  em  angulo  reto,  passando-se  para  uma  passagem  com  6 
pes  de  largura.  Qual  e o comprimento  do  cano  mais  longo  que 
pode  ser  carregado  horizontalmente  em  torno  do  canto  ? 


CAtSULO 
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55.-  Urn  observador  pexmanece  em  um  porno  P.  distante  uma 
unidade  tie  uma  pisla.  Dois  corredores  iniciam  no  ponto  S da 
figura  e correm  ao  longo  da  pista.  Uni  corredor  corre  ires  vezes 
mais  rapido  que  o outro.  Encontre  o valor  maximo  do  angulo  0 
de  visao  do  observador  entre  os  corredores.  [Sugesrdo:  Maxi- 
mize tg  ri.] 


V 

• \ 


56.  Uma  calha  deve  ser  construida  com  uma  folha  de  meta!  de  iargura 
30  cm  dobrando-se  para  cima  1/3  da  folha  de  cada  lado,  fazendo- 
se  urn  angulo  0 com  a horizontal.  Como  deve  ser  escolhido  ride 
forma  que  a capacidade  de  carregar  a agua  da  calha  seja  maxima? 


5§.  Encontre  a area  maxima  do  retangulo  que  pode  ser  circtmscrito 
em  tomo  de  um  dado  retangulo  com  comprimento  /,  e iargura  SC 


60.  O sistema  vascular  sangiimeo  consiste  em  vasos  sangiifneos 
(arterias,  arteriolas,  capilares  e veias)  que  transportam  o sangue 
do  coracao  para  os  orgaos  e de  volta  para  o coracao.  Esse  sis- 
tema deve  trabalhar  de  forma  a minimizar  a energia  despendkla 
l>eio  coracao  no  bombeamento  do  sangue.  Em  particular,  essa 
energia  e reduzida  quando  a resistencia  do  sangue  diminui. 

Uma  das  Leis  de  Poiseuille  da  a resistencia  R do  sangue  eomo 

K-Ck 


i"~  10  cm  10  cm  — *!*—  10  cm  — -j 

57.  Como  deve  ser  escolhido  o ponto  P sobre  o segmento  AB  de 
forma  a maximizar  o angulo  ri? 


onde  Leo  comprimento  do  vaso  sangiimeo;  r,  o raio;  eCe 
uma  constante  positiva  determinada  pela  viscosidade  do 
sangue.  (Poiseuille  estabeleceu  experimentalmente  essa  lei, 
mas  ela  tambem  segue  da  Equacao  8.4.2.)  A figura  mostra  o 
vaso  sangiimeo  principal  com  raio  r,  ramificando  a um  angulo 
ri  em  um  vaso  menor  com  raio  r 


ramitica^ao 

vascular 


Uma  pintura  em  uma  galeria  de  arte  tem  altura  h e esta 
pendurada  de  forma  que  o lado  de  baixo  esta  a uma  distancia  d 
acima  do  olho  de  um  observador  (como  na  figura).  A que  dis- 
tancia da  parede  deve  hear  o observador  para  obter  a melhor 
visao?  (Em  outras  palavras^  onde  deve  hear  o observador  de 
forma  a maximizar  o angulo  ri  subentendido  em  seu  olho  pela 
pintura?) 


(a)  Use  a Lei  de  Poiseuille  para  rnostrar  que  a resistencia  total 
do  sangue  ao  longo  do  caminho  ABC  e 


„ / a — b cotg  0 be ossec  $ 

R = c[ + — 4~" 

\ r}  r% 


onde  a e b sao  as  distancias  mostradas  na  figura. 
(b)  Prove  que  essa  resistencia  e minimizada  quando 
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(c)  Encontre  o angulo  otimo  de  ramificacao  (correto  ate  o grau 
mais  proximo)  quando  o raio  do  vaso  sanguineo  menor  e 
2/3  do  raio  do  vaso  maior. 

81,  Os  omitoiogistas  determinaram  que  algumas  espeeies  de  passaros 
tendem  a evitar  voos  sobre  largas  extensoes  de  agua  durante  o 
dia.  Aeredita-se  que  e requerida  mais  energia  para  voar  sobre  a 
agua  que  sobre  a terra,  pois  oarera  geral  sobe  sobre  a terra  e cai 
sobre  a agua  durante  o dia.  Urn  passaro  com  essas  tendencias  e 
solto  de  uma  ilha  que  esta  5 km  do  ponto  mats  proximo  B sobre 
uma  praia  reta,  voa  para  urn  ponto  C na  praia  e entao  voa  ao  longo 
da  praia  para  a area  D , seu  ninho.  Suponha  que  o passaro 
instintivamente  escolha  urn  caminho  que  v;u  minimizar  seu  gasto 
de  energia.  Os  pontos  Be  D distanciam  13  km  um  do  outro. 

(a)  Em  geral,  e necessario  1 ,4  vez  mais  energia  para  voar  sobre  a 
agua  que  sobre  a terra.  Para  que  ponto  C o passaro  deve 
voar  a iim  de  minimizar  a energia  total  despendida  ao  retomar 
para  seu  ninho? 


ilha 


(b)  Seja  W e L a energia  (em  joules)  por  quilometro  voado 
sobre  a agua  e sobre  a terra,  respectivamente.  Qual  o 
significado  em  termos  do  voo  do  passaro  de  grandes 
valores  da  razao  W/Ll  O que  significaria  um  valor 
pequeno?  Determine  a razao  W/L  correspondente  ao 
minirno  dispendio  de  energia. 

(c)  Qual  deveria  ser  o valor  de  W/L  a fim  de  que  o passaro 
voasse  diretamente  para  seu  ninho  D?  Qual  deveria  ser  o 


valor  de  W/L  para  o passaro  voar  para  B e entao  seguir  ao 
longo  da  praia  para  D? 

(d)  Se  os  omitoiogistas  ebservarem  que  passaros  de  uma  certa 
especie  atingem  a praia  em  um  ponto  a 4 km  de  B,  quantas 
vezes  mais  energia  sera  despendida  pelo  passaro  para  voar 
sobre  a agua  que  sobre  a terra? 

62.  Duas  fontes  de  luz  de  igual  poteneia  estao  colocadas  10  m uma 
da  outra.  Um  objeto  deve  ser  coiocado  em  um  ponto  P sobre 
uma  reta  € paralela  a reta  que  une  as  fontes  de  luz  a uma 
distancia  d metros  dela  (veja  a figura).  Queremos  localizar  P 
em  € de  forma  que  a intensidade  de  iluminacao  seja  minimizada. 
Precisamos  usar  o fato  de  que  a intensidade  de  ilumina^o  para 
uma  unica  fonte  e diretamente  proporcional  a poteneia  da  fonte 
e inversamente  proporcional  ao  quadrado  da  distancia  da  fonte. 

(a)  Encontre  uma  expressao  para  a intensidade  Hx)  em  um 
ponto  P. 

(b)  Se  d = 5 m.  use  os  graficos  de  I(x)  e I'(x)  para  rnostrar 
que  a intensidade  e minimizada  quando  x — 5 tn,  isto  e, 
quando  P esta  no  ponto  medio  de  t. 

(c)  Se  d — 10  mostre  que  a intensidade  (talvez  surpreendente- 
mente)  ndo  e minimizada  no  ponto  medio. 

(d)  Em  algum  ponto  entre  d ^ 5 m e d = 10m  existe  um 
valor  de  d no  qual  o ponto  de  iluminacao  minima  muda 
abruptamente.  Estime  esse  valor  de  d por  metodos 
graficos.  Encontre  entao  o valor  exato  de  d. 


A Forma  da  Lata 

Neste  projeto  examinaremos  a forma  mais  eeondmica  para  uma  lata,  Priineiro  interpretamos  isso 
como  signdficando  de  que  o volume  V de  uma  lata  cilindrtca  e dado  e precisamos  achar  a altura  h 
e o raio  r que  minimize  o custo  do  metal  para  fazer  a lata  (veja  a figura).  Se  desprezarmos 
qualquer  perda  de  metal  no  processo  de  manufatura,  entao  o problema  sera  minimizar  a area 
superficial  do  cilindro.  Resolvemos  esse  problema  no  Exemplo  2 da  Secao  4.7  e descobrimos  que 
h — 2 r,  isto  e,  a altura  deve  ser  igual  ao  diametro.  Porem,  se  voce  for  para  seu  arm5rio  ou  um 
supermercado  com  uma  regua,  descobrira  que  a altura  e geralmente  maior  que  o diametro,  e a 
razao  hfr  varia  de  2 ate  cerca  3,8.  Vamos  ver  se  voce  pode  explicar  esse  fenomeno. 
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Discos  cortados  a partir  de  1'iexagonos 


ponto  de 
c(jf)  - inflex  ao 

inclinacao 


y = C(x) 


/ IN 


FIGURA  1 Funcao  custo 


1.  O material  para  fazer  as  latas  e cortado  de  folhas  de  metal.  Os  lados  cilmdricos  sao  form  ados 
dobrando-se  os  retangulos;  esses  retangulos  sao  cortados  da  folha  com  uni  a pequena  on 
nenhuma  perda.  Mas  se  os  discos  do  topo  e da  base  forem  cortados  de  quadratics  de  lado  2 r 
(como  na  figura),  isso  leva  a uma  considerave!  perda  de  metal,  que  pode  ser  reciclado.  porem 
tem  um  pequeno  ou  nenhurn  valor  para  quern  fabrica  as  latas.  Se  for  esse  o caso.  most  re  que 
a quantidade  de  metal  us  ad  a e minimizada  quando 


2.  Uma  maneira  rrtais  eiiciente  de  obter  os  discos  e diviciir  a folha  de  metal  em  hexagonos  e 
cortar  as  tampas  e bases  circulares  dos  hexagonos  (veja  a figura).  Mostre  que  se  for  adotada 


essa  estrateeia,  entao 


h 4y3 
- - **  2,21 
r t r 


3.  Os  valores  de  h/r  que  encontramos  nos  Problemas  1 e 2 estao  inuito  perto  daqueles  que 
real  men  te  ocorrem  nas  prateleiras  do  supennercado.  mas  eles  ainda  nao  levam  em  conta  tudo. 
Se  examinarmos  mais  de  perto  uma  lata,  verernos  que  a tampa  e a base  sao  formadas  de 
discos  com  raio  major  que  r,  que  sao  dobrados  sobre  as  laterals  da  lata.  Se  levarmos  em  conta 
isso,  deveremos  aumentar  h/r.  Mats  signilicativamente,  alem  do  custo  do  metal,  devemos 
incorporar  o custo  de  manufatura  da  lata.  Vamos  supor  que  a maior  parte  da  despesa  esteja 
em  juntar  os  lados  para  format  as  latas.  Se  cortarmos  os  discos  a partir  de  hexagonos,  como 
no  ProbJema  2,  entao  o custo  total  sera  proportional  a 


+ 2rrrh  + Jt(4i 


onde  k e o recfproco  do  comprimento  que  pode  ser  associado  ao  custo  de  uma  unidade  de 
area  de  metal.  Mostre  que  essa  expressao  e minimizada  quando 

vf  JttIi  2rr~-h/r 
k \ r Trhjr  - 4V''3 

4.  Desenhe  2J  V/ k como  uma  funcao  de  x — htr  e use  seu  grafico  para  argumentar  que  quando  uma 
lata  e grande  ou  a jun^ao  e barata.  podemos  fazer  h/r  aproximadamente  2 2\  (como  no 
Problema  2).  Mas  quando  a lata  e pequena  ou  a juncao  e cara,  h/r  deve  ser  substancialmente  major. 

5.  Nossa  analise  mostra  que  as  latas  grandes  devem  ser  quase  quadradas,  mas  as  latas  pequenas 
devem  ser  alias  e estreitas.  Examine  as  formas  relativas  das  latas  em  uni  supennercado. 

Nossa  eonclusao  e geralmente  verdadeira  na  pratica?  Ha  excecoes?  Voce  pode  apontar  as 
razoes  de  latas  pequenas  nao  serem  sempre  alias  e estreitas? 


Aplicacoes  em  Economia 


Na  Secao  3.3  introduzimos  a ideia  de  custo  marginal.  Lembre-se  de  que  se  C(x).  a funcao 
custo,  for  o custo  da  produ^ao  de  x unidades  de  urn  eerto  produto,  entao  o custo  marginal 
e a taxa  de  variacao  de  C em  relacao  a v.  Em  outras  palavras,  a funcao  custo  marginal  e a 
derivada,  C'( x),  da  funcao  custo. 

O grafico  da  funcao  custo  tfpico  esta  mostrado  na  Figura  1 . O custo  marginal  C(x)  e a 
inclinacao  da  tangente  a curva  de  custo  em  (x,  C(x)).  Note  que  a curva  de  custo  e inicial- 
mente  concava  para  baixo  (o  custo  marginal  e decrescente)  em  razao  da  economia  de 
escala  (o  uso  mais  eficiente  de  custos  fixos  de  producao).  Mas  eventualmente  existe  um 
ponto  de  inflexao,  e a curva  de  custo  torna-se  concava  para  cima  (o  custo  marginal  e cres- 
cente),  talvez  em  virtude  dos  custos  de  horas  extras  ou  das  ineficiencias  de  uma  operacao 
de  larga  escala. 
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A funcao  custo  medio 


cix) 


cix ) 


representa  o custo  por  unidade  quando  x unidades  sao  produzidas.  Esbogamos  uma  funcao 
custo  medio  tfpica  na  Figura  2,  notando  que  C(x)!x  e a inclinaqao  da  reta  que  liga  a origeffi 
ao  ponto  (jr,  C(.r))  na  Figura  1.  E aparente  que  deve  existir  um  mfnimo  absoluto.  Pars 
encontra-Jo  localizamos  o ponto  crftico  de  c usando  a Regra  do  Quociente  para  diferencjai 
a Equacao  I : 

.vC'(.r)  - Cix) 


Como  c'f.c)  = 0,  entao  aC'(.t)  — C(x)  — 0,  e temos 


C'(x) 


Cix) 


x 


c(;v) 


Portanto: 


Se  o custo  medio  for  mmimo,  entao 
custo  marginal  = custo  medio 


Esse  prindpio  e plausivel,  pois  se  o nosso  custo  marginal  for  menor  que  o nosso  custt 
medio,  entao  deveremos  produzir  mais  e abaixando  assim  o nosso  custo  medio.  Da  mesm; 
forma,  se  nosso  custo  marginal  for  maior  que  nosso  custo  medio,  entao  deveremos  pro 
duzir  menos,  a fim  de  abaixar  o nosso  custo  medio . 


D Veja  o Exemplo  8 na  Segao  3.3  para 
uma  expiicacao  de  por  que  e razoavel 
mode  la  r a tunpao  custo  por  um 
polsnornio. 


EXEMPLO  1 Uma  companhia  estima  que  o custo  (em  dolares)  na  producao  de  x itens  e 
C(x)  - 2.600  + 2.x  + 0,00 FF. 

(a)  Encontre  o custo,  o custo  medio  e o custo  marginal  da  producao  de  1 .000,  2.000  e 
3.000  itens. 

(b)  A que  nivel  de  producao  sera  mais  baixo  o custo  medio?  Qual  o custo  medio 
rninimo? 

soiugAo 

(a)  A funcao  custo  medio  e 


C(.x)  2.600 

c(.x)  = — = 

X X 

A funcao  custo  marginal  e 


2 + 0,00  Ex 


Ctx)  = 2 F 0,002* 

Usamos  essas  expressoes  para  fazer  a tabela  a seguir,  dando  o custo,  o custo  medio  e 
o custo  marginal  (em  dolares  ou  dolares  por  item,  arredondados  ate  o centavo  mais 
proximo). 
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(b)  Para  minimizar  o custo  medio  devemos  ter 

eusto  marginal  = custo  medio 


A Figura  3 mostra  os  gratscos  da 
fungio  custo  marginal  C'  e da  funcao 
custo  medio  c.  do  Exemplo  1 . Observe 
que  c tern  sou  valor  minimo  quango  os 
dois  graficos  se  interceptam. 
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FIGURA  3 


3.000 


C'(.v)  — c(.r) 


2.600 

2 + 0 ,002..i-  + 2 + 0.00 1. x 

x 

Essa  equayao  simplifica-se  para 


0,001a 


2.600 


logo 


2 _ 2.600 

~ 0.001 


2.600.000 


e a — y 2 .600 .000  ~~  1.612 

Para  ver  que  esse  nivel  de  produ^ao  realmente  da  o minimo.  notamos  que 

c"(a)  — 5.200/a!  > 0,  portanto  c e concava  para  cima  em  todo  sen  cloimnio.  O custo 

medio  minimo  e 


0(1.612)= 


2.600 

f 2 + 0.001(1 .612)=  $ 5,22/item 


Vamos  considerar  agora  o mercado.  Seja  p(x')  o preco  por  unidade  que  uma  companhia 
pode  cobrar  se  ela  vende  x unidades.  Entao  p e chamado  funyao  demand  a (ou  funcao 
pretto),  e esperamos  que  ela  seja  uma  funcao  decrescente  de  a.  Se  x unidades  forem  ven- 
dicias  e o preco  por  unidade  for  p(x),  entao  o rendimento  total  sera 

R(x)  — xp(.x) 

e R 6 denominada  funcao  rendimento  (ou  funcao  venda).  A derivada  R'  da  funcao  rendi- 
mento e conhecida  como  fun9ao  rendimento  marginal,  e e a taxa  de  varia^ao  do 
rendimento  em  relacao  ao  numero  de  unidades  vendidas. 

Se  x unidades  forem  vendidas,  entao  o iucro  total  sera 

P(x)  = R(x)  - 6 (a) 

e P e dita  funcao  Iucro.  A funcao  Iucro  marginal  e P\  a derivada  da  funcao  lucro.  Para 
maximizar  o Iucro  procuramos  por  numeros  cnticos  de  P,  isto  e,  os  numeros  onde  o lucro 
marginal  e zero.  Mas  se 

P'( a)  = R'( a)  - 6’'(a)  = 0 
entao  R'(x)  — C'(x) 

Portanto: 


Se  o lucro  for  maximo,  entao 
rendimento  marginal  = custo  marginal 
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A Figura  4 mostra  os  graficos  das 
fungoes  rendimento  e custo  do 
Exemplo  2.  A companhia  lucra  quando 
R > C e o lucro  e o maximo  quando 
x 103.  Note  que  as  curvas  tem 
iangentes  paralelas  nesse  nive!  de 
produgao,  pois  o rendimento  marginal 
e iguaf  ao  custo  marginal. 


320 


FIGURA  4 
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Para  garantir  que  essa  eondicao  fornece  o maxtmo,  podemos  usar  o Teste  da  Derivada 
Segunda.  Note  que 

P”(x)  = R"{x)  ~ C"'(x)  < 0 
quando  R''{x)  < C"(x) 

e essa  eondicao  afirma  que  a taxa  de  crescimento  do  rendimento  marginal  e menor  que  t 
taxa  de  crescimento  do  custo  marginal.  Assim,  o lucro  sera  o maximo  quando 

R'(x)  - C'(-v)  e R"(x)  < C”{x) 


Determine  o ntvel  de  produgao  que  maximizara  o lucro  para  uma 
companhia  com  fungoes  custo  e demanda: 

C(x)  = 84  + \r26x  - 0„0U2  + 0r00007x3  e p(x)  = 3r5  ~~  0r01x 

S0LUQA0  A fungao  rendimento  e 

R(x)  — xp(x)  ~ 3„5x  — 0,0 lx2 

logo,  a funcao  rendimento  marginal  e 

R'(x)  = 3t5  - 0,02x 

e a funcao  custo  marginal  e 

Cr(x)  = 1,26  - 0,02 x + 0r00021x2 
Dessa  forma,  o rendimento  marginal  e igual  ao  custo  marginal  quando 

3r5  - 0r02x  - lr26  - 0r02x  + 0T00021x2 

Resol  vendo.  obtemos 


Para  verificar  que  isso  fornece  urn  maximo.  computamos  as  derivadas  segundas: 

R"(x)  - -0.02  C"(x)  - — 0r02  + 0,00042x 

Assim,  R"(x)  < C"(x)  para  todo  x > 0.  Portanto  o nivel  de  produgao  de  103  unidades 
maximizara  o lucro. 

£X£MPIG  3 Uma  loja  vende  200  aparelhos  de  DVD  por  semana,  a $ 350  eada.  Uma 
pesquisa  de  mercado  indica  que,  para  cada  abatimento  de  $ 10  oferecido  aos 
cornpradores,  o numero  de  aparelhos  vendidos  aumenta  em  20  por  semana.  Encontre  as 
fungoes  de  demanda  e de  rendimento.  Qual  deve  ser  o abatimento  oferecido  pela  loja 
para  maximizar  seu  rendimento? 

S0LUQA0  Seja  x o numero  de  aparelhos  de  DVD  vendidos  por  semana.  Entao  o 
crescimento  semanal  em  vendas  e x - 200.  Para  cada  aumento  de  20  aparelhos 
vendidos,  o prego  decresce  em  $ 10.  Logo,  para  cada  aparelho  adicional  vendido  o 
decrescimo  no  prego  sera  de  ^ X 10  e a fungao  demanda  e 

p(x)  - 350  - i(x  - 200)  - 450  - \x 
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A funcao  rendimento  e 


Ri.x)  — xp(.x)  — 450a*  - ix2 

lima  vex  que  R’ix)  = 450  — x.  vemos  que  R'(x)  = 0 quando  x = 450.  Esse  vaJor  de  ,v 
da  o maximo  absoluto  pelo  Teste  da  Derivada  Prime ira  (ou  simplesmente  observando 
que  o graii co  de  R e uma  parabola  que  se  abre  para  bai.xo).  O preco  correspondente  e 

/?(450)  = 450  - i (450)  - 225 

e o abatimento  e 350  — 225  = 325.  Port  an  to,  para  maximizin'  o rendimento,  a loja  deve 
oferecer  um  abatimento  de  $ 125. 


Exercicios 


1.  Um  fabricante  rnantem  registros  preeisos  do  eusto  C(.v)  da 
produgao  de  x itens  e obtem  o grafico  da  funcao  custo 
mostrado  na  figura. 

(a)  Explique  por  que  C{0)  > 0. 

(b)  Qual  a significance  do  ponto  de  inflexao? 

(c)  Use  o grafico  de  C para  esbogar  o grafico  da  funcao  custo 
marginal. 

C+ 


}/ 

j" 


2,  E dado  o grafico  da  fungao  C custo. 

(a)  Faca  inn  esboco  cuidadoso  da  funcao  custo  marginal. 

(b)  Use  a interpretacao  geometries  de  custo  medio  c(a)  como 
uma  inclinacao  (veja  a Figura  1 ) para  fazer  um  esboco 
cuidadoso  da  fungao  custo  medio. 

(c)  Estime  o valor  de  x para  o qual  c(x)  e um  mmimo.  Como 
estao  relacionados  os  custos  medio  e marginal  naquele 
valor  de  x? 

Cf 


3.  O custo  medio  da  producao  de  x unidades  de  uma  mercadoria 
c(a)  = 21,4  - 0.002a.  Encontre  o custo  marginal  em  um 

nivel  de  producao  de  1 .000  unidades.  Em  termos  praticos.  qual 
o significado  de  sua  resposta? 

4.  A figura  mostra  os  graficos  das  fungoes  custo  e rendimento 
registrados  por  um  fabricante. 

(a)  Identifique  sobre  o grafico  o valor  de  x para  o qual  o lucre 
e maximizado. 

(b)  Esboce  o grafico  da  funciio  lucro. 

(c)  Esboce  o grafico  da  funcao  lucro  marginal. 

•yf 

| v - R{x)  

| ...■■--■■■■"'A  v = C(a) 


01  x 


■■■■£  Para  cada  funcao  custo  (dada  em  dolares),  encontre  (a)  o 
custo,  o custo  medio  e o custo  marginal  a um  nivel  de  producao  de 
1 .000  unidades;  (b)  o nivel  de  producao  que  vai  minimizar  o custo 
medio:  e (c)  o custo  medio  niinimo. 


5.  C( x)  - 40.000  + 300a  + x2 

6.  C(.x)  = 25.000  + 1 20a  + OJx2 

7.  C(j)  = 16.000  + 200a  + dr- 

11  8.  Oa)  = 10.000  + 340x  - 0,3a1  + 0.000 IT 


4 6 


400  \ 

j 

200  j / 
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S§  9—19  lima  funcao  eusto  e dada. 

SB  ' . 

(a)  Encontre  as  funcoes  eusto  medio  e eusto  marginal. 

(b)  Use  os  graficos  das  funcoes  na  parte  (a)  para  estimar  o m'vel  de 
produgao  que  minimize  o eusto  medio. 

(e)  Use  o calculo  para  enconlrar  o eusto  medio  nu'nimo. 

(d)  Encontre  o valor  minirno  do  eusto  marginal. 

9.  C(x)  - 3.700  + 5*  - 0,04* 2 + 0 .0003* 3 

10.  C(x)  ~ 339  + 25*  — 0,09* 2 + 0 .0004. r ’ 

11-M  : Para  as  funcoes  eusto  e demands  dadas,  encontre  o nivel 

de  producao  que  maximizara  o luero. 

11.  C(x)  680  + 4*  -f  0,01*'.  p(x)  = 12 

12.  C(*)  — 680  + 4*  + 0,0 1*2,  p(x)  = 12  - x/500 

13.  C(x)  = 1.450  + 36*  .y2  + 0.001* 3 , /?(*)  — 60  — 0,01* 

14.  C(x)  - 16.000  + 500*  - 1 ,6r  + 0,004*% 

p(x)  = 1.700  - 7* 

IB-16  G Encontre  o nivel  de  producao  no  qual  a fungao  eusto 

marginal  comega  a crescer. 

15.  C(*)  - 0,00 1*3  - 0.3* 2 + 6*  + 900 

16.  C(x)  - 0,0002* 3 0,25* 2 + 4*  + 1.500 

||  17.  O eusto,  em  dolares.  da  producao  de  * jardas  de  um  eerto 
tecido  e C(x)  = 1 .200  + .12*  ~ 0,1*2  + OjOOOS*3  e a __ 
companhia  descobre  que  se  vender  as  * jardas  ela  podera 
cobrar  p(x)  ~ 29  — 0.00021*  dolares  por  jarda  do  tecido. 

(a)  Faga  o gralico  das’fungoes  eusto  e rendimento  e use-os 
para  estimar  o nivel  de  produgao  para  o luero  maximo. 

(b)  Use  o calculo  para  encontrar  o nivel  de  produgao  para  o 
luero  maximo. 

18.  Um  fabricante  de  avioes  quer  detenrtinar  o melhor  preco  de 
venda  para  um  novo  produto.  A companhia  estima  que  o eusto 
inicial  de  planejamento  do  aviao  e montagem  das  fabricas  nas 
quais  ele  sera  produzido  sera  de  500  milhoes  de  dolares.  O 
eusto  adieional  de  fabricagao  de  cada  aviao  pode  ser  modelado 
pela  funcao  mix)  - 20*  ~ 5*' 4 + 0.01*%  onde  * e o numero  de 
aparelhos  produzklos  e m,  o eusto  de  fabricagao  em  milhoes 
de  dolares.  A companhia  estima  que  se  cobrar  um  preco p era 
milhoes  de  dolares  para  cada  aviao,  ela  sera  capaz 

de  vender  x{p)  ~ 320  - 1 .Ip  avioes. 

(a)  Encontre  as  funcoes  eusto,  demanda  e rendimento. 

§1  (b)  Encontre  o nivel  de  producao  e o prego  de  venda  associado 
do  aviao  que  maximiza  o luero. 

19.  Um  time  de  beisebol  joga  em  um  estadio  com  uma  capacidade 
para  55  mil  espectadores.  Cobrando  $ 10  a entrada,  a 
freqiiencia  media  era  de  27  mil  espectadores.  Quando  o 
prego  das  entradas  foi  reduzido  para  $ 8,  a freqiiencia  media 
subiu  para  33  mil. 


(a)  Encontre  a funcao  de  demanda  supondo  que  ela  e linear. 

(b)  Qual  deve  ser  o preco  da  entrada  para  maximizar  o rendimento? 

20.  Durante  os  meses  de  verao  Ana  faz  e vende  colares  na  praia. 
No  ultimo  verao  ela  vendeu  colares  a $ 10  cada,  e sua  venda 
media  loi  de  20  colares  por  dia.  Quando  subiu  o prego  em  $ 1. 
Ana  passou  a perder  duas  vendas  por  dia. 

(a)  Encontre  a fungao  demanda,  supondo  que  ela  e linear. 

(b)  Se  o material  para  cada  colar  custa  $ 6,  qual  deve  ser  o 
prego  de  venda  para  maximizar  o luero? 

21.  Um  fabricante  vende  1 .000  aparelhos  de  televisao  por  semana, 
a $ 450  cada.  Uma  pesquisa  de  mercado  indica  que  para  cada 
abatimento  de  $ 10  oferecido  ao  comprador,  o numero  de 
aparelhos  vendidos  aumenta  em  100  por  semana. 

(a)  Encontre  a fungao  demanda. 

(b)  Qual  deve  ser  o abatimento  oferecido  a fim  de  maximizar 
o rendimento? 

(c)  Se  a fungao  eusto  semanal  for  de  C(x)  ~ 68.(X)0  + 150*. 
como  deve  ser  estabelecido  o montante  do  abatimento  a 
fim  de  maximizar  o luero? 

22.  Um  administrador  de  um  eomplexo  de  100  apartamentos  sabe 
por  experiencia  que  todas  as  unidades  serao  ocupadas  se  ele 
cobrar  $ 800  por  roes.  Uma  pesquisa  de  mercado  sugere  que, 
em  media,  uma  untdade  adieional  ficara  desocupada  para  cada 
aumento  de  $ 10  no  aluguel.  Que  aluguel  deve  cobrar  o 
administrador  para  maximizar  o rendimento? 

23.  Gerentes  de  lojas  querem  uma  polftica  de  estoque  otima. 
Excesso  de  estoque  resulta  em  amiazenagem  excessiva  e 
custos  de  estoque,  enquanto  que  um  estoque  pequeno  significa 
adicionar  eusto  a reorganizagao  e entrega.  Um  gerente  de  um 
supermercado  estima  que  um  total  de  800  pacotes  de  sopa 
serao  vendidos  a uma  taxa  constante  durante  o proximo  ano  e 
o eusto  de  estoque  sera  de  $ 4 para  armazenar  um  pacote  por 
ano.  Se  o gerente  fizer  varios  pedidos  por  ano,  cada  um 
consistindo  de  * pacotes,  entao  ele  tera  uma  media  de  1/2* 
pacotes  em  estoque  no  ano  e assim  os  custos  de  armazenagem 
para  o ano  sao  (1/2*)  . 4 — 2*  dolares.  Ele  tambem  estima  que 
o eusto  de  manuseio  para  cada  entrega  e de  $100.(X).  Qual  e a 
quantidade  otima  a ser  feita  em  cada  pedido  de  tal  forma  a 
minimizar  o eusto  total? 

24.  Suponha  que  uma  pessoa  tem  uma  quantidade  A de  dinheiro 
depositada  todo  mes  em  sua  poupanca,  que  rende  juros  a uma 
taxa  mensa]  R.  Assuma  que  ela  gaste  o dinheiro  todo  ao 
longo  do  mes  a uma  taxa  constante.  Quando  ela  retira  dinheiro 
da  poupanga,  ela  tem  um  eusto  de  transagao  T (uma 
combinagao  de  taxas  bancarias  e eusto  de  seu  tempo).  Ela 
nunca  economiza  dinheiro  fazendo  poucas  retiradas,  mas, 
quanto  mais  dinheiro  ela  deixa  na  conta  mais  juros  ela  ganha. 
Suponha  que  ela  faga  n retiradas  de  uma  mesma  quantia 
durante  o mes.  Entao  seu  saldo  medio  e A/(2n).  (Por  que?) 
Ache  o valor  de  n que  mininiiza  o eusto  total  (eusto  da 
transagao  bancaria  e juros  perdidos),  e entao  mostre  que  o 
saldo  medio  otimo  sera  de  AT/(2R). 
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:::  Tentamos  resolver  a Equagao  1 
usando  o Metodo  Numerico  de  encon- 
trar  raizes  de  sua  calculadora  ou  com- 
putador.  Algumas  maquinas  nao  sao 
capazes  de  resofve-la.  Outras  tern 
sucesso,  mas  requerem  que  voce 
especifique  um  ponto  inicial  para  a 
pesquisa. 
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Suponha  que  um  vendedor  de  carro  ponha  um  carro  a venda  por  $ 18.000.  ou  em  pagamen- 
tos  de  $ 375  por  mes  durante  eineo  anos.  Voce  gostaria  de  saber  qual  a taxa  de  juros  mensal 
que  o vendedor  de  fato  esta  obrando.  Para  encontrar  a resposta  voce  deve  resolver  a equacao 

48.x  ( 1 + xf  ~ ( 1 + xf°  +1-0 

(Os  detalhes  sao  fornecidos  no  Exercicio  41 .)  Como  voce  resolveria  essa  equacao? 

Para  uma  equacao  quadratica  ax'  + bx  + c = 0 existe  uma  formula  bem  conhecida  para  as 
raizes.  Para  as  equagoes  de  terceiro  e quarto  grau  tambem  existem  formulas  para  as  raizes,  mas 
elas  sao  extremamente  complicadas.  Se  f for  um  poiinomio  de  grau  5 ou  major,  nao  existe 
nenhuma  formula  (veja  nota  na  pagina  230).  Da  mesma  forma,  nao  existe  uma  formula  que  nos 
possibilite  encontrar  as  raizes  exatas  de  uma  equacao  transcendental  como  cos  x — x. 

Podemos  encontrar  uma  solucao  aproximada  para  a Equacao  1 desenhando  o lado 
esquerdo  da  equacao.  Usando  um  recurso  computacional,  e apos  experimentar  com  janela 
de  inspeqao,  obtemos  o grafico  na  Figura  1 . 

Vemos  que,  alem  da  soluqao  x = 0 (que  nao  nos  interessa),  existe  uma  solucao  entre 
0,007  e 0,008.  Dando  um  zoom  obtemos  que  a raiz  e aproximadamente  0,0076.  Se  preci- 
sarmos  de  maior  precisao,  poderemos  dar  repetidos  zooms,  mas  isso  se  toma  entediante. 
Uma  altemativa  mais  rapida  e usar  um  metodo  numerico  de  encontrar  raizes  em  uma  cal- 
culadora ou  um  CAS.  Se  fizermos  isso,  encontraremos  que  a raiz  correta,  ate  a nona  casa 
decimal,  e 0,007628603. 

C omo  funcionam  esses  metodos  numericos  de  encontrar  raizes?  E usada  uma  variedade 
de  metodos,  mas  a maior  parte  das  cajculadoras  ou  CAS  usa  o metodo  de  Newton,  tam- 
bem denominado  metodo  de  Newton— Raphson.  Vainos  explicar  agora  como  funciona 
esse  metodo,  parcialmente  para  mostrar  o que  acontece  dentro  de  uma  calculadora  on  eom- 
putador,  e parcialmente  como  uma  aplicaqao  da  ideia  de  aproximacao  linear. 

A geometria  por  tras  do  metodo  de  Newton  esta  mostrada  na  Figura  2,  onde  a raiz  que 
tentamos  encontrar  e chamada  r.  Comegamos  com  uma  primeira  aproximacao  xt,  que  e 
obtida  por  conjectura,  ou  de  um  esbo^o  do  grafico  de  /,  ou  de  um  grafico  gerado  no  com- 
putador  de/.  Considere  a reta  tangente  L a curva  y ~ f(x)  no  ponto  (xi,/(xj)).  Olhando 
o intercepto  x de  L , vamos  denomina-lo  x2.  A ideia  por  tras  do  metodo  de  Newton  e que  a 
reta  tangente  fica  proxima  da  curva;  assim,  o intercepto  x,  x2,  esta  proximo  do  intercepto 
x da  curva  (isto  e,  a raiz  r que  estamos  procurando).  Como  a tangente  e uma  reta,  podemos 
facilmente  encontrar  seu  intercepto  x. 

Para  encontrar  uma  fonnula  para  x2  em  termos  de  Xj  usamos  o fato  de  que  a inciinaqao 
de  L e f'{x j );  assim,  sua  equacao  e 

y ~ f{x\)  =/'(xi)(x  - xj) 

Uma  vez  que  o intercepto  x de  L e x2,  fazemos  y ■—  0 e obtemos 


0 ~ fix  i)  =/'(*]  )t*2  “ 
Se  f’{x i)  # 0,  podemos  resolver  essa  equacao  para  x2: 

fix  i) 


Xi) 


X? 


X)  - 


f'ixt) 


Usamos  x2  como  a segunda  aproximacao  de  r. 

A seguir  repetimos  o procedimento  com  x3  substituido  por  x2,  usando  a reta  tangente 
em  (x2,/(x2)).  Isso  da  uma  terceira  aproximacao: 

fix  2) 


X 3 


Xi  — 


f'(x2 


"M. 


' 3 


J 
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::  Veremos  mais  sobre  sequences  na 
Segao  11.1  dc  Volume  il. 


Se  ficarmos  repetindo  esse  processo.  .obterenios  uma  seqiiencia  de  aproximacoes 
x\,xj,  . . . conforme  mostra  a Figura  3.  Em  geral,  se  x„  for  a «-esima  aproximacao 

e xn  e f’(Xn)  ^ 0,  entao  a aproximacao  seguinte  e dada  por 

fix,,) 


0 _ 

X, 

FIGURA  4 


A Figura  5 mostra  a geometria  atras 
do  primeiro  passo  do  Metodo  de 
Newton  para  o Exemplo  1 . Como 
/'( 2)  = 10,  a reta  tangente  a 
y = Xs  - 2x  - 5 em  (2,  -1)  tern 
equagao  igual  a >!  = 10a  - 21  cujo  zero 
esta  em  x2  = 2,1 . 


Se  os  numeros  x„  It  cam  cada  vez  mais  proximos  de  r a medida  que  n cresce,  dizemos 
que  a seqiiencia  converge  para  r e escrevemos 

lim  x*  — r 

>1  x 

Embora  a seqiiencia  de  aproximacoes  sucessivas  convirja  para  a raiz  desejada  no  caso  das 
funcoes  do  tipo  dustrado  na  Figura  3,  em  certas  circunstancias  a seqiiencia  pode  nao  con- 
vergir.  Por  exemplo,  considere  a situa^ao  mostrada  na  Figura  4.  Voce  pode  ver  que  x2  e 
uma  aproximacao  pior  que  x,.  Esse  e provavelmente  o caso  quando  f{x t)  esta  proximo  de 
0.  Pode  ate  acontecer  de  uma  aproximacao  (tai  como  x3  na  Figura  4)  cair  fora  do  dommio 

Veja  os  Exercfcios  31-34  para  os  exemplos  especfficos  nos  quais  o metodo  de 
Newton  funciona  muito  lentamente  ou  nao  funciona. 


EXEMPLO  1 □ Comecando  com  jci  — 2,  encontre  a terceira  aproximacao  x3  para  a raiz 
da  equacao  x3  - lx  ~ 5 = 0. 

S0LUQA0  Vamos  aplicar  o metodo  de  Newton  com 

f{x)  = x3  - 2x  - 5 e fix)  = 3x2  - 2 

O proprio  Newton  usou  essa  equacao  para  ilustrar  seu  metodo,  e escoiheu  x\  = 2 apos 
aiguns  experimentos,  pois  /(l)  — — 6,  /( 2)  = - 1 e /(3)  — 16,  A Equacao  2 fica 

A3  — 2 A„  — 5 

X/t-T  ] X„  2 ~~  o 

3x„  — 2 


Com  n ~ 1 , temos 


A 2 — Ai 


= 2 - 


Aj  — 2x\  — 5 
3a|  ~ 2 
2 3 - 2(2)  - 5 
3(2)2  - 2 


2.1 


Entao  com  n — 2,  obtemos 


A 2 


2xn  - 5 


x3  = a2  - 

- 2,1 


3x1  - 2 

(2,1)3  - 2(2,1) 


2.0946 


3(2, l)2  - 2 

Resulta  que  essa  terceira  aproximacao  ax  ~ 2,0946  e precisa  ate  quatro  casas  decimals. 


Suponha  que  iremos  obter  uma  dada  precisao,  digamos  de  oito  casas  decimals,  empre- 
gando  o metodo  de  Newton.  Como  saber  quando  devemos  parar?  Q procedi mento  expe- 
rimental geralmente  usado  e que  devemos  parar  quando  duas  aproximacoes  sucessivas  x„ 
e xn+ 1 sao  iguais  ate  a oitava  casa  decimal.  (Um  enuneiado  preciso  a respeito  da  exatidao 
do  metodo  de  Newton  sera  dado  no  Exercicio  11.12.) 

Observe  que  o procedimento  para  ir  de  n para  n + 1 e o mesmo  para  todos  os  valores 
de  n.  (Isso  e chamado  um  processo  iterativo.)  Isso  signitica  que  o metodo  de  Newton  e par- 
ticularmente  adequado  ao  uso  de  calculadoras  programaveis  ou  de  um  computador. 
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EXEMPLO  2 :::  Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  y 2 correta  ate  a oitava  casa 
decimal . 

SOLUCAO  Observamos  primeiro  que  encontrar  y 2 equivaie  a determinar  a raiz  positiva 
da  equacao 

jc*  - 2 = 0 

dessa  forma,  tomamos  fix)  = a"  - 2.  Entao  fix)  = 6x\  e a Formula  2 (metodo  de 
Newton)  fica 

-t„6  - 2 

U-H  “ X„ 

o.v  ,, 

Se  escoJhermos  x\  = 1 como  a aproximayao  inicial.  entao  obtemos 

A'2  ~ 1,16666667 
xt,  «=  12  2644368 
x»  - 122249707 
xs  » 1,12246205 
*<-,  - LI  2246205 

Uma  vez  que  e xf)  sao  iguais  ate  a oitava  casa  decimal,  conclufmos 

v 2 « LI  2246205 

ate  a oitava  casa  decimal, 

EXEIV1PL0  3 : Encontre  a raiz  da  equacao  cos  x = ,v,  correta  ate  a sexta  casa  decimal. 
S0LUQA0  Primeiro  reescrevemos  a equayao  na  formula-padrao: 

cos  x — x = 0 

Portanto,  fazemos  f(x)  ~ cos  x - x.  Entao  f(x)  — — sen  x — 1 , e assim  a Formula  2 fica 

v — COS  Xn  - X„  __  ^ COS  A*  - x„ 

- sen  xn  - 1 " " sen  x»  + 1 

A fim  de  determinar  um  valor  adequado  para  * esboyamos  o graft co  de  v — cos  x e v = x 
na  Figura  6.  E evidente  que  elas  se  interceptam  em  um  ponto  cuja  coordenada  x e urn 
pouco  menor  que  1 ; dessa  forma,  vamos  tomar  x>  = 1 como  uma  primeira  aproximayao 
conveniente.  Entao,  lembrando  de  colocar  nossa  calculadora  no  modo  radiano,  obtemos 

,r 2 « 0,75036387 
a 3 **  0,7391 1289 
a-4  = 0,73908513 
xs  ~ 0,73908513 

Como  xA  e x5  sao  iguais  ate  a sexta  casa  decimal  (na  realidade,  oitava),  conclufmos  que 
a raiz  da  equayao,  correta  ate  a sexta  casa  decimal,  e 0,739085. 


Em  vez  de  usar  o esboyo  da  Figura  6 para  obter  a aproximayao  inicial  para  o metodo 
de  Newton  no  Exemplo  3,  poderfamos  ter  usado  um  grafico  mats  apurado  fornecido  por  cal- 
culadora ou  computador.  A Figura  7 sugere  o uso  de  x}  -0,75  como  a aproximayao  inicial. 
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Entao  o metodo  de  Newton  da 


a,  *=  0.7393  11  14 
x,  = 0.7390853  3 
,v4  - 0.739085 1 3 


e assim  obtemos  a rnesma  resposta  anterior,  mas  coin  am  numero  rnenor  de  passagens. 

V'oce  deve  estar  se  perguntando  por  que  estainos  preocupados  se  o metodo  de  Newton 
esta  dispomvel  como  recurso  computational.  Nao  e mais  facil  dar  repetidos  zooms  para 
encontrar  as  raizes  como  fizemos  na  Secao  1 .4?  Se  somente  for  pedida  uraa  precisao  de 
uma  ou  duas  casas  decimals,  entao  realmente  o metodo  de  Newton  e inadequado,  e basta 
um  recurso  computational.  Mas  se  forem  exigidas  seis  ou  oilo  casas  decimals,  entao 
repetidos  zooms  torn  am- se  entediantes.  Em  geral  e mais  rapido  usar  o recurso  computa- 
cional para  comecar  e o metodo  de  Newton  para  acabar. 


Exercicios 


1.  A figura  mostra  o grafico  da  funcfto  f.  Suponha  que  seja  usado 
o metodo  de  Newton  para  aproximar  a raiz  r da  equacao  fix)  = 
0 com  x\  = 1 como  aproximacao  inicial. 

(a)  Trace  as  retas  tangentes  que  foram  usadas  para  encontrar  x2 
e X3  e estime  os  valores  nu mericos  de  x-z  e -D- 

(b)  Uma  melhor  aproximacao  seria  x,  — 5?  Explique. 


T'i" 


2.  Siga  as  mstrucoes  do  Exercfcio  1 (a),  mas  use  Xi  =■  9 como  a 
aproximacao  inicial  para  encontrar  a raiz  s. 

3.  Suponha  que  a reta  y = 5x  -46  tangente  a curva  y — fix) 
quando  x — 3.  Se  for  usado  o metodo  de  Newton  para  localizar 
uma  raiz  da  equacao  fix)  = 0 com  a aproximacao  inicial  x{  — 3. 
encontre  a segunda  aproximacao  x2. 

4.  Para  cada  aproximacao  inicial,  detennine  graft camente  o que 
aconiecera  se  for  usado  o metodo  de  Newton  para  a funcao 
cujo  grafico  e dado. 

(a)  A".  --  0 (b)  X]  = 1 (c)  Ax  — 3 

(d)  X[  4 (e)  x ] ~~  5 


y* 


y-N  / 

/ \ / 

f \ i 

\ / 

\ j j 

0 

1 \ 3 ' 5/ 

S Use  o metodo  de  Newton  com  o valor  inicial  especificado 
Xj  para  encontrar  x3,  a terceira  aproximacao  da  raiz  da  equacao  dada. 
(De  sua  resposta  com  quatro  casas  decimais.) 

5.  x’  + 2x-  4 = 0,  Xj  = 1 6.  x3  - x2  - 1 = 0,  x,  - 1 

7.  x4  - 20  = 0.  Xj  « 2 8.  x-  + 2 = 0.  x,  = -! 


9.  Use  o metodo  de  Newton  com  a aproximacao  inicial  x{  = -1  para 
achar  x.2,  a segunda  aproximacao  da  raiz  da  equacao  x'  + x + 3 = 0. 
Faca  o grafico  da  funcao  e da  reta  tangente  ao  ponto  (-1,1),  Usando 
este  grafico  explique  como  o metodo  funciona  neste  caso. 

10.  Use  o metodo  de  Newton  com  a aproximacao  inicial  x,  = lpara 
achar  x2,  a segunda  aproximacao  da  raiz  da  equacao  X1  - x - 1 - 0. 
Faca  o grafico  da  funcao  e da  reta  tangente  ao  ponto  (1 . — 1).  Usando 
este  grafico  explique  como  o metodo  funciona  neste  caso. 

11-12  Use  o metodo  de  Newton  para  aproximar  o numero  dado 
correto  ate  a oitava  casa  decimal. 

11.  v 30  12.  </mo 


■;:M6  Use  o metodo  de  Newton  para  aproximar  a raiz  indicada 
da  equacao  correta  ate  a sexta  casa  decimal. 

13.  A raiz  de  2x3  - 6x2  -F  3x  + 1 — 0 no  interval©  {2.  3] 

14.  A raiz  de  x4  + x — 4 ™ 0 no  intervalo  f 1 , 2 ] 

15.  A raiz  positiva  de  sen  x ~ x2 

16.  A raiz  positiva  de  2 cos  x = X1 


Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  todas  as  raizes  dr 


equacao  corretas  ate  a sexta  casa  decimal. 


17.  x*  — 1 + x 
19.  tgx  = 1 - x 
21.  cos  x = \fx 


18.  e ' = 3 - 2x 
20.  vN  + 3 - x2 
22.  t g x ™ xk-x2 


73 -Zi  Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  todas  as  raizes  d< 

equacao  corretas  ate  a oitava  casa  decimal.  Cornece  fazendo  urn 
grafico  para  encontrar  a aproximacao  inicial. 


25.  xl']2-  x -~7  - 1 

26.  3 sen  (x2)  = 2x 

27.  e~x " — x*  — x 28.  In  (4  ~ a-2)  — x 

29.  (a)  Aplique  o metodo  de  Newton  a equacao  a2  - a — ()  para 
deduzir  o seguinte  algoritmo  para  a raiz  quadrada  (nsado 
pelos  antigos  babilonios  para  computar  -Ja)\ 


(b)  Use  a parte  (a)  para  computar  v LOGO  correta  ate  a sexta 
casa  decimal. 

30.  (a)  Aplique  o metodo  de  Newton  a equacao  \ jx  — a = 0 para 

deduzir  o seguinte  algoritmo  para  os  recfprocos: 

a,,-h  — 2x„  — axi 

(Esse  algoritmo  possihilita  a urn  computador  achar  os 
recfprocos  sem  realmente  dividir.) 

(b)  Use  a parte  (a)  para  computar  1/1 ,6984  correta  ate  a sexta 
casa  decimal. 

31.  Explique  por  que  o metodo  de  Newton  nao  funciona  para 
encontrar  as  raizes  da  equacao  a5  - 3a  + 6 — 0 se  o valor 
inicial  escolhido  for  As  ~ 1 . 

32.  (a)  Use  o metodo  de  Newton  com  a,  — 1 para  encontrar  a raiz 

da  equacao  a3  — x ~ 1 correta  ate  a sexta  casa  decimal. 

(b)  Resolva  a equacao  da  parte  (a)  usando  como  a aproximagao 
inicial  Ai  ~ 0,6. 

(c)  Resolva  a equacao  da  parte  (a)  utilizando  a3  = 057.  (Voce 
definitivamente  precisa  de  uma  calculation!  programa vel 
para  esta  parte.) 

(d)  Faca  o grafico  de  fix)  = x3  - x — 1 e suas  retas  tangentes 
em  Aj  = 1 , 0,6;  e 057  para  explicar  por  que  o metodo  de 
Newton  e tao  sensivel  ao  valor  da  aproximagao  inicial. 

33.  Explique  por  que  o metodo  de  Newton  falha  quando  aplicado 
a equacao  yx  — 0 com  qualquer  valor  inicial  x3  ().  Ilustre 
sua  explicagao  com  urn  esbogo. 

34.  Se 

fix)  = 

entao  a raiz  da  equacao  fix)  — 0 e x = 0.  Explique  por  que  o 
metodo  de  Newton  falha  para  encontrar  a raiz  nao  importando 
que  aproximacao  inicial  a,  ?^()e  usada.  ilustre  sua  explicagao 
com  uni  esbogo. 

35.  (a)  Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  os  numeros 

criticos  da  funcao  /(a)  = 3a4  — 28a3  + 6x2  + 24a 
corretos  ate  a terceira  casa  decimal. 

(b)  Encontre  o valor  rmnimo  absoluto  da  fungao 

/(a)  = 3a’  - 28x ' + 6a2  + 24a  — 1 x 7 

coixeto  ate  duas  casas  decimals. 


36.  Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  o valor  mfnimo  absoluto 
da  !uncao/(.v)  = a"  + sen  x correto  ate  a quarta  casa  decimal. 

37.  Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  as  coordenadas  do 
ponto  de  inllexao  da  curva  y = ecosjr,  0 a tt,  corretas  ate  a 
sexta  casa  decimal. 

38.  Dentre  as  inlinitas  retas  tangentes  a curva  y = - sen  x que 
passant  pela  origem  existe  uma  que  tem  a maior  inclinagao. 

Use  o metodo  de  Newton  para  encontrar  a inclinagao  daquela 
reta  correta  ate  a sexta  casa  decimal. 

39.  Um  silo  de  graos  consiste  em  um  cilindro  com  30  pes  de  altura  e 
telhado  hemisferico.  A fim  de  obter  um  volume  total  de  1 5 .000  pes5 
(inclusive  a parte  hemisferiea).  qua!  deveria  ser  o raio  do  silo? 

40.  Na  figura,  o comprimento  da  corda  AB  e 4 cm,  e o coinprimenuU 
do  arco  AB  e 5 cm.  Encontre  o angulo  central  0 , em  radianos, 
correto  ate  a quarta  casa  decimal.  De  entao  a resposta  ate  o 
grau  mais  proximo. 

5 cm 

A 4 cm  __  s 

'’‘X  y* 

\e  / 


4Tr  Um  vendedor  vende  um  carro  novo  por  $ 1 8.000.  Ele  tambem 
oferece  para  vender  o mesmo  carro  em  pagamentos  de  $ 375 
por  mes  durante  5 anos.  Qual  a taxa  de  juro  mensal  cobrada 
pelo  vendedor? 

Para  resolver  esse  problema  voce  necessitara  da  formula 
para  o valor  presente  A de  uma  anuidade  que  consiste  em  n 
pagamentos  iguais  de  tarnanho  R com  uma  taxa  de  juros  i por 
perfodo  de  tempo: 

A=~[]  ~ (1  +i)-Bl 

l 

Substituindo  i por  a,  mostre  que 

48a(1  + a)60  - (1  + a)60  +1=0 
Use  o metodo  de  Newton  para  resolver  essa  equagao. 

42.  A figura  mostra  o Sol  na  origem  e a Terra  no  ponto  ( 1 . 0).  (A 
unidade  aqui  e a distancia  entre  o centro  da  Terra  e o Sol, 
chamada  unidade  astronomical  1 AU  ~ 1,496  X 10s  km.)  As 
cinco  localizagoes  Z.s , L2,  L3,  L4  e Ls  nesse  piano  de  rotagao 
da  Terra  em  tomo  do  Sol  onde  um  satelite  permanece  imovel 
em  relagao  a Terra  em  razao  das  forgas  que  agem  no  satelite 
(inclusive  a atracao  gravitational  da  Terra  e do  Sol)  se  contra* 
balangam.  Essas  localizagoes  sao  denominadas  pontos  de 
libracdo.  (Um  satelite  de  pesquisa  solar  foi  colocado  em  um 
desses  pontos.)  Se  m\  for  a massa  do  Sol,  m2  for  a massa  da 
Terra  e r ~ m2/(mf  + m2).  resulta  que  a coordenada  x de  Li  e 


■\/x  se  a & 0 
se  a < 0 
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a Ulrica  raiz  da  equacao  de  quinto  grau 

p{x)  ~ x5  — (2  + r)x * + (1  + 2r)x ' — (1  — r)x 2 
+ 2(3  — r)x  -r  r — 1 ™ 0 

e a coordenada  x de  L?  e a raiz  da  equacao 
p(x)  — 2 rx2  — 0 

Usando  o valor  r ~ 3,04042  X 1CT6,  encontre  a localizacao 
dos  pontos  de  libracao  (a)  L\  e (b)  L2. 


^ 

L,  L,  x 


Antiderivadas 

Urn  ffsico  que  conhece  a velocklade  de  uma  particula  pode  desejar  saber  sua  posi^ao  en 
um  dado  instante.  Um  engenheiro  que  pode  medir  a taxa  de  variacao  segundo  a qual  a agu; 
esta  escoando  de  um  tanque  quer  saber  a quantidade  escoada  durante  um  certo  periodc 
Um  biologo  que  conhece  a taxa  segundo  a qua]  uma  popula9ao  de  bacterias  esta  creseend< 
pode  querer  deduzir  qual  o tamanho  da  popula^ao  em  um  certo  momento  do  futuro.  En 
cada  caso,  o problema  e encontrar  uma  fun^ao  F cuja  derivada  e uma  fun^ao  conhecida  f 
Se  a funcao  F existir,  ela  e chamada  antiderivada  de  /. 


- v = f + 3 


v = 2+2 


Definigao  Uma  funcao  F e denominada  uma  antiderivada  de  / sobre  um 
intervalo  / se  F’(x)  — fix)  para  todo  x em  /. 


For  exemplo,  seja  fix)  — x2.  Nao  e diffcil  descobrir  uma  antiderivada  de  f se  man 
tivermos  a Regra  da  Potencia  em  mente.  De  fato.  se  Fix)  ~ entao  fix)  — x“  ~ j (x 
Mas  a funcao  G(x ) ~ |jc3  + 100  tambem  satisfaz  G’ix)  — a2.  Consequentemente,  F e ( 
sao  antiderivadas  de  /.  Na  verdade,  qualquer  fun9ao  da  forma  Mix)  ~ 3 a3  + C , onde  ( 
e uma  constante,  e uma  antiderivada  de  /.  A questao  que  se  levanta  e:  ha  outras? 

Para  responder  a essa  questao,  lembre-se  de  que  na  Se9§o  4.2  usamos  o Teorema  d 
Valor  Medio  para  provar  que  se  duas  funsoes  tern  derivadas  identicas  em  um  intervale 
entao  elas  devem  ser  diferentes  por  uma  constante  (Corolario  4.2.7).  Assim.  sefeG  sa 
duas  antiderivadas  quaisquer  de  /,  entao 

fix)  = /(a)  = G’(x) 

logo  G(a)  — F(a)  ~ C,  onde  C e uma  constante.  Podemos  escrever  isso  com 
G(a)  = Fix)  + C.  Temos  entao  o seguinte  resultado. 


fll  Teorema  Se  F for  uma  antiderivada  de  / em  um  intervalo  /,  entao  a 
antiderivada  mais  geral  de  / em  / e 


Fix)  + C 


onde  C e uma  constante  arbitraria. 


FtGURA  1 

Membros  da  famfiia 
de  antiderivadas  de  f(x)  = x2 


Voltando  a fun9ao  fix)  — a%  vemos  que  a antiderivada  gerai  de  f e x /3  + C 
Atribuindo  os  valores  especificos  para  a constante  C obtemos  uma  famflia  de  fun9<x 
cujos  graficos  sao  verticais  transladados  de  outro  (veja  a Figura  1). 
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Para  obter  a antiderivada  mais  geral 
(em  um  intervafo)  daquefas  da  Tabela  2, 
devemos  adicionar  uma  constante  iou 
constantes),  como  no  Exempfo  1 . 


EXEMrLO  t - Encontre  uma  antiderivada  mais  geral  de  cada  uma  das  seguintes  funcoes. 
(a)  f(x)  ••=  sen  a;  (b)  fix)  -----  \/x  ' -(c)  fix)  = x\  n r -1 


SOLUQAO 

(a)  Se  Fix)  — -cos  a.  entao  F’(x)  — sen  x,  logo  uma  antiderivada  de  sen  x e -cos  a. 
Pelo  Teorema  1 , a antiderivada  mais  geral  e G(x)  ~ --cos  x + C. 

(b)  Lembre-.se  da  Se^ao  3.8  que 


— fin  x)  — — 
ax  x 


Logo,  em  um  intervalo  (0.  oc),  a antiderivada  gerai  de  1/x  e In  x 4-  C.  Tambem  sabemos 
que 

d , . 1 

« — (In  Lvi)  = — 

ax  x 


para  todo  x ¥*  0.  0 Teorema  I entao  nos  diz  que  a antiderivada  geral  de  f(x)  = 1/x  e 
In  l x | + C em  qualquer  intervalo  que  nao  content  0.  Em  particular,  isso  e verdadeiro  em 
cada  um  dos  intervalos  0)  e (0, »).  Logo  a antiderivada  geral  de  / e 


In  x + Ci 


se  x > 0 


Inf— x)  + Ci  se  x < 0 


(c)  Usamos  a Regra  da  Potencia  para  descobrir  uma  antiderivada  de  De  fato,  se 
n ^ — 1,  entao 


in  + l)x 


Assim.  a antiderivada  geral  de  fix)  — x"  e 


isso  e valido  para  todo  n S 0,  uma  vez  que  f(x)  ~ xn  esta  definida  em  um  intervalo.  Se 
n for  negativo  (mas  n ^ — 1).  e valido  em  qualquer  intervalo  que  nao  contenha  0. 

Como  no  Exemplo  1,  toda  formula  de  diferenciacao,  quando  lida  da  direita  para  a 
esquerda,  da  origem  a uma  formula  de  antidifereneia^ao.  Na  Tabela  2 listamos  algumas 
antiderivadas  particulares.  Cada  formula  na  tabela  e verdadeira.  pots  a derivada  da  fun^ao 
na  coluna  direita  aparece  na  coluna  esquerda.  Em  particular,  a primeira  formula  diz  que  a 
antiderivada  de  uma  constante  vezes  uma  funcao  e a constante  vezes  a antiderivada  da 
fun^ao.  A segunda  formula  estabelece  que  a antiderivada  de  uma  soma  e a soma  das  anti- 
derivadas. (Usamos  a notacao  F'  — f G'  - g.) 
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□ A Figura  2 mostra  os  graficos  da 
soiugao  da  fungao  /'  do  Exemplo  3 e 
de  sua  antiderivada  /.  Note  que 
f'(x)  > 0,  logo  f e sempre  crescente. 
Note  tambem  que  qua n do  /'  tem  um 
maximo  ou  mtnimo,  / aparenta  ter  um 
ponto  de  Inflexao.  Logo  o grafico  serve 
como  verificagao  de  nossos  calcuios. 


EXEMPLO  2 ::  Encontre  todas  as  funcoes  de  g tal  que 

o A _ , fZ 

i . . - — ^ \ 

q < a)  = 4 sen  x + 

..v 

SOLUCAO  Queremos  achar  uma  antiderivada  de 

, 2j2  \Lx  4 i 

g (x)  = 4 sen  x + = 4 sen  x + 2x — 

X X xjx 

Assim,  queremos  descobrir  a antiderivada  de 

(fix)  ~ 4 sen  x + 2x4  - x ]:~ 

Usando  a formula  da  Tabela  2 junto  com  o Teorema  1 obtemos 

5 i/2 

X X 

q (x ) = 4(-cos  -V } ~ 2 — + C 

5 ' 

= ~ 4 cos  x + 1 xf  - 2\fx  + C 

Mas  aplicagoes  do  calculo  e muito  comum  s ituaqdes  como  a do  Exemplo  2,  em  que  e 
requerido  achar  uma  fungao  sendo  fomecidos  os  dados  sobre  suas  derivadas.  Uma  ecjtutcao 
que  envolva  as  derivadas  de  uma  fungao  e chamada  equagao  diferencial.  As  equates 
diferenciais  serao  estudadas  com  algum  detalhe  no  Capftulo  9.  mas  no  momento  podemos 
resolver  algumas  equagdes  diferenciais  elementares.  A solucao  geral  de  uma  equagao 
diferencial  envolve  uma  constante  arbitraria  (ou  constantes),  como  no  Exemplo  2. 
Contudo,  podem  ser  dadas  as  condi  goes  extras  que  vao  determinar  as  constantes  e assim 
especificar  univocamente  a solugao. 

EXEMPLO  3 r:  Encontre  /se  f\x)  = ex  + 20(1  + x2)~l  e f(  0)  = ~2. 


SOLUCAO  A antiderivada  geral  de 


fix)  = e’ 


fix)  = ex  + 20  tg'Lv  + C 


Para  determinar  C usamos  o fate  de  que  /(())  — -2: 


Assim.  temos  C 


/(())  = e°  + 20  tg”'  0 + C = -2 
- — 3;  logo,  a solucao  particular  e 
f(x)  — ex  + 20  tg-‘x  - 3 


IGURA  2 


EXEMPLO  4 a Encontre  / se  /"(a)  — I2x*  + 6 a — 4,  /(())  — 4 e f(\)  — 1 
SOLUCAO  A antiderivada  geral  de  fix)  -----  1 2x  + 6x  — 46 

fix)  = 12~+6~-4x+C  = 4.x3  + 3x2  - 4a  + C 


Usando  as  regras  de  antidiferenciacao  mais  uma  vez.  encontramos  que 


x x 

— 4 — + 3 — 
4 3 


4—  4-  Cx  + D = a4  + a3  - 2a2  + Ca  4-  D 
2 


Para  determinar  C e D usamos  as  condicoes  dadas  que  / (0)  — 4 e /(  l)  T 1 Visto  que 
/( 0)  = 0 4-  D — 4,  temos  D = 4.  Uma  vez  que 


f(l)  = l + l-  2 + C + 4=  l 


CAtCULO  Sditora  ifcoinsoB 


v =/G) 


y = F(x) 


.temos  C = --3.  Conseqiientemente,  a fungao  requerida  e 

fix)  — a'"4  + a'3  - 2a~  — 3a  *t 


A Geometria  das  Antiderivadas 


Se  for  dado  o grafico  de  uma  fungao  /,  parece  razoavel  que  possamos  ser  capazes  de 
esbogar  o grafico  de  uma  antiderivada  F.  Suponha.  por  exemplo,  que  estamos  dando 
FiO)  — 1 . Entao  temos  um  ponto  de  partida  (0,  1),  e a direcao  segundo  a qua!  movemos 
nosso  lapis  e dada  em  cada  estagio  pela  derivada  F'(x)  — /(a).  No  proximo  exemplo 
usamos  o princtpio  deste  eapituio  para  mostrar  eomo  fazer  o grafico  de  F mesmo  quando 
nao  temos  uma  formula  para  /.  Esse  e o caso,  por  exemplo,  quando  /(a)  e determinada  por 
dados  experimentais. 


EXElWiPLO  5 O grafico  de  uma  fungao  / e dado  na  Figura  3.  Fazemos  um  esboco  de 
uma  antiderivada  F,  dado  que  F(0)  — 2. 


S0LUQA0  Estamos  orientados  pelo  fato  de  que  a inclinagao  de  y — F(x)  e /(a).  Vamos 
comegar  no  ponto  (0,  2)  e tracamos  F como  uma  fungao  inicialmente  decrescente,  uma 
vez  que  f(x)  e negativa  quando  0 < x < 1 . Note  que  /(])  — /( 3)  — 0,  logo  F tern 
tangentes  horizontais  quando  x — 1 e x — 3.  Para  1 < x < 3 , f(x)  e positiva  e F e 
crescente.  Vemos  que  F tern  mtnimo  local  quando  x — 1 e maximo  local  quando  x = 3. 
Para  x > 3,  /(a)  e negativa  efe  decrescente  em  (3,  t»).  Uma  vez  que  fix)  — » 0 quando 
x o grafico  de  F torna-se  mais  achatado  quando  a — > Note  tambem  que 
F”{  a)  — f’{x)  muda  de  positivo  para  negativo  em  x ~ 2 e de  negativo  para  positivo  em 
a ~ 4,  logo  F tern  pontos  de  infiexao  quando  x ~ 2 e x — 4.  Usamos  essa  informagao 
para  esbogar  o grafico  para  a antiderivada  na  Figura  4. 


EXEMPLO  6 ..  Se  fix)  - yl  + a3 
a condigao  inicial  F(—  1)  — 0. 


a,  esboce  o grafico  da  antiderivada  F que  satisfaz 


S0LUQA0  Podemos  pensar  durante  um  dia  em  uma  formula  para  uma  antiderivada  de  / sent 
contudo  lograr  exito.  Uma  segunda  possibilidade  poderia  ser  tragar  o grafico  de  / primeiro  e 
entao  usa-lo  para  fazer  o grafico  de  F,  como  no  Exemplo  5.  Poderia  funcionar,  mas  em  vez 
disso  vamos  criar  um  grafico  mais  preciso,  usando  o que  chamamos  campo  de  direcao. 

Uma  vez  que  /( 0)  — 1 , o grafico  de  F tem  inclinagao  1 quando  x — 0.  Logo, 
tracaremos  varios  segmentos  curtos  da  tangente  com  inclinagao  1 , todos  centrados  em 
x — 0.  Fazemos  o mesmo  para  varios  outros  valores  de  a,  e o resuitado  esta  mostrado  na 
Figura  5.  O nome  campo  de  direcao  vem  do  fato  de  que  cada  segmento  indica  a direcao 
na  qual  a curva  y — F(x)  segue  naquele  ponto. 


- //  y 

;/•;  1 ", ; 
-i  / . ,.  j 


FIGURA  5 


FIGURA  6 


O campo  de  direcao  para 


V 1 + x3 


O grafico  de  uma  antiderivada  segue 


A inclinagao  do  segmento  de  reta  acima  de  x = a ef(a)  o campo  de  direcao 
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Agora  usamos  o campo  de  direcao  para  esbocar  o grafico  de  P.  Devido  a condicao 
inicial  F{  — 1 ) — 0,  comecamos  no  ponto  ( — 1 , 0)  e tracamos  o grafico  para  que  ele  siga  a 
direcao  dos  segmentos  tangentes.  O resultado  esta  desenhado  na  Figura  6.  Qualquer 
outra  antiderivada  seria  obtida  deslocando-se  o grafico  de  F para  cima  ou  para  baixo. 


q,5„„  ; Movimento  Retilineo 

Antidiferenciaqao  e particularmente  util  na  analise  do  movimento  de  um  objeto  que  s< 
move  era  uma  reta.  Lembre-se  de  que  se  o objeto  tem  funqao  posiqao  5 = /(/),  entao  ; 
funqao  velocidade  e v(t)  = s '(().  Isso  significa  que  a funqao  posicao  e uma  antiderivad 
da  funcao  velocidade.  Da  mesma  maneira,  a funqao  aceleraqao  e a{t)  — v'(t);  logo, 
funqao  velocidade  e uma  antiderivada  da  acele^icao.  Se  a aceleraqao  e os  valores  iniciai 
s(0)  e y(0)  sao  conhecidos,  entao  a funcao  posiqao  pode  ser  encontrada  antidiferenciando 
se  duas  vezes. 


EXEPPLG  1 Uma  partjcula  move-se  em  uma  reta  e tern  aceleraqao  dada  por 
«(/)  — 6t  + 4.  Sua  velocidade  inicial  e v(0)  = ~~ 6 cm/s,  e seu  deslocamento  inicial  e 
5(0)  = 9 cm.  Encontre  sua  funqao  posiqao  i'O). 

S0LUQA0  Como  v'(t)  — a(t ) — 6t  + 4,  a antidiferenciacao  da 

t 1 

v(t)  ~ 6 — + 4/  + C — 3C  + 4/  + C 
2 

Note  que  v(0)  — C.  Mas  temos  ^(0)  = — 6,  logo  C — — 6 e 

v(t)  = 3 11  + 4t  — 6 


Uma  vez  que  v(i)  — s\t),  s e a antiderivada  de  v: 

6 1 + D=t3  + 2 r - 6t  + D 


s(t)  “ 3 J + 4“ 


Isso  da  5(0)  = D.  Temos  5(0)  = 9,  logo  D = 9 e a funqao  posiqao  requerida  e 

,v(/)  - C + It1  - 6t  + 9 

Um  objeto  proximo  da  superficie  da  Terra  esta  sujeito  a uma  forqa  gravitacional  qi 
produz  uma  aceleraqao  para  baixo  denotada  por  g.  Para  um  movimento  proximo  a Ten 
devemos  pressupor  que  g e constante,  sendo  seu  valor  em  tomo  de  9,8  m/s"  (ou  32  pes/s‘ 

EXEMPL0  i Uma  bola  e arremessada  para  cima  com  uma  velocidade  de  48  pes/s  da 
margem  de  um  penhasco  432  pes  acima  do  solo.  Encontre  sua  altura  acima  do  solo  t 
segundos  mais  tarde.  Quando  ela  atinge  sua  altura  maxima?  Quando  atinge  o solo? 

S0LUQA0  O movimento  e vertical,  e escolhemos  o sentido  positivo  para  ser  para  cima. 
No  instante  t a distancia  acima  do  solo  e s(t)  e a velocidade  v{t)  esta  decrescendo.  Por- 
tanto,  a aeeleraqao  deve  ser  negativa,  e temos 

/ , dv 

a{t)  — — ==  —32 
at 


Fazendo  antiderivada,  temos 


v(t)  - -32 / + C 
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Fara  deiermmar  C usamos  a informacao  dad  a que  v{0)  — 48.  Isso  da  48  0 4-  C;  logo 

vit)  = -32 / 4-  48 

A altura  maxima  e atingida  quando  v(t)  = 0,  isto  e.  depots  de  1 ,5  s.  Uma  vez  que 
v'(;)  = r(?),  antidiferenciamos  outra  vez  e obtemos 

sit)  = -16 r 4-  48/  + D 


A Figura  7 mostra  a fungao  posicao 
da  bo  la  no  Exemplo  8.  O grafico  con- 
firma  nossas  conctusoes.  A boia  atinge 
sua  sltura  maxima  apos  de  1,5  s e 
atinge  o solo  apos  6,9  s. 

500 


0 


FIGURA  7 


Usando  o fato  de  que  ,v(0)  = 432,  temos  432  0 4 /)e  entao 

sit)  - - 16/ 2 -f  48/  4-  432 

A expressao  para  ,v(>)  e valida  ate  que  a boia  atinja  o solo.  Isso  acontece  quando  sit)  = 0, 
isto  e,  quando 

— 16/"  4-  48/  4-  432  — 0 

on.  de  maneira  equivalente,  t2  — 3/  - 27  — 0 

Usando  a formula  quadratics  para  resolver  essa  equagao  obtemos 

_ 3 ± 3y43 
1 ~ 2 


Rejeitamos  a solucao  com  o sinal  de  menos,  uma  vez  que  ela  fornece  um  valor  negativo 
para  /.  Portanto,  a boia  atinge  o solo  apos  3(1  + v 13  )/2  »6,9s. 


Exercicios 


Visa 


1—16  U:  Encontre  a antiderivada  mais  geral  da  fungao.  (Verifique 
sua  resposta  diferenciando.) 


1. 

fix) 

“ 6.x  ‘ — 8,r  4-  3 

2. 

fix) 

— 4 4 a2  — 5a3 

3. 

fix) 

= 1 - a ' + 5as  - 3.v7 

4. 

fix) 

- A20  + 4 A 10  + S 

5. 

fix) 

- 5a ■ - 7a-4 

6. 

fix)  ~- 

= 2a  + 3.V1,1 

7. 

fix)- 

£ 

i 

L* 

> 

ii 

8. 

f(x)- 

,>rr 

— V A t V X 

10 

10. 

5 - 4a3  + Za"' 

9. 

fix) 

A 

7(a): 

6 

11. 

m 

2 . o /— 

u + .iV« 

12. 

fix) 

X 

— 3<?  ’ + 7 seclv 

iF 

sen  0 

13. 

m 

— cos  0 - 5 sen  0 

14. 

A(0) 

cos" (0) 

15. 

fix) 

— 2a  4-  5(1  — a2  ) 1/2 

16. 

fix) 

a2  + x 4-  1 

A 

17- 

18  D 

Encontre  a antiderivada  t 

' de  / 

que  s. 

atisfaya  a condiyao 

dada.  Verifique  sua  resposta  eomparando  os  graficos  de  / e F. 

17.  f{x)  - 5x*  ~ 2xf  F(0)  4 

18.  fix)  «=  4 - 3(1  4-  x2r  \ F(l)  = 0 


19- 

-42  □ 

Encontre  /. 

19. 

fix) 

“ 6a  4-  12a2 

20. 

/"(a)  = 2 + a3  + A6 

21. 

/"(a) 

“ 1 + A 4/5 

22. 

/"(a)  — COS  A 

23. 

/"'(/) 

— e’ 

24. 

/'"(/)  = /'“%// 

25. 

fix) 

— 1 — 6a,  /(()) 

= 8 

26. 

fix) 

- 8a3  4-  12a  + 

3,  /(l)  = 6 

27. 

fix) 

- a/a  (6  + 5a),  /( 1)  = 10 

28. 

fix) 

- 2a  - 3/a\  a > 

0,  ./(I) 

3 

29. 

fit)- 

- 2 cos  / +■  sec  i , 

“•jt/2  < t < 

tt/2.  /(tt/3)  = 4 

30. 

fix) 

- 3a  2,  f{\)  * 

/(-l)  = 0 

31. 

fix ) 

= 2/a,  a < 0, 

/(— 1)  = 7 

32. 

fix) 

4/n  i A',  j 

(D  - i 

33. 

fix) 

-24  a2  + 2a  + 10, 

./'<!)  5, 

/'(1)=3 

34. 

fix) 

- 4 - 6 a ~ 40a3  , 

/(0)— 2, 

/'(0)—  1 

35. 

/"(»)= 

= sen  0 -f  cos  0, 

/(())—■  3 , / 

'(0)— 4 

36. 

fit)  = 

= 3/Vri  f(A)  = 

20,  /(  4) 

= 7 
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37.  2 - I2.r.  /( 0)^9.  /{2)-15 

38.  /"(.v )=  20. -v 5 + i 2.x2  + 4.  /{0)=  8 . /< 1 ) = 5 

39.  / "(x )=  2 + cos .v.  /(0)  — - I.  /(tr/2)  = 0 


49.  O grafico  de  / esta  rnostrado  na  figura.  Esboce  o grafico  de  f 
se  / for  contjnua  e /(0)  — — ] . 


0 40.  f"(r)~  2e  + 3 sen  /.  /(0)=0,  f(xr)  = 0 

| 41.  /"(.*)  = .v  '2.  .v  > 0.  /(])*(),  /(2)  — 0 i r -v * -r  iv) 

42.  — sen  x f(0)  — 1 . /'(0)  » 1 , /'’(())  - ! 

43.  Dado  que  o grafico  de  / passa  polo  ponto  ( 1 . 6)  e que  a inciina^ao  (>  I 

|f  de  sua  retatangente  em  {.v,  /(.v))e  2x+  Lcncontre/(2).  j 

44.  Encontre  uma  funcao  / tal  que  f’(x)  — x } e a reta  x + y — 0 
e tangente  ao  grafico  tie  /. 

|1  45-46  O grafico  de  uma  funcao  / esta  rnostrado.  Qual  grafico  e jj  50.  (a)  Use  urn  recurso  computacional  para  fazer  o grafico  de 
uma  antiderivada  tie  / e por  que?  fix)  = 2x  — 3 y.v. 


47.  O grafico  de  uma  funcao  esta  rnostrado  na  figura.  Faca  uni 
esboco  de  uma  antiderivada  de  F,  dado  que  HO)  = 0. 


v ; 

/ 

{ \ 
f \ 

0; 

X 

| 

| 

: 

(b)  Comecando  com  o grafico  da  parte  (a),  esboce  um  grafico 

da  antiderivada  F que  satisfaca  7(0)  1 . 

(c)  Use  as  regras  desta  secao  para  achar  uma  expressao  para  Fix). 

(d)  Faya  o grafico  de  F usando  a expressao  da  parte  (c).  Com- 
pare com  seu  esboco  da  parte  (b). 

jfjjj  51-52  ::::  Trace  um  grafico  de  / e use-o  para  fazer  um  esboco  da 
antiderivada  que  passe  pela  origem. 

51.  fix)  =sen(,v2),  0 **  x =£  4 

52.  fix)  - l/(.t4  + 1) 

53-54  : Um  campo  de  direcao  e dado  por  uma  fungao.  Use-o  para 
trayar  a antiderivada  F que  satisfaca  HO)  = -2. 

53.  54. 


48.  O gnifico  da  funcao  velocidade  de  um  carro  esta  rnostrado  na 
figura.  Esboce  o grafico  da  funcao  posicao. 


"f 


55-56  i;  Use  um  campo  de  direyao  para  fazer  o grafico  da 
antiderivada  que  satisfaca  HO)  — 0. 

sen.v 

55.  fix)  = . 0 < x < 2~ 

x 

56.  fix)  ~ x tg  x,  ~ tt/2  < x < rr/2 
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57.  Uma  funcao  e defmida  pelo  seguinte  dado  experimental.  Use  ■ 
utn  campo  de  direcao  para  esbocar  o grafico  de  sua 
antiderivada  se  a condi^ao  iniciai  e F(0)  = 0. 


58.  (a)  Trace  um  campo  de  direcao  para  a funcao  fix)  ~ l/x1  e 

use-o  para  esbocar  os  varios  membros  da  familia  de 
antiderivadas.  - 

(b)  Compute  a antiderivada  geraj  expjjcitamente  e esboce  as  varies 
antiderivadas  particulates.  Compare  com  a resposta  da  parte  (a). 
: ;5  iri  Uma  particula  move-se  de  acordo  com  os  dados  que  se 
seguem.  Encontre  a posi^ao  da  partfcula. 

59.  v{t)  — sen  / - cos  r,  ,v(0>  = 0 

60.  v(t)  ~ 1 ,5  ft,  s(4)  = 10 

61.  a(t)  = t ~ 2,  5(0)  - 1,  v(Q)  = 3 

62.  a(t)  = cos  t + sen  t , 5(0)  = (),  y(0)  = 5 

63.  a(t ) = 10  sen  t + 3 cos  t , j(0)  ~ 0.  s{2tt)  — 12 

64.  a(t)  — 10  + 3r  — 3t2,  5(0)  = 0,  s(2)  = 10 

65.  Uma  pedra  e lambada  de  um  posto  de  observacao  da  Torre  CN. 
450  m acima  do  solo. 

(a)  Determine  a distantly  da  pedra  acima  do  nivel  do  solo  no 
instante  t . 

(b)  Quanto  leva  para  a pedra  atingir  o solo? 

(c)  Com  que  velocidade  ela  atinge  o solo? 

(d)  Se  a pedra  for  atirada  para  baixo  com  uma  velocidade  de 
5 m/s,  quanto  tempo  Jevara  para  ela  atingir  o solo? 

66.  Mostre  que,  para  urn  movimento  em  uma  reta  com  aceleracao 
constante  a,  velocidade  iniciai  v0  e deslocamento  iniciai  j0,  o 
deslocamento  depois  do  instante  t e 

s = + l\)t  + 5() 

67.  Um  objeto  e lancado  para  cima  com  velocidade  iniciai  v0 
metros  por  segundo  a partir  de  um  ponto  s0  metros  acima  do 
solo.  Mostre  que 

[r-(t)]2  - vi  - 19,6[.y(r)  - ,y0] 

68.  Duas  bolas  sao  arremessadas  para  cima  a margem  de  um  penhasco 
no  Exemplo  8.  A primeira  e arremessada  com  uma  velocidade  de 
48  pes/s,  e a outra  e arremessada  1 segundo  depois,  com  uma 
velocidade  de  24  pes/s.  As  bolas  passam  uma  pela  outra  alguma  vez? 

69.  Uma  pedra  e hirgada  de  um  penhasco  e atinge  o solo  com  uma 
velocidade  de  120  pes/s.  Qual  a altura  do  penhasco? 

70.  Se  um  nadador  de  massa  m permanece  na  ponta  de  um  trampolim 
de  comprimento  L e densidade  linear  p,  o trampolim  (tea  com  a 
forma  da  curva  y - fix),  em  que 

Ely"  = mg{L  - .r)  + 1 fxj(L  - r)2 
q Eel  sao  constantes  positivas  que  dependent  do  materia!  do 
trampolim  e g(  < 0)  e a aceleracao  da  gravidade. 

(a)  Ache  uma  expressao  para  a forma  da  curva. 

(b)  Use/(L)  para  estimar  a distancia  da  horizontal  a ponta  do 
trampolim. 


VA 


71.  Uma  companhia  estinia  que  o custo  marginal  (em  dokires  por 
item)  de  produzir  x itens  e ! ,92  — 0,002  x.  Se  o custo  de  produzir 
um  item  for  $ 562,  encontre  o custo  de  produzir  100  itens. 

72.  A dens idadej inear  de  um  cabo  de  comprimento  I m e dado  por 
pix)  ~ 1/ y x,  em  gramas  por  centfmetro,  onde  x e medido  em 
centimetres  a paiiir  do  extremo  do  cabo.  Encontre  a massa  do  cabo. 

73.  Uma  vez  que  pingos  de  chuva  crescent  a medida  que  caem,  sua 
area  superficial  cresce  e.  portanto,  a resistencia  a sua  queda 
aumenta.  Um  pingo  de  chuva  tern  uma  velocidade  iniciai  para 
baixo  de  10  m/s  e sua  aceleracao  para  baixo  e 

(9  - 0.9/  se  0 <- 1 < 10 
a = ( 

(0  se  t > 10 

Se  o pingo  de  chuva  estiver  iniciaimente  a 5(M)  nt  acima  do 
solo,  quanto  tempo  ele  levara  para  cair? 

74.  Um  carro  esta  viajando  a 50  mi/h  quando  seu  condutor  freia 
completamente,  produzindo  uma  desaceleracao  constante  de  22 
pes/s2.  Qual  a distancia  percorrida  antes  de  o carro  parar? 

75.  Qual  a aceleracao  necessaria  para  aumentar  a velocidade  de 
um  carro  a 30  mi/h  para  50  mi/h  em  5 s? 

76.  Um  carro  e freado  com  uma  desaceieracao  constante  de 

16  pes/s2.  produzindo  marcas  de  derrapagem  medindo  200  pcs 
antes  de  parar  completamente . Quao  rapido  estava  o carro 
viajando  quando  o freio  foi  acionado  pela  primeira  vez? 

77.  Um  carro  esta  viajando  a 100  km/h  quando  o motorista  ve  um 
acidente  80  m adiante  e pisa  no  freio.  Qual  desaceleragao 
constante  e necessaria  para  parar  o carro  em  tempo  de  evitar 

a batida? 

78.  Um  modelo  de  foguete  e lancado  para  cima  a partir  do  repouso. 
Sua  aceleracao  para  os  tres  primeiros  segundos  e ad)  — 60r.  e 
nesse  interim  o combustivel  acaba,  e ele  se  transforma  em  um 
corpo  em  queda  livre.  Apos  17  s o para-quedas  do  foguete  se 
abre,  e a velocidade  (para  bai.xo)  diminui  linearmente  para  — 1 8 
pes/s  em  5 segundos.  O foguete  entao  cai  ate  o solo  naquela  taxa. 

(a)  Determine  a funcao  posicao  s e a funcao  velocidade  v 
(para  todo  instante  t).  Esboce  os  graficos  de  $ e v. 

(b)  Em  que  instante  o foguete  atingiu  sua  altura  maxima  e 
qual  e essa  altura? 

(c)  Em  que  instante  o foguete  atinge  a terra? 

79.  A alta  velocidade  do  trem-bala  acelera  e desacelera  a uma  taxa 
de  4 pes/s2.  Sua  velocidade  maxima  de  cruzeiro  e 90  mi/h. 

(a)  Qual  sera  a distancia  maxima  percorrida  pelo  trem  se  ele 
acelerar  a partir  do  repouso  ate  atingir  a velocidade  do 
cruzeiro  e permanecer  nessa  velocidade  por  15  minutos? 

(b)  Suponha  que  o trem  comece  a partir  do  repouso  e entao 
pare  completamente  em  15  minutos.  Que  distancia  maxima 
ele  podera  percorrer  nessas  condkoes? 

(c)  Encontre  o tempo  mmimo  para  o trem  percorrer  duas 
estacoes  consecutivas,  distantes  45  mi  uma  da  outra. 

(d)  A viagem  de  uma  estacao  para  outra  leva  37 ri  minutos. 

Qua!  a distancia  entre  as  estacoes? 
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4 Revisao 

1.  Explique  a difercnga  entre  urn  maximo  absoluto  e uni  maximo 
local,  llustre  com  urn  esbogo. 

2.  (a)  O que  nos  diz  o Teorema  do  Valor  Extremo? 

(b)  Explique  o funcionamento  do  Metodo  do  Intervalo 
Fechado. 

3.  (a)  Enuncie  o Teorema  de  Fermat. 

(b)  Defina  uni  numero  critico  de/ 

4.  (a)  Enuncie  o Teorema  de  Rolle. 

(b)  Enuncie  o Teorema  do  Valor  Medio  e de  uma  interpretagao 
geometrica. 

5.  (a)  Enuncie  o Teste  Crescente/Decrescente. 

(b)  Enuncie  o Teste  da  Concavidade. 

6.  (a)  Enuncie  o Teste  da  Derivada  Primeira. 

(b)  Enuncie  o Teste  da  Derivada  Segunda. 

(c)  Quais  as  vantagens  e desvantagens  relativas  desses  testes? 

7.  (a)  O que  nos  diz  a Regra  de  L’Hospital? 

(b)  Como  voce  pode  usar  a Regra  de  L’Hospital  se  tiver  um  pro- 
duto  f(x)g(x)  onde  f(x)  — > 0 e g( x)  --->  °°  quando  x — » al 


x — > a' i 

(d)  Como  voce  pode  usar  a Regra  de  L'Hospital  se  tiver  uma 
potencia  [/{x)]sW  onde  fix)  — > 0 e g(x)  0 quando 
x — > a? 

8.  Se  voce  tem  uma  calculadora  grafica  ou  computador,  por  que 

precisa  do  calculo  para  fazer  o grafico  da  fungao? 

9.  (a)  Dada  uma  aproximagao  initial  x.  para  uma  raiz  da  equagao 

fix)  = 0,  explique  geometricamente,  com  um  diagrama,  como 
a segunda  aproximagao  x2  no  metodo  de  Newton  e obtida. 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  x2  cm  termos  de  x> , fix  t)  e 
fix  i). 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  x„+i  era  termos  de  x„,fixn)  e 
fix,,). 

(d)  Sob  quais  circunstancias  o metodo  de  Newton 
provavelmente  falhara  ou  funcionara  rnuito  vagarosamente? 

10.  (a)  O que  e a antiderivada  de  uma  fungao /? 

(b)  Suponha  que  F|  e F2  seja  ambas  antidcrivadas  de  / em  um 
intervalo  /.  Como  estao  relacionadas  Fi  e Ff1. 
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(c)  Como  voce  pode  usar  a Regra  de  L’Hospital  se  tiver  uma 
diferenga  fix)  - g(x)  onde  fix)  ->  co  e g{x)  —>  x quando 


TESTES  FALSO-VERDADE  RO 


Determine  se  o enunciado  e verdadeiro  ou  falso.  Se  for  verdadetro,  explique  por  que 
Se  for  falso,  explique  por  que  ou  de  um  exemplo  que  nao  confirme  o enunciado. 

1.  Se  f’(c)  — 0,  entao / tem  um  maximo  ou  um  mmimo  local  em  c 

2.  Se  / tiver  um  valor  mfnimo  absoluto  em  c,  entao  /'(c)  = 0. 

3.  Se  / for  contfnua  em  (a,  b ),  entao  / atinge  um  valor  maximo 
absoluto  /(c)  e um  valor  mfnimo  absoluto  fid)  em  algum 
numero  c e d em  (a.  b). 

4.  Se  / for  diferenciavel  e /(—l)  — /(l),  entao  hd  um  numero  c 
tal  que  j c j < 1 e /'(c)  = 0. 

5.  Se  fix)  < 0 para  1 < x < 6,  entao  / e crescente  em  (1, 6). 

6.  Se  /"( 2)  = 0.  entao  (2,/(2))  e um  ponto  de  inflexao  da  curv'a 

v fix). 

7.  Se  fix)  — g'ix ) para  0 < x < 1 . entao  fix)  ==  g(x)  para 
0 < x < E 

8.  Ha  uma  fungao  / tal  que  /(l)  — — 2,/(3)  = 0 e fix)  > 1 
para  todo  x. 

9.  Ha  uma  fungao  / tal  que  fix)  > 0,  fix)  < 0 e fix)  > 0 para 
todo  x. 


10.  Ha  uma  fungao/ tal  que  fix)  < (),/’(  at)  < 0 e fix)  > 0 para 
todo  x. 

11.  Se  / e g forem  crescentes  em  um  intervalo  /,  entao  / + g 6 
crescente  em  /. 

12.  S e/eg  forem  crescentes  em  um  intervalo  /,  entao  f — g€ 
crescente  em  /. 

13.  Se  / e g forem  crescentes  em  um  intervalo  /.  entao  fg  e cres- 
cente em  /. 

14.  Se  / e g forem  funcoes  crescentes  positivas  em  um  intervalo  L 
entao  fg  e crescente  em  /. 

15.  Se  / for  crescente  e fix)  > 0 em  / entao  g(x)  = 1 /fix)  e 
decrescente  em  I. 

16.  A antiderivada  mais  geral  de  fix)  — x"2  e 

Fix)  * - — + C 

x 

17.  Se  fix)  existe  e e nao  nula  para  todo  x,  entao  /( 1)  # /( 0). 

18.  lim  ~ - 1 

x~>o  e" 
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1-S  . Encontre  os  valores  extremos  absolutos  e locais  da  funcao 
em  um  intervalo  dado. 


1.  fix')  = 10  + 27 x ~ a3.  [0.4] 

2.  /(a)  = A'  - VX  [0,4] 

3.  /U)  = -~- 7,  [-2.0] 

4.  fix)  - (.r  + 2a)C  [-2.  I] 

5.  /(a)  =.t+  sen  2a,  [0,  irj 

6.  /(a)  = (In  x)/xz  , [ 1 , 3] 

7-14  C Calcuie  o limite. 

7 *8  71  * O 1 ~ °OS  A 

/.  |tm 8.  ]jm — 

ln(  1 + x)  *-0  a"  + a 

e4x  - 1 -4x  <?Jx-1~4a 

9.  lim 19.  lim 

' a”  •1">x  x“ 

11-  lint  x'e  12.  lim  C In  t 

13.  yiml.~± L)  14.  lim  (tgxf,st 

( r - l In  A / v 

15-17  C Esboce  o graft co  de  uma  funcao  que  satisfaca  as 
condicoes  dadas. 

15.  /(())  = (),  /'(— 2)  —/'(!)  =/'(9)  — 0. 

lim x)  = 0.  lim, —6 /(.r)  = /'(a)  < 0 em 

—2),  (1 , 6),  e (9,  =°),  /'(a)  > 0 em  (—2, 1)  e 
(6. 9).  fix)  > 0 em  (— a>,  0)  e (12. »).  fix)  < 0 em 
{(),  6}  e (6, 12) 

16.  /(C))  — 0.  f e contfnua  e par,  fix)  — 2x  se 

0 < a < 1 . fix)  — - 1 se  1 < a < 3,  f’(x)  = 1 se  a > 3 

17.  / e (rnpar,  fix)  < 0 para  0 < a < 2,  /'(a)  > 0 para  x > 2, 
fix)  > 0 para  0 < x < 3,  fix)  < 0 para  a > 3, 
lim,...*.*  f(x)  « -2 

18.  A figure  mostra  o grafico  da  derivada  f de  uma  funcao  f . 

(a)  Em  quajs  intervalos  / e crescente  ou  decrescente? 

(b)  Para  que  valores  de  x a funcao  / tern  um  maximo  ou 
mini  mo  local  ? 

(c)  Esboce  o grafico  de  /". 

(cl)  Esboce  um  possivel  grafico  de  /. 


y a 
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Use  o roteiro  da  Secai 

o 4 .5  par 

a esbocar  a curva. 

19. 

v = 2 - 2a  - a3 

20. 

v — a'  -■  6 r:  - 1 5a  + 4 

21, 

li 

1 

22. 

1 

> _ j _ / 

22 

1 

I , 1 

A (a  --  3) 2 

A A + 1 

25. 

V * A -/(a  + 8) 

26. 

y a 4-  y 1 a 

27. 

y — Vy  2 + a 

28. 

1.. K 
■■■'■> 

1 

1.. K 
"> 

II 

29. 

y ~ senxv  - 2 cos  x 

30. 

v 4a  — tg  ,Q  -7 t/2< 

X < 7 if. 

2 

31. 

y = sen  '"‘(I/a) 

32. 

v = e1*""* 

33. 

v = e*  + e Xx 

34. 

y " ln(A2  - 1) 

4}- 38  Eaca  o grafico  de  / que  revele  lodos  os  aspectos  da  curva. 
Use  os  graficos  dc  /'  e f"  para  estimar  os  intervalos  crescente, 
decrescente,  valores  extremos,  intervalos  de  concavidade  e pontos 
de  inflexao.  No  Exercfcio  35,  use  o calculo  para  achar  exatamente 
essas  quatttidades. 

35.  / { x > - ^ ‘ 36.  fix)  — — ~™ — 

X'  " 1 - A 

37.  fix)  - 3a6  - 5a5  + a4  - 5a’  - 2a2  + 2 

38.  f{x)  = sen  a cos2a,  0 ^ x 2tt 

39.  Fa^a  o grafico  de  fix)  ~ e "]/x  em  uma  janela  de  inspepao  que 
mostre  toclos  os  principals  aspectos  dessa  funcao.  Estime  os  pon- 
tos de  inflexao.  Entao  use  o calculo  para  acha-los  exatamente. 

40.  (a)  Faca  o grafico  da  funcao  /(x)  ~ 1/(1  + eVx). 

(b)  Explique  a forma  do  grafico  eomputando  os  limites  de 
fix)  quando  a tende  a co,  ~w,  (r  e 0" . 

(c  ) Use  o grafico  de  / para  estimar  as  coordenadas  dos  pontos 
de  inflexao. 

(d)  Use  seu  CAS  para  computar  e fazer  o grafico  de  /". 

(e)  Use  o grafico  da  parte  (d)  para  estimar  mais  precisamente 
o ponto  de  inflexao. 

41.  Se  fix)  = arctg  (cos  (3  arcsen  a)),  use  os  graficos  de  /,  /'  e /" 
para  estimar  as  coordenadas  x dos  pontos  de  maximo,  mfnimo 
e pontos  de  inflexao  de  /. 

42.  Se  fix)  — In  (2a  + a sen  a),  use  os  graficos  de  /,  f e f"  para 
estimar  os  intervalos  de  crescimento  e os  pontos  de  inflexao  de 
/ em  um  intervalo  (0,  15). 

pH  43.  lnvestigue  a famflia  de  funcoes /(a)  - ln(sen  x + C).  Que 
aspectos  os  membros  dessa  famflia  tern  em  comum?  Como 
eles  diferem?  Para  quais  valores  de  C a funcao  f e contfnua  em 
(-00,  oc)?  Para  quais  valores  de  C a funcao  f nao  tem  grafico? 

O que  acontece  quando  C > oc? 


3S3 
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fil  44.  Investigue  a famtlia  de  funcoes  fix)  — cxe O que 

acontece  com  os  pontos  de  maxi  mo  e nii'nimo  e os  pom  os  de 
infiexao  quando  c varia?  llustre  suas  cone iu sees  fazendo  o gra- 
fico  tie  varies  membros  tSa  famtlia. 

45.  Mostre  que  a equacao  x‘v!  + .r"  + x .1  — 0 tem 
exatamente  uma  raiz  real. 

46.  S upon  ha  que  / seja  contfnua  ein  [0, 4],/(0)  = 1 e 2 f(x)  =S  5 

para  todo  x em  (0, 4).  Mostre  tjoe  9 /(4)  21 . 

47.  Aplicando  o Teorema  do  Valor  Medio  para  a fu nyao 
fix)  — x 1/5  em  um  intervalo  [32.  33).  mostre  que 

2 < \/33  < 2.0125 

48.  Para  que  valores  das  eonstantes  a e b ( 1 , 6)  e um  ponto  de 
infiexao  da  curva  y ™ x"  + ax2  + bx  + 1? 

49.  Seja  g(.x)  — fix 2 ),  onde  / e duas  vezes  diferenciavel  para  todo 
x,  fix)  > 0 para  todo  x # 0 e / e concava  para  baixo  em 

{— «,  0)  e concava  para  cima  em  (0, «}. 

(a)  Em  que  mimeros  g tern  um  valor  extremo? 

(b)  Discuta  a concavidade  de  g. 

50.  Encontre  tlois  inteiros  positivos  tal  que  a soma  do  primeiro 
mimero  com  quatro  vezes  o segundo  mimero  e .1 .000,  e o 
produto  dos  numeros  e o maior  possivel. 

51.  Mostre  que  a menor  di  stand  a do  ponto  (xj.  ys)  a uma  reta 
At  + By  *F  C “ 0 e 


indica  que.  para  cada  dolar  corn  red u? So  no  preyo  do  bilhete.  a 
media  da  frequencia  aumenta  em  1 .000.  Como  deve  ser 
estabelecido  o preco  do  bilhete  para  maximizar  o rendimento 
da  vends  de  entradas? 

ill  SO.  Um  labricante  determinou  que  o custo  de  fazerx  unidades  de 
uma  mercadoria  e C(x)  = j .800  4-  25x  - 0,2.x-  + 0.00 lx’  e a 
funcao  demands  e p(x)  — 48,2  - 0,03.x 

(a.)  Faca  o grafico  das  luncoes  custo  e rendimento  e use  os 

graft  cos  para  estimar  o ravel  de  produyao  para  o lucre  maximo. 

(b)  Use  o calculo  para  achar  o ravel  de  producao  para  o lucro 
maximo. 

(c)  Estime  o nivel  de  producao  que  minimize  o custo  medio. 

61.  Use  o metodo  de  Newton  para  achar  a raiz  da  equacao 
x5  - x'5  + 3x2  - 3x  -2  = 0 no  intervalo  [ 1 , 2]  correta  ate  a sexta 
casa  decimal. 

62.  Use  o metodo  de  Newton  para  achar  todas  as  raizes  da  equagao 
sen  x = .r  - 3:v  + 1 corretas  ate  a sexta  casa  decimal 

63.  Use  o metodo  de  Newton  para  achar  o maximo  absolute  da 
fungao/(/)  = cos  t + t ~ t com  precisao  ate  a oitava  casa 
decimal. 

64.  Use  os  passos  descritos  na  Segao  4.5  para  esbogar  o grafico  da 
curva  y ~ x sen  x,  0 x 2'tt.  Use  o metodo  de  Newton 
quando  for  necessario. 

65-72  ::  Encontre  fix). 


| Art  + Bj]  + C\ 
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52,  Encontre  o ponto  sobre  a hiperbole  xy  = 8 que  esta  mats 
proximo  ao  ponto  (3, 0). 

53,  Encontre  a menor  area  possivel  de  um  triangulo  isosceles  que 
esta  circuit scri to  em  um  circulo  de  raio  r. 

54,  Encontre  o volume  do  maior  cone  circular  que  pode  ser 
inscrito  em  uma  esfera  de  raio  r. 


55.  Em  A ABC.  D esta  em  AB.  CD  X.  AB . [ AD  ] = | BD  j = 4 em 
e | CD  | — 5 cm.  Onde  estaria  o ponto  P escothido  em  CD  para 
a soma  j PA  \ + | PB  j + [ PC  | ser  minima? 

56.  Faya  o Exercicio  55  quando  | CD  j = 2 cm. 

57.  A velocidade  de  uma  onda  de  eomprimento  L em  agua 
profunda  e 


58. 


v » K 


C 

L 


onde  K e C sao  eonstantes  positivas  conhecidas.  Qual  e o 
eomprimento  da  onda  que  da  a velocidade  minima? 


Um  tanque  de  armazenamento  de  metal  com  volume  V deve 
ser  construido  com  a forma  de  um  cilindro  circular  reto  com 


um  hemisferio  em  cima.  Quais  as  dimensoes  que  vao  exigir  a 
menor  quantidade  de  metal? 


59.  Uma  quadra  de  esportes  tem  capacidade  para  15  mil  espectadores 
sentados.  Com  o preco  do  bilhete  a $ 12,  a frequencia  media  em 
um  jogo  e de  11  mil  espectadores.  Uma  pesquisa  de  mercado 


65.  fix)  = Vx5  - 4- 

v-r 

66.  f’ix)  — 8x  — 3 seed 

67.  fix)  - e2  -(2/\fx) 

68.  f(x)  = 2/(1  + x-2),  /(())  - -1 

69.  fit)  = 2r-  3 sen  t,  /(())  - 5 

if  + Vi/ 

70.  /(h)  — , fil)  - 3 

it 

71.  fix)  = 1 - 6x  + 48x%  /( 0)  = I,  /'( 0)  = 2 

72.  fix)  - 2x'  4-  3.r  - 4x  4-  5,  /(())  = 2,  /(l)  = 0 

73.  (a)  Se  fix)  ~ 0.1  e*  + sen.x,  -4  x « 4,  use  um  grafico  de 

f para  esbogar  um  grafico  da  antiderivada  F de  / que 
satisfaga  FiO)  = i). 

(b)  Encontre  uma  expressao  para  Fix). 

(c)  Faca  o grafico  de  F usando  a expressao  da  parte  (b). 
Compare  com  seu  esboco  da  parte  (a). 

§|§  74.  Investigue  a famtlia  de  curvas  dada  por  fix)  x4  + x"  + cx~. 
Em  particular  voce  deve  determinar  o valor  transicional 
de  c segundo  o qual  a quantidade  de  numeros  crfticos 
varia  e o valor  transicional  em  que  o mimero  de  pontos  de 
infiexao  varia.  llustre  as  van  as  possfveis  formas  com  os 
graficos. 
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75.  Uffla  caixa  de  metralhadora  e Jancada  de  uin  helieoptero  a 


500  m acima  do  chao.  Seu  para-quedas  nao  abre.  mas  ela  foi 
planejada  para  suportar  uma  velocidade  de  impacto  de  100 
rn/s.  Ela  suportara  o impacto  ou  nao? 


76.  Em  uma  corrida  automobilfstica  ao  longo  de  uma  estrada  ret  a. 
o carro  A passou  o carro  B duas  vezes.  Prove  que  em  algum 
instante  durante  a corrida  suas  aceleracoes  eram  iguais. 
Estabele^a  suas  hipoteses. 


77.  Uma-viga  retangular  sera  cortada  de  uma  tora  de  madeira  com 
raio  de  10  polegadas. 

(a)  Mosfre  que  a viga  de  area  seccional  transversal  maxima  e 
urn  quadrado. 

(b)  Quatro  pranchas  retangulares  serao  cortadas  de  cada  uma 
das  quatro  secoes  da  tora  que  restarao  apos  o corte  da  viga 
quadrada.  Determine  as  dimensoes  das  pranchas  que  terao 
area  transversal  maxima. 


(c)  Suponha  que  a resistencia  de  uma  viga  retangular  seja 
proporciona!  ao  produto  de  seu  comprimento  e o quadrado 
de  sua  profundidade. 

Encontre  as  dimensoes  da  viga  mais  resistente  que  pode 
ser  cortada  de  uma  tora  cilindrica. 


j*~- ~ largura  ~ — ►] 


78.  Se  um  projetil  for  disparado  com  uma  velocidade  inicial  v em 
uni  angulo  de  inclinacao  6 a partir  da  horizontal,  entao  sua  tra- 
jetoria.  desprezando  a resistencia  do  ar.  e uma  parabola 


v = (tg  0).x 


2v2  cos  0 


(a)  Suponha  que  o projetil  seja  disparado  da  base  de  um  piano 
que  esta  inclinado  em  um  angulo  a,  a > 0,  a partir  da 
horizontal,  como  mostrado  na  figura.  Mostre  que  o alcance 
do  projetil,  medido  a partir  de  sua  inclinacao,  e dado  por 


2 tr  cos  0$en(d  — a) 


g cos“a 


(b)  Determine  0 tal  que  R seja  um  maximo. 

(c)  Suponha  que  o piano  esteja  em  um  angulo  a abaixo  da 
horizontal.  Determine  o alcance  Rco  angulo  segundo  o 
qual  o projetil  deve  ser  disparado  para  maximizar  R, 


79.  Uma  !uz  deve  ser  colocada  no  topo  de  um  poste  com  h pes  de 
altura  para  iluminar  um  circulo  de  trafego  intense  com  raio  de 
40  pes.  A intensidade  de  iluminacao  / em  qualquer  ponto  P 
sobre  o circulo  e diretamente  proporcional  ao  cosseno  do 
angulo  ()  (veja  a figura)  e inversamente  proporcional  ao 
quadrado  da  distancia  d da  fonte  de  luz. 

(a)  Que  aitura  deve  ter  o poste  para  maximizar  /? 

(b)  Suponha  que  o poste  tenha  h pes  de  altura  e que  uma  mulher 
afasta-se  da  base  do  poste  a uma  taxa  de  4 pes/s.  Com  que 
taxa  a intensidade  da  luz  em  um  ponto  sobre  suas  costas  4 
pes  acima  do  chao  decresce  quando  ela  atinge  a borda  do 
circulo  do  trafego? 


80.  A agua  ilui  a uma  taxa  constante  dentro  de  um  tanque  esferico. 

Denote  por  V(t)  o volume  de  agua  no  tanque  no  instante  de 

tempo  t. 

(a)  Quais  sao  os  significados  de  V'(t)  e Estas  derivadas 
sao  positivas,  negativas  on  iguais  a zero? 

(b)  V"(t)  e positiva,  negativa  ou  zero?  Explique. 

(c)  Sejam  t,  , t2,  e h os  tempos  nos  quais  o tanque  esta  urn 
quarto  cheio,  metade  cheio  e tres  quartos  cheio, 
respectivamente.  Os  valores  //'(b),  H”(t2)  e H"(t3)  sao 
positivos.  negativos  ou  iguais  a zero?  Por  que? 

81.  Mostre  que  para  x > 0,  temos 


< ta:  It  < x 


82.  Esboce  o grafico  da  funcao  / tal  que  fix)  < 0 para  todo  x, 
fix)  > 0 para  Ltf  > 1 ,/”(jc)  < 0 para  1x1  < 1 e 
lim  fix)  + x]  = 0, 


Urn  dos  mais  importantes  principios  do  problema-solueao  e a analogic.  Se  voce  esta  tendo 
dificiddades  em  comecar  a tratar  um  problema.  e algumas  vezes  proveitoso  ciar  infcio 
resolvendo  um  similar,  porem  mais  simples.  O problema  a seguir  ilustra  o principio.  Cubra 
completamente  a solueao  e tente  resolve- lo  primeiro,  voce  mesmo. 


I&empio  Se  x,  y e z forem  numeros  positives,  prove  que 

(x2  + I )(  v2  + 1MV  + i) 


Solueao  Pode  ser  diffcil  tratar  esse  problema.  (Muitos  estudantes  o atacaram  niultipli- 
cando  o numerador,  mas  isso  somente  cria  uma  confusao.)  Vamos  tentar  pensar  em  um 
problema  mais  simples  e similar.  Quando  diversas  variaveis  estao  envoi vidas,  e freqiien- 
temente  proveitoso  pensar  em  um  problema  analogo  com  menos  variaveis.  No  caso 
presente  podemos  reduzir  o numero  de  variaveis  de  tres  para  um  e provar  a desigualdade 
analoea. 


2 para  x > 0 


De  fato,  se  formos  capazes  de  provar  (1),  entao  segue  a desigualdade  desejada,  pois 


{ v ~ + l)(v2  + i)(r  + i)  l X1  + l \ly  + l 


3*  2 • 2 * 2 = 8 


A chave  para  provar  (1)  esta  em  reconhecer  que  e uma  versao  disfarpada  de  urn 
problema  de  minimo.  Se  fizermos 


x~  + 1 1 

= x d X > 0 

X -V 


entao  f'(x)  = 1 - (1/jc2),  logo  fix)  = 0 quando  x = 1 . Tambem.  fix)  < 0 para 
0 < x < 1 e f’(x)  > 0 para  x > i . Consequentemente,  o valor  minimo  absoluto  de  / e 
/(!  ) = 2.  Isso  significa  que 


x:"  + 1 


s?  2 para  todos  os  vajores  de  x 


0 que  voce  aprencteu  da  solugao  para 
esse  exemplo? 

:::  Para  resolver  um  problema 

envoi vendo  diversas  variaveis,  pode 
ser  proveitoso  resolver  um 
problema  analogo  com  somente 
uma  variavel. 

Quando  tentar  provar  uma 
desigualdade,  pode  ser  de  ajuda 
pensa-la  como  um  problema  de 
maximo  ou  de  minimo. 


e,  como  anteriormente  mencionado,  a desigualdade  dada  segue  pela  multiplicacao. 
A desigualdade  em  (1)  pode  tambem  ser  provada  sem  calcuio.  De  fato,  se  x > 0, 


x~  + 1 


x2  + i 5=  2x 


<^d>  (;c  — 1 f ^ () 


lx  + 1 » o 


Como  a ultima  desigualdade  e obviamente  verdadeira,  a primeira  tambem  o e. 


1.  Se  um  retaji gulo  liver  sua  base  em  urn  eixo  x e tluas  vertices  sobre  a curva  v = e { \ mostre 
que  o retangulo  tem  a maior  area  possivel  quando  os  dois  vertices  estao  nos  pontos  tie  tnfle.xac 
da  curva. 

2.  Mostre  que  jsenx  - cos  x | as  f2  para  todox. 

3.  Mostre  que.  para  todos  os  valores  positivos  de  x e v. 


4.  Mostre  que  xV(4  --  x'  )(4  - y2)  !6  para  todos  os  numeros  x e y tal  que  \x  j 2 e j v j *S  2. 

5.  Se  a e b sao  numeros  positivos,  mostre  que  nenhum  dos  numeros  a{ } ■■■■  b)  e b(  i - a)  pode  ser 
maior  do  que 

6.  En centre  o ponto  sobre  a parabola  y~  l — t‘  no  qua]  a reta  tangente  corfa  do  primeiro 
quadrante  o triangulo  com  a menor  area. 
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7.  Encontre  o ponto  mais  alto  e o mais  baixo  sobre  a curva  x2  + xv  + y2  — 12. 

8.  Esboce  o conjunto  tie  todos  os  pontos  (x.  v)  tais  que  lx  + vl  *£  e\ 

9.  A reta  y — mx  + b intersecta  a parabola  y — x~  nos  pontos  A e B (veja  a figura).  Encontre  o 
P°nto  P s°bre  o arco  AOB  da  parabola  que  maximize  a area  do  triangulo  PAB. 

10.  Encontre  uma  luncao  / tal  que  /'(-l)  = | ,/'{())  « 0.  e fix)  > 0 para  todo  x,  ou  prove  que 
essa  funcao  nao  pode  existir. 

11.  Determine  os  valores  do  mimero  a para  os  quais  a funcao /nao  tenha  ponto  critico: 

/ (x)  — (a 2 + a - 6)  cos  2x  + (a  - 2)x  + cos  .1 

12.  Esboce  a regiao  do  piano  que  consiste  em  todos  os  pontos  de  (x,  y)  tal  que 

2 xy  =£  jx  — vj  sg  x7'  -f  v! 


13.  Seja  ABC  um  triangulo  com  LB  AC  = 120°  e j AS  | • | AC  j = 1 . 

(a)  Expresse  o comprimento  do  angulo  bissector  AD  em  termos  de  x = \AB\. 

(b)  Encontre  o maior  valor  possivel  de  j AD  | . 

14.  ABCD  e um  pedaco  do  quadrado  tie  papel  com  lados  tie  comprimento  1 m.  Um  quarto  do 
cfrculo  e tracado  de  B a D com  centre  em  A.  O pedaco  de  papel  e dobrado  ao  longo  de  EF. 
com  E em  AB  e b em  AD,  de  tal  forma  que  A caia  sobre  o quarto  de  cfrculo.  Determine  a area 
maxima  e a minima  que  o triangulo  AEF  pode  ter. 


15.  Para  quais  numeros  positivos  a a curva  y ~ ax  intersecta  a reta  v = x? 


16.  Para  que  valores  de  a e verdade  que 


Jim 


x + a 
x — a r 

17.  Seja  j (x)  = al  sen  x + a2  sen  2x  + ■■■  + an  sen  nx,  ancle  a > , a?. . . . , a„  sao  numeros  reals  ene 
um  inteiro  positivo.  Se  for  dado  que  i f(x)  | «£  j senx  j para  todo  x,  mostre  que 

[ a i + 2a  2 + • • • -f  na„  j - I 


366 
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18.  Um  arco  tie  cfrculo  PQ  subtende  uni  angulo  central  como  na  figura.  Seja  A(0)  a area  entre  a 
corda  PQ  e o arco  PQ.  Seja  Bit))  a area  entre  as  ret  as  tangentes  PR.  QR  e o arco.  Encontre 


lint 


MO) 

BiO) 


19.  As  velocidades  do  som  c,  em  uma  caniada  superior  e c>  em  tuna  camada  inferior  e a espessura  h 
da  caniada  superior  pode  ser  determinada  pela  exploracao  sfsmica  se  a velocidade  do  som  na 
camada  inferior  for  maior  que  a velocidade  do  som  na  caniada  superior.  Uma  carga  de 
dinamite  e detonada  em  um  ponto  P e os  sinais  transmitidos  sao  registrados  em  um  ponto  Q.  o qur 
esta  distante  de  P por  uma  distancia  D.  O primeiro  sinal  leva  7j  segundos  para  chegar  ao  ponto  Q 
{tela  superffcie.  O proximo  sinal  viaja  do  ponto  P ao  ponto  R.  do  ponto  R para  o ponto  S na  camad 
inferior  e dal  para  o ponto  Q e leva  T2  segundos  para  fazer  este  percurso  todo.  O terceiro  sinal  e 
refletido  na  camada  inferior  no  ponto  medio  de  RS  e leva  T\  segundos  para  chegar  em  Q. 

(a)  Escreva  , T2  e T?  em  termos  de  I) . h . <q,  c2  e 0. 

(b)  Mostre  que  T2  assume  o seu  valor  inlnimo  em  sen  0 = tq/cq. 

(c)  Suponha  que  D = 1 km.  7j  — 0,26  s,  T2  ~ 0,32  s,  7\  — 0,34  s.  Ache  cq,  c2  e h. 


t i 


D Q 



, Velocidade  do  som  = c3  / | 

/ — i 

/ n ! 

x ni 

L_ 

R O S 

V elocidade  do  sotn  ~ c? 
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N OTA  1 • A geoffsica  usa  essa  tecnica  para  estudar  a estrutura  da  camada  da  Terra,  quando 
esta  a procura  de  oleo  ou  examinando  falhas  estruturas  do  terreno. 

20.  Para  quais  valores  de  c existe  uma  reta  que  intercepta  a curva 

y — .v4  +•  ca'3  + iZr’  - 5a  +2 

em  quatro  pontos  distintos? 

21.  Um  dos  problemas  propostos  pelo  marques  de  L’  Hospital  em  seu  livro  Analyse  des  Infmimen 
Petits  diz  respeito  a uma  polia  que  esta  presa  ao  teto  de  um  cornodo  em  um  ponto  ( por  uma 
corda  de  comprimento  r.  Em  outro  ponto  B do  teto,  a uma  distancia  d de  C (onde  d > r),  um; 
corda  de  comprimento  ( e amarrada  e essa  corda  passa  pela  polia  em  um  ponto  t e temos 
conectada  a ela  um  peso  Hi  O peso  e liberado  e chega  ao  seu  ponto  de  equilibrio  na  post9ao 
D.  L'  Hospital  argumentou  que  esse  equilibrio  ocorre  quando  1 ED\  e maximizado.  Mostre  que 
quando  o sistema  alcanqa  o equilibrio,  o valor  de  x e 

y / ' 7 o . 

— (r  + -v/r"  4-  8<T  ) 

4 d 


Observe  que  essa  expressao  independe  de  W e ( . 

22.  Dada  a uma  esfera  de  raio  r,  ache  a altura  da  piramide  de  menor  volume  cuja  base  e um 
quadrado  e cujas  bases  e faces  triangulares  sao  todas  tangentes  a esfera.  E,  se  a base  da 
piramide  fosse  um  poligono  com  n lados  e angulos  iguais?  (Use  o fato  de  que  o volume  da 
piramide  6 ~Ah,  otide  A e a area  da  base.) 

23.  Suponha  que  lima  bola  de  neve  de  maneira  que  seu  volume  decresca  a uma  taxa  proporciona 
a area  de  sua  superffcie.  Se  leva  tres  boras  para  a bola  de  neve  derreter  para  a metade  de  seu 
volume  original,  quando  demorara  para  a boia  de  neve  derreter  completamente ? 

24.  Uma  bolha  hemisferica  e colocada  em  uma  bolha  esferica  de  raio  1 . Um  bolha  hemisferica 
menor  e entao  colocada  dentro  da  prirneira  bolha.  O processo  continua  ate  que  sejam  forrna- 
dos  n compart iment os,  incluindo  a esfera.  (A  figura  rnostra  o caso  para  n — 4.)  Use  a induqai 
matematica  para  provar  que  a altura  maxima  de  qualquer  torre  de  bolhas  com  n compartimen 
tos  e dada  pela  expressao  1 + 4n. 
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Para  Calcular  uma  area,  aproximamos 
a regiao  por  retangulos  e fazemos 
com  que  o numero  de  retangulos  se 
tome  cada  vez  maior.  A area  exata 
sera  o limite  das  sornas  das  areas  dos 
retangulos. 


Agora  e um  bom  momento  de  ier 
(ou  reler)  a segao  Uma  Apresentagao 
do  Calculo  (pagina  2).  Eta  di scute  a 
unificagao  das  ideias  do  Calculo  e 
ajuda  a nos  por  em  perspectiva  de 
onde  estamos  e para  onde  vamos. 


No  Capftulo  2 usamos  os  probiemas  da  tangente  e da  velocidade  para  introduzir  a 
derivada,  que  e a ideia  central  do  calculo  diferencial.  Neste  capftulo  comegamos  com 
os  probiemas  da  area  e da  distancia  e vamos  usa-los  para  formular  a ideia  de  uma 
integral  definida,  que  e o conceito  basico  do  calculo  integral.  Veremos  nos  Capitulos 
6 e 8 como  usar  a integral  para  resolver  os  probiemas  concernentes  a volumes, 
comprimentos  de  curvas,  predigoes  populacionais,  saida  de  sangue  do  coragao,  forga 
sobre  um  dique,  trabalho,  excedente  de  consumo  e beisebol,  entre  muitos  outros. 

Ha  uma  conexao  entre  o calculo  integral  e o diferencial.  O Teorema  Fundamental 
do  Calculo  relaciona  a integral  com  a derivada  e veremos,  neste  capftulo,  que  isso 
stmplifica  bastante  a soiugao  de  muitos  probiemas. 


■ijljgl 

3.1  Areas  e Distancias 


Nesta  segao  vamos  descobrir  que  na  tentativa  de  achar  a area  sob  uma  curva  ou  a distan- 
cia percorrida  por  um  carro,  vamos  acabar  tendo  o mesmo  tipo  especial  de  limite. 

I O Problema  da  Area 

Comecamos  por  tentar  resolver  o problema  da  area : achar  a area  de  uma  regiao  S que  esta 
sob  a curva  y — f(x)  de  a ate  b.  Isso  significa  que  S,  ilustrada  na  Figura  1 , esta  limitada 
pelo  grafico  de  uma  fungao  con tmua/ [onde  f(x)  2s  Oj,  as  retas  verticals  x — a e x — b, 
e o eixo  x. 


Ao  tentar  resolver  o problema  da  area  devemos  nos  perguntar:  qua!  o significado  da  palavra 
area ? Essa  questao  e facil  de  ser  respondida  para  as  regioes  com  lados  retos.  Para  um  retan- 
gulo  a area  e definida  como  o produto  do  comprimento  e da  largura.  A area  de  um  triangulo  e 
a raetade  da  base  vezes  a altura.  A area  de  um  poligono  pode  ser  encontrada  dividindo-o  em 
triangulos  (como  na  Figura  2)  e a seguir  somando-se  as  areas  dos  triangulos. 


FIGURA  2 


Nao  e tao  facil,  no  entanto,  encontrar  a area  de  uma  regiao  com  lados  curvos.  Todos  nos 
temos  uma  ideia  intuitiva  do  que  e a area  de  uma  regiao.  Mas  parte  do  problema  da  area  e 
tomar  precisa  essa  ideia  intuitiva  dando  uma  definigao  exata  de  area. 
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Lembre-se  tie  que.  ao  dcfimr  unia  iangente.  primeiro  aproximamos  a inciinacao  da"  rcKi. 
tangeme  por  inelinaeoes  de  rctas  secanics  e entiio  loniamos  o jirnitc  dessas  aproximacocs. 
Lana  ideia  similar  sera  usatia  acjui  para  as  areas.  Em  primeiro  lugar  aproximamos  a regiao 
S por  rctangulos  e depots  loniamos  o limile  das  areas  desses  retangulos  a medida  que 
amnent a mos  o mirnero  de  retangulos.  Os  exemplos  a seguir  ilustrarn  esse  procedimento. 


tAt^KLU  1 Use  os  retangulos  para  estimar  a area  sob  a parabola  v — ,v  de  0 ate  1 fa 
regiao  parabdliea  S ilustrada  na  Figura  3). 


,v' 

i 

V = A1 

■j  (i. 

/ 

s 

FIGURA  3 

' o' 

i 

FIGURA  4 


SOLUQAO  Notamos  primeiro  que  a area  de  S deve  estar  eni  algum  lugar  entre  0 e 1 , pois 
S esta  contida  em  um  quadrado  com  comprimento  de  lado  1,  mas  certamente  podemos 
fazer  melhor  que  isso.  Suponha  que  S seja  dividida  em  quatro  faixas  .V,.  ,Y..  5?  e S4_ 
tracando  as  retas  verticals  x — jj.  x — ; e x = como  na  Figura  4(a). 


/ ( l . l ) 
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5:  / 
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do 
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(b) 


Podemos  aproximar  cada  faixa  por  um  retangulo  com  base  igual  a Jargura  da  faixa  e 
altura  igual  ao  lado  direito  da  taixa  [veja  a Figura  4(b)j.  Em  outras  palavras.  as  alturas 
desses  retangulos  sao  os  valores  da  funcao  fix)  = ,x~  nos  extremos  direitos  dos  subinter- 
valos  [0.  :f j . [l . f] . [ i . ] ] e [ ) . I ] . 

Cada  um  dos  retangulos  tem  largura  e as  alturas  sao  (.!  )2.  (;)2,  (|)2  e F\  Se  chamar- 
mos  R.  , a soma  das  areas  desses  retangulos  aprox  ini  antes,  obteremos 

Ri  ^ .!  ‘ (\Y  + ! ■ (0“  + J • \yf  + ‘ ’ I2  =■  y = 0,46875 
14a  Figura  4(b)  vemos  que  a area  A de  S e menor  do  que  R.\ . logo 

A < 0.46875 

Em  vez  de  usar  os  retangulos  na  Figura  4(b)  podemos  usar  os  retangulos  menores  na 
Figura  5,  cujas  alturas  sao  os  valores  de/nos  extremos  esq  net  dos  dos  subintervalos. 

(O  retangulo  mais  a esquerda  desapareceu.  pois  sua  altura  e 0.)  A soma  das  areas  desses 
retangulos  aproximantes  e 


FIGURA  5 
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Li  — I • O2  + ] * (If  + I • (If  + ‘ . (!)-  = 1 = 0.21875 
Vimos  que  a area  de  S e major  que  Lx.  assim,  temos  estimativas  inferior  e superior  para  A: 

021875  < A < 0.46875 

Podemos  repetir  esse  procedi mento  com  urn  numero  maior  de  faixas.  A Figura  6 
mostra  o que  acontece  quando  dividimos  a regiao  S em  oito  faixas  com  a mesma  largura. 


FtGUBA  6 

Aproximando  S com  oito  retanguios 


v ~ .r:  / 


/(1. 1} 

— A 

/ 

/ 
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1 

Ml.  i) 


1 -V 


(a)  Usando  os  extremos  esquerdos  (b)  Usando  os  extremos  direitos 


Coinputando  a soma  das  areas  dos  retanguios  menores  (Li)  e a soma  das  areas  dos 
retanguios  maiores  (R s),  obtemos  estimativas  inferior  e superior  rnelhores  para  A: 


0,2734375  < A < 0,3984375 


Assim,  uma  resposta  posstvel  para  a questao  e dizer  que  a verdadeira  area  de  S esta  em 
algum  iugar  entre  0,2734375  e 0,3984375. 

Podemos  obter  rnelhores  estimativas  aumentando  o numero  de  faixas.  A tabela  na 
lateral  mostra  os  resuitados  de  calculos  similares  (com  um  computador)  usando  n retan- 
guios eujas  alturas  sao  encontradas  com  os  extremos  esquerdos  (L„)  ou  com  os  extremos 
direitos  (/?„)•  Em  particular  vemos  que  usando  50  faixas  a area  esta  entre  0,3234  e 
0.3434.  Com  1 .000  faixas  conseguimos  estreitar  a desigualdade  ainda  mais:  A esta  entre 
0,3328335  e 0,3338335.  Uma  boa  estimative  e obtida  fazendo-se  a media  aritmetica 
desses  numeros:  A ~ 0.3333335. 


Dos  valores  na  tabela  parece  que  R„  aproxima-se  de  \ a medida  que  aumentamos  n. 
Vamos  confirmar  isso  no  proximo  exemplo. 

EXEMPLO  2 □ Para  a regiao  S do  Exemplo  1 , mostre  que  a soma  das  areas  dos  retangu- 
ios aproximantes  superiores  tende  a {,  isto  e, 

lim  Rn  ~ I 

a > ** 


FIGURA  7 


S0LUQA0  Rn  e a soma  das  areas  dos  n retanguios  na  Figura  7.  Cada  retangulo  tem  uma 
largura  1 In,  e as  alturas  sao  os  valores  da  funcao  fix)  = x nos  pontos 
l/n.2/n.3/u, . . . . n/n : isto  e.  as  alturas  sao  (1/nE.  (2/u)2.(3/n)2 (n/n)~ . 


/f 


Neeessilamos  aqui  da  formula  para  a soma  dos  quadrados  dos  n primeiros  inteiros  positivos; 


n\n  \ IK 2//  ! It 


Falvez  voce ja  tenha  vi.sto  essa  Formula  antes.  Ela  esta  pi'ovada  no  Fxempio  5 do  Apendice  !.. 
SubstiUiindo  a f ormula  1 cm  nossa  expressao  para  R.:,  oblemos 


A\, 


nin  - i )[2n  + 1)  (//  + 1 1(2/2  + 1) 

6 6 n - 


Assim  ternos 


Es tamos  cornputando  aqui  o iimite 
d a e q i ) e r i c ia  {R } . As  s e q G 6 n c i a s 
foram  discut  Idas  a nteriorrr.cn  to  e st«ac 
esTudadss  em  detalhcs  no  Capitulo  1 1 
d o Vo  I u m c ! 1 . Sous  Similes  s a o 
catculados  da  mesrria  forma  que  os 
li mites  no  infinite  iSecao  2.G).  Em 
p c r t i c u I a r,  s a be  mo  s q u e 
1 

lim  — 0 


Jim  A’,..  lim 


in  f"  1 )i2n  J ) 


6 tr 
1 / n ■*  1 


— lim  — 

-i  6 


lim  — 

6 \ n 

7*1*7  — 


Pode  ser  mostrado  que  as  somas  aproximantes  e mleriores  tambem  tendem  a f j sto  e. 

Jim  — 1 

Das  Figuras  8 e 9 ventos  que.  a medida  que  ailment  at  nos  n.  tanlo  como  R,;  tornam-se 
aproximaeoes  cada  vez  melhores  da  area  tie  S.  Portanlo  dejuumos  a area  A eorno  o Iimite 


n JO  R - 0.385 


-/ 


__ix 

r:X  ..  !.. 


! I 


n - 30  R ■=  0.3503 


H H 1 1 ! ! 1 1 


o r 


Mi  ! IN 


n 50  R 0.3434 


h 

#!  !ni  ' 
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F iGURA  8 


das  so  mas  das  areas  dos  retanguios  aprox  ini  antes,  isto  e, 

A = lim  Rn  — lim  Ln  — h, 

ft * *'•  n * 

Vamos  aplicar  a ideia  dos  Exempios  1 e 2 para  regioes  mats  gerais  de  5 da  Figura  1 
Comegamos  por  subdividir  5 em  n faixas  Si,  Sz, . ...  S»  de  igual  largura,  como  na  Figura  10 
A largura  do  intervalo  [a,  b]  e b — a\  ass i no  a largura  de  cada  lima  das  n faixas  e 


n 

Essas  faixas  dividem  o intervalo  [a,  b]  em  n subintervalos 

[.x-o ; .r  i ] . [x  i , x2  ] , ■ [x2  , x3  ] , . , - , [ay  • 1 1 Xfi  ] 
onde  .Vo  — a e x„  = b.  Os  extremes  direitos  dos  subintervalos  sao 

a'i  — a + A a.  A-?  — a + 2 A a,  x3  ~ a + 3 A a, 


o a a,  A,  a,  ...  Xj  ...j  X,- 


Vamos  aproximar  a /-esima  faixa  S , por  uni  retan gulo  coin  largura  Ax  e altura  /)x().  qia 
e o valor  de  / nos  extremos  direitos  dos  subintervalos  (veja  a Figura  11).  Entao  a area  d< 


0j  U -V,  A.,  A,  A; ...  i A; 


FiGURA  11 


GALCULO 
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0 i a 


(a)  n 


L i J 

0 a x, 

(b)  n — 4 


0 j a b x 

(c)  n — 8 


b .v 


(c!)  n = 12 


FIGURA  12 


/-esinio  retangulo  g fix  J Av.  0 que  pensamos  intuit  ivamente  corao  a area  de  5 e aproxi- 
mado  pela  soma  das  areas  desses  retangulos.  que  e 

R,t  /{  V i ) A.V  + fix  2 ) Ax  4 1-  /(.*„)  A.v 

A Figura  12  mostra  essa  aproxi  macao  para  n — 2,  4.  8 e 12.  Observe  que  essa  apro- 
ximacao  aparenta  tornar-se  cada  vez  melhor  a medida  que  aumentamos  o ruimero  de 
faixas,  isto  e,  quando  n - -»  Portanto,  vamos  definir  a area  A da  regiao  S da  seguinte 
forma. 


; jgo  A area  A da  regiao  S que  esta  sob  o graft co  de  tuna  funcao  contmua 
j e o limite  das  so  mas  das  areas  dos  retangulos  aproxi  mantes: 

A = Jim  R„  — lim  [fix i)  A.v  + f(x2)  A.v  + ■ • * + /(.v„)  A.v] 


Pode  ser  provado  que  o limite  na  Definicao  2 sempre  existe,  uma  vez  que  estamox 
supondo  que  / seja  continua.  Pode  tambem  ser  provado  que  obteremos  o mesmo  valor  se 
usarmos  os  extremos  esquerdos  dos  subinterval  os: 

[3!  A = lim  L„  — lim  [f(x0)  Ax  + fl  \ , ) A v + • • * + f(x„~i)  A.v] 

n •■•••>  OC  h y:: 

De  fato.  cm  vez  de  usar  os  extremos  esquerdo  ou  direito,  podemos  tomar  a altura  do 
/-esinio  retangulo  como  o valor  de  f em  qualquer  ruimero  x*  no  /-esinio  subintervalo 
[.v:....j,.v,].  Chamamos  os  minieros  x*.  xf.  ....  x*  de  pontos  amostrais.  A Figura  13 
mostra  os  retangulos  aproxi  mantes  quando  os  pontos  amostrais  nao  foram  escolhidos 
como  os  extremos.  Logo  uma  expressao  mais  geral  para  a area  de  S e 

E A = lim  [/(.xf)  Ax  + /(jc2*)  A.v  + F fix*)  Ax] 
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FIGURA  13 


Freqiienteniente  usamos  a notayao  somatoria  (notacao  sigma)  para  escrever  somas  de 
muitos  termos  de  maneira  mats  compacta.  For  exemplo, 


fl 

2 fix,-)  Ax  = fix  j)  Ax  + f(x2)  Ax  + • • • + f{x„ ) A.v 


Se  voce  precisar  praticaf  com  3 
notacao  sornatoria,  veja  os  exempios  e 
tents  alguns  exercicios  no  Ape n dice  E. 
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Assim,  as  expressoes  para  a area  nas  Equacoes  2. 3 e 4 podem  ser  inscritas  da  seguinte  forma: 

A ----  lim  V fix, ) Ax 

A ~ lim  2 /U"/- 1)  Ax 

A " Lim  2/uT)  Ax 

Tambem  podemos  reeserever  a Formula  ! da  seguinte  maneira: 

A . n(n  + l)(2n  + 1) 

2 r = 7 


EXEMPLO  3 u Seja  ,4  a area  da  regiao  que  esta  sob  o graft co  de  fix)  = e~*  entre  x — 0 e 
x - 2. 

(a)  Usando  os  extremos  direitos,  ache  uma  expressao  para  A como  urn  lirnite.  Nao  com- 
pute o lirnite. 

(b)  Estime  a area  tomando  como  pontos  amostrais  os  pontos  medics  e usando  quat.ro  e 
depots  dez  subintervalos. 

SOLUCAO 

(a)  Uma  vez  que  a = 0 e h = 2,  a largura  de  um  subintervalo  e 

2 0 _ 2 
n n 


Ax  = 


logo  X]  — 2 fn,xi  = 4fn,X3  ~ 6/n , x,  - 2 i/n  e x„  = 2 n/n.  A soma  das  areas  dos  retan- 
gulos  aproximantes  e 

R„  = fix,)  Ax  + fix 2 ) Ax  !••••  + fix i, ) Ax 
= e Ax  + € Ax  +•••+£  Ax 

)+rVi^  + --'+eHi 

De  acordo  com  a Defmicao  2.  a area  e 

A — lim  Rn  ~ lim  — ie""1;n  + + e 6/"  4-  • • • 4-  c ) 

n «-*«  n 

Usando  a notacao  sornatoria  podemos  escrever 

A - lim  •-  | A"2'7" 

— ft  In,  1 

E diftcil  computar  esse  lirnite  diretamente  a mao.  mas  com  a ajuda  de  um  CAS  isso  nao 
e tao  complicado  (veja  o Exerctcio  24).  Na  Secao  5.3  seremos  capazes  de  encontrar  mais 
facilmente  A usando  um  metodo  diferente. 

(b)  Com  n — 4 os  subintervalos  com  mesma  largura  Ac  = OA  sao  [0,  OA],  [OA,  i]»  [1 , 1 A] 
e [1  A,  2 1.  Os  pontos  medics  desses  intervales  sao  xj  — 025.  x%  — 0.75,  x~  — 125,e 
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FiGURA  14 


V A 


FIGURA  15 


xt  = 1.75.  e a soma  das  areas  dos  quatro  retangulos  a proxi mantes  (veja  a Fjgura  14)  e 

4 

M,  = I-/(x7  ) A.r 

1 

= / (0  -25  ) A.v  4-  /(()  ,75)  A A 4-  /(1 ,25)  Av  ■+■  /( 1 ,75)  A.v 

- ^'°-25(0A)  + e 0J5{0S)  + e }2H05)  + e L75(05) 

” i(e  (l~3  + ('■  4-  f?  1,25  + e ' ! l ~~  0.8557 

Logo  uma  estimativa  para  a area  e 

A 0.8557 

Com  n — 10  os  subintervalos  sao  (0. 0.2).  [0,2, 0,4], . . . , [ 1 ,8,  2]  e os  pontos  medios  sao 
At  — 0,1 , a J ~ 0,3,  a T = 05, ... , Aks  — 1 ,9  . Assim 

A « Miq  ■—/((),})  A a +/(0,3)  A a + /(0,5)  A.v  4 1 /( 1 .9)  Aa 

= 0 2(e"(hl  4-  c_0J  4-  e"0-5  4 f <? j-9)  » 0.8632 

Da  Fjgura  15  fica  evidente  que  essa  estimativa  e nielhor  que  aquela  com  n = 4. 

O Problema  da  Distancia 

Vamos  considerar  agora  o problema  da  distancia:  achar  a distancia  percorrida  por  um 
objeto  durante  um  certo  period o de  tempo  sendo  conhecida  a velocidade  do  objeto  ern 
todos  os  instantes.  (Em  um  certo  sentido  e o problema  in  verso  do  problema  da  velocidade 
discutido  na  Secao  2.1.)  Se  a velocidade  permanece  constante,  entao-o  problema  da  dis- 
tancia e de  facil  solucao  atraves  da  formula 

distancia  — velocidade  X tempo 

Mas  se  a velocidade  variar,  nao  e tao  facil  encontrar  a distancia  percorrida.  Vamos  inves- 
tigar  o problema  no  exemplo  a seguir. 


ExElWPLO  4 Suponha  que  queiramos  estimar  a distancia  percorrida  por  um  carro 
dui ante  um  intervalo  de  tempo  de  30  segundos.  A cada  5 segundos  registrarnos  a leitura 
do  velocimetro  na  seguinte  tube  la: 


Tempo  (segundos) 

0 ' 5 

10 

i5 

20 

2"?  i 30 

Vel  oc  j d ade  f m i / b ) 

1 7 

2 1 

24 

29 

31 

1 

28  1 

Para  ter  o tempo  e a velocidade  em  unidades  consistentes,  vamos  converter  a velocidade 
para  pes/s  (1  rni/h  = 5.280/3.600  pes/s): 


1 e m no  t se  e u nd  os  1 

■ } 

5 ! 10 

1 5 

20  j 

S() 

* •- 

i 

Velocidade  (pes/s) 

25 

31  35 

1 

43 

47  ! 46 

1 

41 

Durante  os  cinco  primeiros  segundos  a velocidade  nao  varia  muito,  logo  podemos  esti- 
mar  a distancia  percorrida  durante  esse  tempo  supondo  que  a velocidade  seja  constante. 
Se  tomarmos  a velocidade  durante  aquele  intervalo  de  tempo  como  a velocidade  inicial 
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(25  pes/s),  entao  obteremos  aproximadamente  a distancia  percorrida  durante  os  cinco 
pri  meiros  seg  undos : 

25  pes/s  X 5 s = i 25  pes 

Analogamente,  durante  o seg  undo  intervale  de  tempo  a velocidade  e aproximadamente 
constante,  e vamos  eonskiera-la  como  sendo  aquela  de  t ~ 5 s.  Assirn,  nossa  estimativa 
para  a distancia  percorrida  de  / — 5 s ate  t = 10  s e 

31  pes/s  X 5s  - 155  pes 

Se  somarmos  as  estiinativas  similares  para  os  outros  intervales  de  tempo,  obteremos  uma 
estimativa  para  a distancia  total  percorrida: 

25  X 5 + 3 ! X 5 4-  35  X 5 + 43  X 5 + 47  X 5 + 46  X 5 = 1 .135  pes 

Podemos  da  mesma  forma  usar  a velocidade  no  fun  de  cada  intervalo  de  tempo  em  vez 
de  no  comeco  e supor  a velocidade  como  sendo  constante.  Entao  nossa  estimativa  flea 

3.1  X 5 + 35  X 5 4-  43  X 5 + 47  X 5 + 46  X 5 + 41  X 5 = 1.215  pes 

Se  quisermos  uma  estimativa  mais  precisa,  poderemos  tomar  as  leituras  de  velocidade 
a cada  2 segundos  ou  ate  mesmo  a cada  seaundo. 


Talvez  os  calculos  no  Exempio  4 o faca  lembrar-se  das  somas  usadas  anteriormente 
para  estimar  as  areas.  A similaridade  tern  explicacao  quando  esbocamos  urn  grafico  da 
funpao  velocidade  do  carro  na  Figura  16  e tracamos  os  retangulos  cujas  alturas  sao  as 
velocidades  iniciais  para  cada  intervalo  de  tempo.  A area  do  primeiro  retangulo  e 25  x 5 
— 125,  que  e tambem  a nossa  estimativa  para  a distancia  percorrida  nos  primeiros  cinco 
segundos.  De  fato,  a area  de  cada  retangulo  pode  ser  interpretada  como  uma  distancia.  pois 
a altura  representa  a velocidade  e a largura,  o tempo.  A soma  das  areas  dos  retangulos  na 
Figura  16  e L6  = 1 .135,  que  e nossa  estimativa  inicial  para  a distancia  total  percorrida. 

Em  gera],  suponha  que  um  objeto  se  mova  com  a velocidade  v — f{t),  onde 
a ^ b e f(t)  x?  ()  (logo,  o objeto  move-se  sempre  no  sentido  positive).  Vamos  regis- 
trar as  velocidades  nos  instantes  t0  (~  a),  ti,  h, . . . , ?„(—  b)  de  forma  que  a velocidade 
seja  aproximadamente  constante  em  cada  subintervalo.  Se  esses  tempos  forem  igual- 
mente  espacados,  entao  entre  duas  leituras  consecutivas  temos  o periodo  de  tempo 
At  = ( b — a)/n.  Durante  o primeiro  intervalo  de  tempo  a velocidade  e aproximadamente 
f(to)  e,  portanto,  a distancia  percorrida  e de  aproximadamente  fih ) At.  Analogamente, 
a distancia  percorrida  durante  o segundo  intervalo  de  tempo  e de  cerca  de  f(tx)  At  e a 
distancia  total  percorrida  durante  o intervalo  de  tempo  [a,  b ] e de  aproximadamente 

f(to)  At  -f  f(ti)  At  + - - - + /{*„_,)  At  = X At 

Se  usarmos  as  velocidades  nos  extremos  direitos  em  vez  de  nos  extremes  esquerdos,  nossa 
estimativa  para  a distancia  total  ficara 

n 

fit\)  At  + fit i)  At  + ■ ■ • +f(t„)At  ~ 2 fib)  At 

i=J 

Quanto  maior  a freqiiencia  com  que  medimos  a velocidade,  mais  precisa  nossa  estimativa; 
logo,  parece  plausivel  que  a distancia  exala  d percorrida  seja  o limite  de  tal  expressao: 


d = lim  2 fib-i)  At  — lim  2 fib)  & 
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Veremos  na  Secao  5.4  que  isso  e realmente  verdadeiro. 

(_  orao  a fcquaeao  5 tem  a mesma  forma  que  nossas  expressoes  para  a area  nas  Equacoes 
2 e segue  que  a distaneia  percorrida  e igual  a area  sob  o grafico  da  funeao  velocidade. 
Nos  Capftulos  6 e 8 veremos  que  outras  quanticJades  de  interesse  nas  cieneias  naturais  e 
sociais  — tais  conio  o trabalho  realizado  por  uma  forca  variavel  ou  a safda  de  sangue  do 
coracao  podem  tambem  ser  interpretadas  como  sendo  a area  sob  uma  curve . Logo,  ao 
computar  areas  neste  capitulo,  tenha  em  niente  que  elas  podem  ser  interpretadas  de  varies 
formas  praticas. 


m 


□.I  Exercicios 

1.  (a)  Lendo  os  valores  do  grafico  dado  de/,  utilize  cinco  retan- 
gulos  para  encontrar  as  estimativas  inferior  e superior  para 
a area  sob  o grafico  dado  de/ de  v = 0 ate  x ~ 30.  Em 
cada  caso.  esboce  os  retanguios  que  voce  usar. 

(b)  Encontre  as  novas  estimativas  usando  dez  retanguios  ern 
cada  caso. 


V f 


[ / 

[ y; 


1/ ; ; 

" 

" 5 JO -V 

2.  (a)  Use  seis  retanguios  para  achar  as  estimativas  de  cada  tipo 
para  a area  sob  o grafico  dado  de/de  x 0 ate  x — 12. 


>■  f : : : 


v ^ fix) 


4 | 


~0[  4 8 ” ~ ’ )2  v 

f 

(i)  U (pontos  amostrais  estao  no  extremo  esquerdo) 

(ii)  R(,  (pontos  amostrais  estao  no  extremo  direito) 

(iii)  M(,  (pontos  amostrais  estao  no  ponto  medio) 

(b)  Lf,  e uma  subestimativa  ou  superestimativa  para  a area 
verdadeira? 

(c)  R(,  e uma  subestimativa  ou  superestimativa  para  a area 
verdadeira? 

(d)  Entre  os  numeros  U,  Rb  e Mh,  qua]  fomece  a melhor 
estimativa?  Explique. 

3.  (a)  Estime  a area  sob  o grafico  de  fix)  — 1/v  de  x = ! ate 
v 5 usando  quatro  retanguios  aproximantes  e extremos 


direitos.  Esboce  o grafico  e os  retanguios.  Sua  estimativa  e 
uma  subestimativa  ou  uma  superestimativa? 

(b)  Repita  a parte  (a)  usando  os  extremos  esquerdos. 

4.  (a)  Estime  a area  sob  o grafico  de  fix)  ~ 25  — x2  de  x — 0 

ate  x — 5 usando  quatro  retanguios  aproximantes  e 
extremos  direitos.  Esboce  o grafico  e os  retanguios.  Sua 
estimativa  e uma  subestimativa  ou  uma  superestimativa? 
(b)  Repita  a parte  (a)  usando  extremos  esquerdos. 

5.  (a)  Estime  a area  sob  o grafico  dc  /(x)  -----  1 + .r  de  x — - 1 ate  x 2 

usando  ties  retanguios  aproximantes  e extremos  direitos. 
Entao  aperfeiqoe  sua  estimativa  utilizando  seis  retanguios 
aproximantes.  Esboce  a eurva  e os  retanguios  aproximantes. 

(b)  Repita  a parte  (a)  usando  extremos  esquerdos. 

(c)  Repita  a parte  (a)  empregando  os  pontos  medios. 

(d)  De  seus  esbocos  das  partes  (a),  (b)  e (c),  qual  aparema  ser 
a melhor  estimativa? 

li  6-  (a)  Faca  o grafico  da  funeao  f(x)  ~ e~x\  -2  x 2. 

(b)  Estime  a area  sob  o grafico  de/usando  quatro  retanguios 
aproximantes  e tomando  pontos  amostrais  para  ser 

(i)  extremos  direitos  (ii)  pontos  medios 

Em  cada  caso,  esboce  a eurva  e os  retanguios. 

(c)  Apeifeicoe  suas  estimativas  da  parte  (b)  usando  oito  retanguios. 
7-8  Com  uma  calculadora  programs  vel  (ou  urn  computador),  e 
possfvel  calcular  as  expressoes  para  a soma  das  areas  dos  retanguios 
aproximantes,  rues  mo  para  os  valores  grandes  de  n,  usando  looping. 
(Em  uma  TI  use  o comando  Is  >;  em  uma  Casio  use  Isz;  em  uma  HP 
ou  no  BASIC  use  urn  loop  FOR— NEXT.)  Compute  a soma  das  areas 
dos  retanguios  aproximantes  utilizando  subintervaJos  iguais  e 
extremos  direitos  para  n = 10,  30  e 50.  Entao  conjecture  sobre  o 
valor  da  area  exata. 

7.  A regiao  sob  y = sen  x de  0 ate  ir 

8.  A regiao  sob  y = 1/v'2  de  1 ate  2 

9.  Alguns  sistemas  algebricos  computacionais  tem  comandos  que 
tracam  retanguios  aproximantes  e calculam  as  somas  de  suas 
areas,  no  minimo  se  x f e um  extremo  esquerdo  ou  direito.  (Por 
exemplo,  no  Maple  use  leftbox,  rightbox,  leftsum  e 
right  sum.) 

(a)  Se  fix)  y/x,  .1  «£  x 4,  ache  as  somas  esquerda  e 
direita  para  n — 10,30  e 50. 


(b)  I lustre  fazendo  o grafico  dos  retangulos  da  parte  (a). 

(c)  Most  re  que  a area  exata  sob  / esla  entre  4.6  e 4.7. 

(a)  Se  fix)  = sent  sen  x).  0 x sS  rr/2.  use  os  comandos 
discutidos  no  Exercfcio  9 para  encontrar  as  somas 
esquerda  e direita  para  n = ](),  30  e 50. 

(b)  I lustre  fazendo  o grafico  dos  retangulos  da  parte  (a). 

(c)  Mostre  que  a area  exata  sob / esta  entre  0.87  e 0,91 . 

A velocidade  de  urn  corredor  aumenta  regularmente  durante  os 
tres  primeiros  segundos  de  uma  corrida.  Sua  velocidade  na 
metade  do  segundo  intervalo  e dada  em  uma  tabela.  Ache  as 
estimativas  superior  e inferior  para  a distancia  que  ele 
percorreu  durante  esses  tres  segundos. 


12.  A leitura  do  odometro  de  uma  motocicleta  em  interval  os  de 
1 2 segundos  e mostrada  na  tabela  a seguir. 


t (s) 

0 ! 12 

24 

'^6 

48 

60  ■ 

DCS  /S ) 

30  1 28 

25 

1 D 

24 

27 

(a)  Estime  a distancia  percorrida  pela  motocicleta  durante  esse 
periodo.  usando  a velocidade  no  comedo  dos  intervalos  de 
tempo. 

(h)  De  outra  estimativa  utilizando  a velocidade  no  fim  dos 
intervalos  de  tempo. 

(c)  As  estimativas  feitas  nas  partes  (a)  e (b)  sao  estimativas 
superior  e inferior?  Explique. 

13.  O oleo  vaza  de  uni  tanque  a uma  taxa  de  r(f)  litros  por  hora.  A 
taxa  decresce  a medida  que  o tempo  passa  e os  valores  da  taxa 
em  intervalos  de  duas  horas  sao  mostrados  na  tabela  a seguir. 
Ache  a estimativa  superior  e inferior  para  a quantidade  total 
que  vazou. 


h ) 


14,  Quando  estimamos  as  distancias  a partir  dos  dados  das 
velocidades,  algumas  vezes  e necessario  usar  tempos 
?<>,  i, . . . que  nao  estao  igualmente  espayados,  Podemos 
ainda  estimar  as  distancias  usando  o periodo  de  tempo 
At;  --  tj  ""  For  exemplo,  em  7 de  maio  de  1992,  o 
onibus  espacial  Endeavour  foi  1 any  ado  na  missao  STS-49 
cujo  proposito  era  instalar  o satelite  de  comunicacao  Intelsat. 

A tabela,  fomecida  pela  NASA,  mostra  os  dados  da  velocidade 
do  onibus  entre  o lancamento  e a entrada  em  funcionamento 
dos  foguetes  auxiliares. 
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Utilize  esses  dados  para  estimar  a altura  do  onibus  espacial, 
acima  da  superffcie  da  Terra,  62  segundos  apos  seu 
lancamento. 

15.  O grafico  da  velocidade  de  um  carro  freando  e mostrado. 

Use-o  para  estimar  a distancia  percorrida  pelo  car.ro  enquanto 
os  freios  estao  sendo  aplicados. 

v a 

(pes/s) 

60  \ '• 

X. 

V 

\ 

40  

20  

6 2 4 6 *t 

(segundos) 

16.  O grafico  da  velocidade  de  um  carro  em  acelerayao  a partir  do 
repouso  ate  uma  velocidade  de  120  km/h  em  um  periodo  de  30 
segundos  e mostrado.  Estime  a distancia  percorrida  durante 
esse  periodo. 

i'  * 

(km/h)  j 


80  i 


40  j 


Of  JO  20  30  t 

t (segundos) 

17-19  . Use  a Definicao  2 para  achar  uma  expressao  para  a area 
sob  o grafico  de/ como  um  limite.  Nao  caleule  o limite. 

In  x 

17.  f{x)  ~ v .v , i«x«!6  18.  f(x)  = , 3 x **  1 0 

x 

19.  fix)  — x cos  x,  0'3  x *3  m2 

2.0—21  ;I  Determine  a regiao  com  area  igual  ao  limite  dado.  Nao 
calcule  o limite 
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20. 


v*  7T  ITT 
21.  iim  — is  — 
4 n w 4/-? 


22.  (a)  Utilize  a Definicao  2 para  achar  uma  expressao  para  a area 
sob  a cttrva  v “ xi  de  0 a 1 como  um  limite. 

(b)  A formula  a seguir  para  a soma  dos  cubos  dos  primeiros  n 
inteiros  esta  provada  no  Apendice  E.  Use-a  para  calcular  o 
limite  da  parte  (a). 


n{n  +1)  2 
2 

23.  (a)  Expresse  a area  sob  a curva  y ~ x'  de  0 ate  2 como  um 
limite. 

(b)  Use  um  sistema  algebrico  com putac tonal  para  encontrar  a 
soma  em  sua  expressao  da  parte  (a). 

(c)  Calcule  o limite  da  parte  (a). 


V + 2-  + 3 3 4 (-  if  - 


'24.  -Ache  b valor  exato  da  regiao  sob  o graft co  v — c " s de  0 ate  2 
usando'imi  sistema  algebrico  computacional  para  calcular  a 
soma  e entao  o limite  no  Exemplo  3(a).  Compare  sua  resposta 
com  a estimativa  obtida  no  Exemplo  3(b). 

25.  Encontre  a area  ex  as  a sob  a curva  cosseno  v = cos  x de  x =»  o 
ate  x = b.  onde  0 « b *£  ir/2.  (Use  um  sistema  algebrico 
computacional  para  calcular  a soma  e computar  o limite.)  Em 
particular,  qual  e a area  se  b = it/ 2? 

26.  (a)  Seja  An  a area  de  um  polfgono  com  n lados  iguais  inscrito 

em  um  cfrculo  com  raio  r.  Dividindo  o polfgono  em  n 
triangulos  congruentes  com  angulo  central  2rr/ti.  mostre  que 

, , 2tt 

A„  = -.nr  “ sen 

n 

(b)  Mostre  que  lim„ * A„  = wrz.  { Sugestdo : Use  a Equacao 

3.4.2. | 


r*  o 


Vimos  na  Secao  5.1  que  um  limite  da  forma 


Li  ! Iim  2 ./ (-4 i ) A .V  ■ lim  [ / (.v p ) 2lv  4-  fix*)  A.t  + • * • 4*  f (a'L ) A.y] 

aparece  quando  computamos  uma  area.  Vimos  tambem  que  ele  aparece  quando  tentamos 
achar  a distancia  percorrida  por  um  objeto.  Resulta  que  esse  mesmo  tipo  de  limite  ocorre 
em  uma  grande  variedade  de  situagoes  mesmo  quando/nao  e necessariamente  uma  funcao 
positiva.  Nos  Capitulos  6 e 8 veremos  que  os  limites  da  forma  (1)  tambem  surgem  no 
processo  de  encontrar  o comprimento  tie  curvas,  volumes  de  solidos,  centros  de  massas, 
forgas  devido  a pressao  da  agua  e trabalho,  como  tambem  outras  quantidades.  Daremos, 
portanto.  a esse  tipo  de  limite  um  nome  e notacao  especiais. 


j befinigao  de  Integral  Pefiolcfa  Se  / e uma  fungao  continua  definida  por 

a x b,  dividimos  o intervalo  [a,  b]  em  n subintervalos  de  comprimentos 
iguais  Xx  = (b  — a)/ n.  Seja  .to  (—  a),  Aq,  ,t>,  . . . . x„  (—  b)  os  extremos  desses 
subintervalos  e vamos  escolher  os  pontos  amostrais  xf , x*, . . . ,xt  nesses  subin- 
tervalos de  forma  que  x*  esta  no  i-esimo  subintervalo  jLv,....  i,  xq],  Entao  a integral 
definida  de/de  a para  b e 


f(x)  dx  — lim 


2/U*) 


Uma  vez  que  assumimos  / como  continua.  pode  ser  provado  que  o limite  da  Definigao  2 
sempre  existe  e fornece  o mesmo  valor,  nao  importando  como  escolhemos  os  pontos 
amostrais  xf.  Se  tornarmos  os  pontos  amostrais  como  os  extremos  direitos,  entao  xf  — x;>  e 
a definigao  de  integral  fica 


3j 


*h  v , . v-i 

j\x)dx  = iim  Z,  fix/)  A a 


Hi 

lllr5 
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Se  escolhermos  os  pontos  amostrais  como  os  extremos  esquerdos.  entao  xf  -xq- 1 . e a 
definicao  fica 

\J  fix)  dx  = lim  2 fix, i)  A.v 

Jo  * i~-  1 

Alternativamente,  podemos  escolher  xf  como  o ponto  medio  do  subintervajo  ou  qualquer 
outro  numero  entre  x,--i  e x,. 

Embora  a maioria  das  fungoes  que  encontramos  seja  contfnua.  o limite  na  Definigao  2 
tambem  existe  se  /tiver  um  numero  fin  i to  de  descontinuidades  rernoviveis  on  saltos  (mas 
nao  descontinuidades  infinitas).  (Veja  a Segao  2,5.)  Assim,  podemos  tambem  estabelecer 
a integral  definida  para  essas  funcoes. 


NOTA  1 □ O simbolo  f foi  introduzido  por  Leibniz  e e denominado  sinai  dt?  integral.  Ele  e 
um  S alongado  e foi  assim  escolhido  porque  uma  integral  e um  limite  de  sortias.  Na  notacao 
£/(x)  dx,  fix),  e chamado  integrando.  a e b sao  ditos  limites  de  integragao.  qqq  limite  infe- 
rior. b,  o limite  superior,  e o simbolo  dx  por  si  so  nao  tern  um  significado  oficjal;  j^/(x)  dx  e 
todo  um  simbolo.  O processo  de  calcular  uma  integral  e conhecido  como  integragao. 

NOTA  2 a A integral  definida  fix)  dx  e um  numero:  nao  depende  de  x.  De  fato,  em 
vez  de  x podemos  usar  qualquer  outra  letra  sem  mudar  o valor  da  integral: 


b f{x)  dx  — | fit)  dt  = | f{r)  dr 

* o Jo  Ja 


NOTA  3 a A soma 


I/W)  At 


1 


□ Bernhard  Riemann  tornou-se  PhD 
sod  a orientagao  do  legendario  Gauss 
na  Universtdade  de  Gottingen  e la 
permaneceu  para  lecionar.  Gauss,  que 
nao  tinha  o habito  de  elogtar  outros 
mate  mat  icos,  referiu-se  a Riemann 
como  "uma  mente  criativa,  ativa  e 
verdadeiramente  matematica,  e de 
uma  originalidade  gloriosamente  forti!" . 
A Definigao  2 de  integral  que  usamos 
se  deve  a Riemann.  Ele 
tambem  fez  grandes  contribuigoes 
para  a teoria  de  funcoes  de  uma 
variavel  cornplexa,  fisica,  matematica, 
teoria  dos  numeros  e iundamentos  da 
geometria.  O conceito  de  espago 
ampfo  de  Riemann  e a geometria 
resuitaram  ser  a colocagao  correta,  50 
anos  mais  tarde,  para  a teoria  da 
relatividade  aeral  de  Einstein.  Riemann, 
que  nunca  teve  boa  saude,  morreu  de 
tubercuiose  aos  39  anos. 


que  ocorre  na  Definigao  2 e chamada  soma  de  Riemann,  em  homenagem  ao  matematicc 
Bernhard  Riemann  (1826-1866).  Sabcmos  que  se / for  positiva,  entao  a soma  de  Riemanr 
pode  ser  interpretada  como  uma  soma  de  areas  de  retangulos  aproximantes  (veja  <= 
Figura  1).  Comparando  a Definicao  2 com  a definigao  de  area  da  Segao  5.1  vemos  que  z 
integral  definida  f*/(x)  dx  pode  ser  interpretada  como  a area  sob  a curva  y = fix)  de  a ate 
b (veja  a Figura  2). 


[\  tsx 


FIGURA  1 

Se  /(.vs  0,  a soma  de  Riemann  2 f(x  'f)  Ax 

e a soma  dc  areas  de  retangulos. 


FIGURA  2 

Se  fix)  5-  0,  a integral  J,  fix)  dx  e a area  sob  a 
curva  v = fix)  de  a ate  b. 


Editors  Thomson. 


e uma  aproxima?ao  para 


V: 


a area  Hquitla 


Sc  fa,,umir  vaiores  positives  e negatives. como  na  Figura  3,  entao  a soma  de  Riema„n 

a soma  das  areas  dos  retangulos  que  estao  acima  do  etxo  v e o negamo  das  ate.  s dos 
C a soma  cuts  ama.  - , , retan sulos  cinza  monos  as  areas  M 

l“ nlad,  na  Rgura  4.  Uma  integral  definida  pode  se,  m,erPre,ada  como  area  j 
Hquida.  isio  e.  a diferencu  <_!as  areas. 

j f{x)dx  = A\  - Az 

„nde  ,4 , i a area  da  regiao  acima  do  eixo.r  e abaixo  do  grafico  de/,  e A:  e a area  da  regifa 
abaixo  do  eixo  .v  e acima  do  grafico  de  ./  - 

NtllA  4 No  espfrito  da  preeisa  del.nicao  dc  limite  de  uma  I'tmcao  na  Seqao  2.4,  | 
ptrZl  eser^r T'gntficado  exato  de  iimite  que  define  a Integra.  na  Defimqao  2 como:  : 
Para  todo  t:  > 0 existe  um  inteiro  N tal  que 


J fix)  dx  - j fix-  i.Vvj 


n-tra  todo  n > N e toda  escolha  de  x]  em  I c . , . x,\  • . D . 

Lo  signifies  que  a integral  definida  pode  scr  aproximada  por  uma  soma  c mann 

com  qualquer  grau  de  precisao  desejado. 

NOTA  5 n Fmbora  tenhamos  definida  ?JU)dx  dividindo  [«,  b I em  subin.ervalos  de 
iguaOompiimento,  ha  

espagados , mas  mesmo  asset,  femes 
capazes  de  estimar  a distancia  percorrida.  E existent  metodos  para  a integrate  » tenca 
mu'  tir-im  vanta°em  dos  subintervalos  desiguais. 

"“cT^entos  dos  snbin,erva.os  forem  Ax„  At,  , ^ • ” "Z' 

todos  esses  eo.npnmcntos  tendem  a 0 no  “Zral  definida  fica 

mento.  max  Ax,,  tender  a 0.  Portanto,  nesse  caso  a ddimcao  de  uma  „ 


f{x)  dx 


fix?)  A t, 


EXtlvIPLO  1 


Expresse 


lim  i (xf  + Xi  sen  .v.  )Ax 


como  uma  integral  no  intervalo  [0.  rr| . ^ 

SOLUCAO  Comparando  o limite  dado  com  o limite  da  Definicao  2 vemos  que  eles  sao 
idenlicos  se  escolhermos 

fix)  = .r  + x sen  x e xi  — x< 

(Uwo  os  pontos  aroostrais  sao  os  extremes  direitos,  e o limite  dado  e da  forma  da  Equa- 
cfiolZ  dado  que  „ - 0 e /,  - m Portanto.  pda  Definite  2 or,  bquagao  a,  temos 

lim  i [x?  + x,  sen  x,]  Ax  - j V + X sen  x)  dx 

Mats  tarde,  quatZ^pUcarmos  a integral  definida  a situates  ffsicas .^era  impmtame 

reconhecer  os  limites  de  somas  como  '"'^'“'ZTportZedientei  que  lembrassem  o 
Leibniz  escolheu  a nota^io  para  a integral,  ele  optou  por  nycuicntt  , 

processo  de  limite.  Em  geral,  quando  escre vemos 

lim  i/(*f)A.v-  j bJ(x)dx 


substituimos  lim  A por  J , xf  por  a e Ax  por  dx. 


3 S3 


□ As  Formulas  7-1 0 sao  provadas 
escrevendo-se  cada  lado  na  forma 
expand  Ida.  O lado  esquerdo  da 
Equagao  8 e 

CO  | + -t _4“  ('(-In 

0 lado  dtreiio  e 

C',a  : -i-  fl,  "f 1"  oK) 

Eles  .sao  igugis  pela  propriedade 
distributiva.  As  outras  formulas  estao 
discutidas  no  Apendice  E. 


EXEMPIO  2 □ 

(a)  Calcule  a soma  de  Riemann  para  fix)  ~ .r1  — 6x  tomando  como  pontos  amostrais 
os  extremes  direitos  e a — 0.  b — 3 e n — 6. 

(b)  Calcule  I <x'  — 6 x)dx. 

J o 

S0LUQA0 

(a)  Com  n — 6 o comprimento  dos  intervalos  e 

h — a 3 — 0 1 

A v = — — - 6 = 7 

e os  extremes  direitos  sao  xj  = 0,5;  x2  — 1 *0;  xj  — 1 -5;  '<4  — 2,0:  xs  — 2,5  e xt  — x,0. 
Logo  a soma  de  Riemann  e 
6 

R(,  = 2 fM  Ax 

1-1 

- /(0.5)  Ax  + /{1 ,0)  Ax  + /(.!.  ,5)  Ax  + /(2,0)  Ax  + /( 2,5)  Ax  + /( 3,0)  Ax 

- | (--'2,875  - 5 - 5,625  - 4 + 0,625  + 9) 

- “-3.9375 


jitara  Thomson 


= x' - 6a 


oTvT 


Observe  que/nao  e uma  fun^ao  posit  i\  a e.  portanto.  a soma  de  Riemann  nao  represents 
uma  soma  de  areas  de  retangulos.  Mas  ela  representa  a soma  das  areas  dos  retangulos 
einza  (aeima  doeixox)  menos  a soma  das  areas  dos  retangulos  azuis  (abaixo  do  eixo  a)  na 
Figtira  5. 

(b)  Com  n subintervalos,  temos 

b - a 3 


Assim  a<i  — 0.  x j — 3/n,  x2  — 6/n, x$  — 9/n  e,  em  geral,  a,  = 3 i/n.  lima  vez  que  esta- 
mos  utilizando  os  exlremos  direitos,  podemos  usar  a Equapao  3: 


n n / 3 / \ 3 

I (.v  ■'  - 6a)  dx  — lim  X f(xi)  — lim  £ n — — 
I j'  \ n / n 


v ~ a - 6,v 


= lim  — X (— V - 6(- 
»-~x  n ,,,,  l \ n ! \ 

3 " [ 27  , 18 

= lim  — 2j  — 7 1 / 

n ;=  j n ' n 


81  " 54  A 

= lim  — r L < ~ 7 2j  i 

«~*x  n n*  <-i 


1 81  n(n  + 1)  2 54  n(n  + 1) 

— lim  \ — T r — : 

«■■■—  n4  2 n2  2 


— lim 


27  1 + 


27  = = —6,75 

4 


(Eouacocs  10  e St 


FIGURA  6 


I ' (x’  --  6a)  dx  — At  -A-,  -6.75 

v'o  • 


Essa  integral  nao  pode  ser  interpretada  como  uma  area,  pois / assume  os  valores  posi- 
tives e negativos.  Porem,  ela  pode  ser  interpretada  como  a diferenca  de  areas  A}  — A2~  e 
A i e Ai  estao  na  Figura  6. 

A Figura  7 ilustra  o calculo  mostrando  os  termos  positivos  e negativos  na  soma  de 
Riemann  direita  R,;  para  n — 40.  Os  valores  na  tabela  mostram  as  somas  de  Riemann 
tendendo  ao  valor  exato  da  integral,  -6,75,  quando  n — > 


FIGURA  7 
Ru,  ~ -6,3998 


V = A1  6x 


"o 'RJTTTTn  1 1 M If  1 1 H I nri  FTTl 

°Nf||!pF 


mi  ir  3 x 


R, 

40 

--■6.3998 

1 00 

— 6 „b ) 30 

500 

-6,7229 

1 .000 

-6 .7365 

5.000 

6*/4  /.-> 

Um  metodo  muito  mais  simples  para  o calculo  da  integral  do  Exemplo  2 sera  dado  na 
Secao  5.3. 
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' C Como  f{x)  — e'  e posit ivs.  a integral 
no  Exempio  3 repmsenta  a area 
rnostrada  na  Figura  8. 


■EXEMPIO  3 

(a)  Estabeleca  uraa  expressao  para  / ex  dx  como  urn  iiimite  de  somas. 

(b)  Use  am  CAS  para  calcular  a expressao. 

S01UQA0 

(a)  Temos  aqui  fix)  — e\  a ~ 1 ,b  = 3 e 


n n 


Logo  xo  — 1 . a- i — 1 + 2/n,Xi  = 1 + 4/n,  aa  = 1 + 6/ n e 


Xi  = 1 + 


FIGURA  8 


Da  Equayao  3,  obtemos 


I e*  dx  = lim  X f(Xi ) -Ur 

J]  »-♦« 


= lim  2/  1 4 j — 

i \ n J n 


- lim  - X ***** 

«-*■“  n , i 

(b)  Se  utilizarmos  urn  CAS  para  calcular  a soma  e simplificar,  obteremos 


O Um  CAS  e capaz  de  encontrar  uma 
expressao  explicita  para  essa  soma,  pois 
ela  e uma  serie  geometries.  O limite 
pode  ser  encontrado  usando-se  a 
Regra  de  L’ Hospital. 


2 = 

i”‘  1 


.(3n+2)/n  in-i-2)/n 


e2/n  - 1 


Agora  usamos  o CAS  para  calcular  o limite: 


{3rt-f2 )fn  _ in  4-  2) frt 

1b  Z C t 

exdx  = lim — o 

i ». n eVn  ~ 1 


= e~  — e 


Na  proxima  seyao.  iremos  aprender  um  metodo  muito  mais  facil  para  calcular  integrals. 

EXEMPIO  4 ' Calcule  as  integrals  a seguir  interpretando  cada  uma  em  termos  de  areas. 

(a)  j y 1 —x2dx 
Jo 

i b ) f 3 (x  ~ 1 ) dx 
Jo 


x&  4*  r v~  I 


soiugAo  __ 

(a)  Uma  vez  que  f(x)  ~ /l  — x2  > 0,  podemos  interpretar  essa  integral  como  a 
area  sob  a curva  y = s/l  — x2  de  0 ate  1 . Mas,  uma  vez  que  y2  — 1 — x2,  temos 
a-2  + v2  —1,0  que  mostra  que  o grafico  de/e  um  quarto  de  cfrculo  de  raio  1 na 
Figura  9.  Portanto 

j \/l  x2  dx  - Irrd)2  - “ 


FIGURA  9 


(Na  Seyao  7.3  serernos  capazes  de  provar  que  a area  de  um  cfrculo  de  raio  r e tty".) 


CALCtitO 


Editors  Thomson 


I \H 


FIGURA  10 


! mi 


FIGURA  11 


(b)  O grab co  de  v = x — 1 e a reta  com  inclinacao  1 mostrada  na  Figura  10.  Cakn- 
iamos  a integral  corao  a diferenca  das  areas  de  dots  trianeulos: 


(x  - 1) dx  = A,  - A 2 02  • 2}  - Ml  • 1)  - 1.5 


V -■  ,v 


0 | A,  J 


1 A Regra  do  Ponto  Medio 


Freqiientemente  escolhemos  o ponto  amostral  x*  como  o extremo  direito  do  /-esimo 
intervalo,  pois  isso  e conveniente  para  o calculo  do  limite.  Porem,  se  o proposito  for 
encontrar  uma  aproximagdo  para  tima  integral,  e geralmente  melhor  escolher  x*  como 
o ponto  medio  do  intervalo.  o qual  denotamos  por  x,.  Qualquer  soma  de  Riemann  e 
uma  aproximacao  para  uma  integral,  mas  se  usarrnos  os  pontos  medios  obteremos  a se- 
guinte  aproximacao. 


EXEPflPLO  5 Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n = 5 para  aproximar  F — dx. 

Ji  x 


S0LUCA0  Os  extremos  dos  cinco  subintervalos  sao  1 , 1 ,2,  1 .4,  1 .6,  1 ,8  e 2,0,  portanto.  os 
pontos  sao  1 .1 . 1 ,3.  1 .5.  1 .7  e 1 ,9.  O comprimento  dos  subintervalos  e 


Ax  = (2  ~ 1 )/5 


logo  a Regra  do  Ponto  Medio  da 


| 2 - dx  « Ax  [/( 1,1)  H-  /( 1 ,3)  + /( 1 5)  + /( 1 ,7)  + 


i / i __L  , i , i 

5 l 1 .1  + 1 3 4 1 3 + 1.7  ^ 1 ,9 


0.691908 


Uma  vez  que  f(x)  — \/x  > 0 para  1 s r =5  2.  a integral  representa  uma  area,  e a apro- 
ximayao  dada  pela  Regra  do  Ponto  Medio  e a soma  das  areas  dos  retangulos  mostrados 
na  Figura  1 1 . 
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Por  ora.  nao  sabemos  quao  precisa  e a aproximagao  do  Exemplo  5.  mas  na  Secao  7.7 
vamos  aprender  um  metodo  para  estimar  o erro  envolvido  no  uso  da  Regra  do  Ponto 
Medio.  Entao  diseutiremos  outros  metodos  de  aproximacao  de  integrals  delinkia.s. 

Se  apJicarmos  a Regra  do  Ponto  Medio  na  integral  no  Exemplo  2,  obteremos  o que  esta 
mostrado  na  Figura  12.  A aproximacao  Mm  ~ —6,7563  esta  muito  mais  perto  Jo  valor 
verdadeiro  — 6,75  do  que  a aproximacao  pelo  extreme  direito,  Rm  ~~  —6,3998.  i^ostrada 
na  Figura  7. 


FIGURA  12 
M4(,  * - 6,7563 

Propriedades  da  Integral  Definida 

Quando  definimos  a integral  definida  P/{x)  dx,  implicitamente  assumimos  que  a < b. 
Mas  a definicao  como  o limite  de  somas  de  Riemann  faz  sentido  mesnio  que  a > b . Obser- 
ve que  se  invertermos  a e b.  entao  Ax  mudara  de  (b  — a)/n  para  (a  — b)/n.  Portanto 


Se  a = 6,  entao  Ax  — 0,  e 

\‘f(x)dx  = 0 

i i 

Vamos  desenvolver  agora  algumas  propriedades  basicas  das  integrais  que  nos  ajudamo  a cal- 
cular  as  integrals  de  uma  forma  mais  simples.  Vamos  supor  que/e  g sejam  funcoes  contmuas. 


Propriedades  da  Integral  | 

1.  j c dx  = c(b  a),  onde  c e qualquer  constante 

Ja  ' ’ j 

2.  | L/  U)  + </(x)  j dx  = j f{x)  dx  + J g(x)  dx  j 

J a Ja  Ja 

3.  j cf{x)  dx  — c J fix)  dx , onde  c 6 qualquer  constante  j 

4-  I b [/(■*)  ” #U)] dx  = 1 1 f(x) dx  - \h g(x)  dx  j 

Ja  Ja  t'o  j 

A Propriedade  1 estabelece  que  a integral  de  uma  fungao  constante  fix)  — c€  a constante 
vezes  o comprimento  do  intervalo.  Se  c > 0 e a < b,  isto  e esperado.  pois  c(b  - a)  e a 
area  do  retangulo  sombreada  na  Figura  13. 


y 


V c 

/ area  — cib  - «) 


CAICULO 


Editors  Thomson 


f(x)  + g(x))dx  := 

.b  4, 

j f(.x)dx  + \ gix)dx 


□ A Propriedade  3 parece 
intuitivamente  razoavei,  pois  sabemos 
que  mu  It  ip  Hear  uma  fungao  por  um 
numero  positive  c estica  ou  comprime 
vertical  me  nte  seu  grafico  por  um  fator 
de  c.  Logo  estica  ou  comprime  cada 
retangulo  sproximante  por  um  fator  de 
c,  e,  porta nto,  tem  o efeito  de 
multiplicar  a area  por  c. 


v * 


ris.  Para  as 

§f|gf|§ 

a sob  g.  A 
iunciona  a 

ira. 

' i 

uma  soma 

e a soma  dos  I i mites: 

j [fix)  + g(x)\dx  — Jim  2 [fix,)  + g(xj)]  A a 

n n 

lim  2 /(  a.. ) A i + X g{ i .. ) A.v 

n n 
= lim  2 f(xi)  &.x  + lim  2 g(Xj)  Ax 

" “w  i'=l  " 

— j 1 fix)  d v + j 'g(.x)  dx 

A Propriedade  3 pode  ser  provada  de  forma  analog  a e estabelece  que  a integral  de  uma 
constante  vezes  uma  fungao  e a constante  vezes  a integral  da  fungao.  Em  outras  palavras, 
uma  constante  (mas  somente  uma  constante)  pode  ser  eolocada  na  frente  de  um  sinal  de 
integracao.  A Propriedade  4 e provada  escrevendo-se  f~  g •'--•/  + (,— g)  e usando  se  as 
Proprieclades  2 e 3 com  c — — 1 . 

a i ... 

EXEMPLO  8 r.i  Use  as  propriedades  das  integrals  para  calcular  | (4  + 3.v ) dx. 

SOLUCAO  Usando  as  Propriedades  2 e 3 das  integrals,  temos 

i (4  -f  3 A-2)  dx  — j 4 dx  + I 3a 2 dx  = j 4 dx  -f  3 | x 2 dx 
Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 

Sabemos  da  Propriedade  1 que 

V A dx  =40  - 0)  = 4 
Jo 

e encontramos  no  Exemplo  2 da  Segao  5.1  que  j x2  dx  — {.  Logo 

Jo 

t (4  + 3 A' 2 ) dx  ~ I 4 dx  + 3 j x2  dx 
Jo  Jo  Jo 

t + 3 • • 5 

A propriedade  a segttir  estabelece  corao  combinar  integrals  da  niesma  fungao  em  inter- 
valos  adjacentes: 


I 

l 

1 

5. 

35 

<-'-K 

!i 

Isto  nao  e facil  de  ser  provado  em  geral , mas  para  o caso  onde  fix)  S2  0 e a < c < b 
a Propriedade  5 pode  ser  vista  a partir  da  interpretagao  geometrica  na  Figura  1 5:  a area  sob 
y — fix)  de  a ate  c mais  a area  de  c ate  b e igual  a area  total  de  a ate  b. 


FIGURA  15 


SBS 


:: 


y = fix)  | 

U 


0 1 a 

i 

FiGURA  16 
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CAPSTUfO  5 p!  EG 

EXEMPIQ  l ::  Se  \™f(x)dx  = 17  e J®/( 

v)  dx  =12.  ac 

ie  jj/'fvi  dx. 

SOLU^AO  Pel  a Propriedade  5 lemos 

us  r i 

fix)dx  4- 
Jo  ’ h 

' fix)  dx  — | ‘ 
Jo 

fix)  dx 

no  jMo  . , 

logo  fix)  dx  = fix)  d: 

w Jg  jO 

c - i ' fix)  dx 
Jo ' 

= 17-12  = 5 

Observe  que  as  Propriedades  1-5  sao 

verdadeiras  st 

a < b,  a = /?  ou 

priedades  a seguir,  nas  quais  comparamos  os  tamanhos  de  funcc/s  e os  de  integrals,  sa< 
verdadeiras  somente  se  a «£  b. 

Propriedades  Comparatlvas  da  Integra- 

rb 

6.  Se  f(x)  5?  0 para  a x ^ lx  entao  j fix)  ax  =■-  (). 

7.  Se  /(x)  s?  g(x)  para  a x /?.  entao  j f U)  rfx  ^ | sw  dx. 

8.  Se  m ^ /(a)  < M para  a ^ x *£-.  b,  entao 

m(V?  ---  «)  =S  j f(x)dx  ^5  Mib  — <a) 


Se  /(a)  5=  0,  entao  f*/(x)  r/.v  representa  a area  sob  o grafico  de  f.  logo  a interpretaca 
geometriea  da  Propriedade  6 e simplesmente  que  as  areas  sao  positivas.  Mas  a propriedad 
pode  ser  provada  da  defini?ao  de  integral  (Exercicio  64).  A Propriedade  7 estabelece  qu 
uma  funttao  maior  tern  uma  integral  maior.  Ela  segue  das  Propriedades  6 e 4,  po 
/ - g 2*  0. 

A Propriedade  8 esta  ilustrada  na  Figura  16  para  o caso  onde  fix)  0.  Se  j for  coi 
tfnua  poderemos  tomar  m e M como  o maximo  e o mini  mo  absolutes  de,/  no  interval 
[a,  b\.  Nesse  caso  a Propriedade  8 estabelece  que  a area  sob  o grafico  de/e  maior  que 
area  do  retangulo  com  altura  m e menor  que  area  do  retangulo  como  altura  M. 

Prova  da  Propriedade  8 Uma  vez  que  m ^ fix)  ^ M.  a Propriedade  7 nos  da 


Usando  a Propriedade  1 para  calcular  a integral  do  lado  esquerdo  e do  lado  direito,  obterm 
mib  ~ a)  | c fix)  dx  =£  Mib  ~ a) 


A Propriedade  8 e proveitosa  quando  tudo  o que  queremos  e uma  estimativa  grosseira  t 
tamanho  de  uma  integral,  ou  seja,  sem  nos  preocupar  com  o uso  da  Regra  do  Ponto  Medio 


EXE1VIPL9  8 □ Use  a Propriedade  8 para  estimar  o valor  de  j^e  dx 
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:!GURA  17 


SOLUCAO  Urns  vez  que  f(x')  e"r  e uma  funcao  decrescent e no  intervalo  [0.  1 j,  seu  maximo 
e M — /(())  ~ .1  e seu  mmimo  absolute)  e m = f(  1)  = c;.  Assim.  usando  a Fropriedade  8, 

e~l0  -0)«.  jV!“  dx*  I { 1 - 0) 
ou 

e 1 J"  e ' dx*i  i 

Como  e'  ~ 0,3679,  podemos  escrever 

0,367*  jV-'‘  dx*  1 

O resultado  do  Exemplo  8 e ilustrado  na  Figura  ] 7.  A integral  e maior  do  que  a area  do 
retangulo  inferior  e menor  do  que  a area  do  quadratic. 


Exercicios 


1.  Calcule  a soma  de  Riemann  para  /(,v)  — 2 — x\  0 =s  x 2, 
corn  quatro  subintervalos,  tomando  os  pontos  amostrais  como 
os  extremos  direitos.  Explique,  com  a ajuda  de  um  diagrama.  o 
que  representa  a soma  de  Riemann, 

2.  Se  f{x)  ~ In  x — 1,1  *£  x *£  4,  calcule  a soma  de  Riemann 
com  n ~ 6,  tomando  como  pontos  amostrais  os  extremes 
esquerdos.  (De  sua  resposta  correta  ate  a sexta  casa  decimal.)  0 
que  representa  a soma  de  Riemann?  Uustre  com  um  diagrama. 

3.  Se  j\x)  ~ yjx  — 2,1  x 6,  calcule  a soma  de  Riemann 
com  n = 5 correta  ate  a sexta  casa  decimal,  tomando  como 
pontos  amostrais  os  pontos  rnedios.  0 que  representa  a soma 
de  Riemann?  Uustre  com  um  diagrama. 

4.  (a)  Ache  a soma  de  Riemann  para /(a)  = x — 2 sen  2a, 

0 *£  x * 3,  coni  seis  termos.  tomando  como  pontos 
amostrais  os  extremos  direitos.  (De  sua  resposta  correta  ate 
a sexta  casa  decimal.)  Explique  o que  representa  a soma  de 
Riemann  com  a ajuda  de  um  eshoco. 

(b)  Repita  a parte  (a)  tomando  como  pontos  amostrais  os 
pontos  medios. 

5.  E dado  o graft co  de  uma  funcao/.  Estime  j ^f(x)  dx  utilizando 
quatro  subintervalos  com  (a)  extremos  direitos,  (b)  extremos 
esquerdos  e (c)  pontos  medios. 


1/ \ 


8.  O grafico  de  g e apresentado.  Estime  j g(x)  dx  com  seis 
subintervalos  usando  (a)  extremos  direitos,  (b)  extremos 
esquerdos  e (c)  pontos  medios. 


7.  IJma  tabela  de  valores  de  uma  funcao  crescente/e  dada.  Use  a 
label  a para  encontrar  uma  estimativa  inferior  e superior  para 
G*f(x)dx. 


A 

0 i 5 

fix) 

49  27 

8.  A tabela  forneee  os  valores  de  uma  funcao  obtidos 

experimentalmente.  Use-os  para  estimar  \ff(x)  dx  utilizando 
tres  subintervalos  iguais  com  (a)  extremos  direitos.  (b) 
extremos  esquerdos  e (c)  pontos  medios.  Se  for  sabido  que  a 
funcao  e decrescente,  voce  pode  dizer  se  suas  estimativas  sao 
menores  on  maiores  que  o valor  exato  da  integral? 


o 

1 

l i 9 

3 

5 

— ■ — 

.....  (: I 

9 ? 

9.0  j 8.3 

6.5 

2-2 

7.6 



9—12  : Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  o valor  dado  n para 
aproximar  a integral.  Arredonde  cada  resposta  para  quatro  casas 


decimals 

jo 


9 yfx’%  + ! dx,  n—  4 
J 

ip  I sen ( a'  ) dx , n = 5 


10.  j $ec(x/3)/x,  n — 6 
Jo 

12.  J x e dlx,  n—  4 


gs  13.  Se  voce  tiver  um  CAS  que  possa  caicuiar  as  aproximacoes 
: pelo  Ponto  Medio  e fazer  o grafico  dos  retanguios 

correspondentes  (use  os  comandos  middlesum  e middlebox 
do  Maple),  verifique  a resposia  do  fcxerejcso  1 1 e ilustre  com 
um  grafico.  Repita  entao  com  n - 10  e n - 20. 

14.  Com  uma  caiculadora  programavel  ou  computador  (veja  as 
instrucoes  para  o Exercicio  7 da  Se^ao  5.1),  calcule  as  somas 
de  Riemann  esquerda  e direita  para  a funcao/(x)  = sen(.r)  no 
interval o |0,  1 1 com  n = 100.  Explique  por  que  essas 
estimativas  mostram  ser 

0,306  < sen(x~ ) dx  < 0,31 5 

Deduza  que  a aproximacao  usando  a Regra  do  Ponto  Medio  com 
ft  — 5 no  Exercicio  1 1 e precisa  ate  a segunda  casa  decimal. 

15.  Use  uma  caiculadora  ou  um  computador  para  fazer  uma  tabela 
dos  valores  das  somas  Rn  de  Riemann  a direita  para  a integral 
jJJ  sen  xdx  com  n = 5,  10, 50  e 100.  Para  qual  valor  esses 
numeros  parecem  estar  se  aproximando? 

16.  Use  uma  caiculadora  ou  um  computador  para  fazer  uma  tabela 
dos  valores  das  somas  Ln  e Rn  de  Riemann  a esquerda  e a 
direita  para  a integral  e~x  dx  com  n — 5,10,50  e 100.  Entre 
quais  dois  numeros  o valor  da  integral  deve  bear?  Voce  pode 
fazer  uma  proposicao  analoga  para  a integral  /2,  e dx  ? 
Explique. 

17-20  7 Expresse  o limite  como  uma  integral  definida  no  intervalo 

dado. 

17.  Jim  2 Xj  serf/  Ax.  [0,  rr] 

18.  lirn  ^ —7 — Ax,  [ E 5] 

— . 1 1 + x, 

19.  lim  ^ ^2xT  + (xj  )"  Ax,  [1.8] 
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r*  . b ' — a'  - - 

28.  Prove  que  j x~  dx  — - — — 

21-38  ::  Expresse  a integral  como  um  limite  de  s0r^s.  Entao  cal 
cule.  usando  um  sistema  algebrico  computaciorial-  li^  achar  a 
soma  e o limite 

rh  x r10  -2  it 

29.  f -dx  30.  j (x  ~A%r)dx 

J2  1 + x' 


31-32  Expresse  a integral  como  um  limite  de  son13^  p^iis,  aValic 
usando  um  sistema  algebrico  computacional  para  aciv.  ir  a soma  e o limite 


31.  f sen  5x  dx 

Jo 


31.  f V ’ dx 


33.  O grafico  de/e sta  mostrado.  Calcule  cada  integi^ 
interpretando-a  cm  lerrnos  das  areas. 

(a)  \2f(x)dx  (b)  fix)  dx  % 


(a)  fix)  dx 
Jo ' 

(c)  j fix)  dx 


(d)  ( fix)  dx  .fpf 


y = JW) 


2 4 8 4^; 

; 


34.  O grafico  de  g consiste  em  duas  retas  e um  semiefn^fe  Use-o 
para  caicuiar  cada  integral. 

(a)  ) * g(x)  dx  (b)  | * gix)  dx  (c)  | L gflp 

Jo  J2 


20.  lim  2 f4  “ 3 (-U  )“  + 6(x* )'  lAv  [0.2] 


21-25  Use  a forma  da  defimcao  de  integral  dada  na  Equacao  3 
para  computar  a integral. 


21. 

j (14  3 x)dx 
J — ] 

a f 

rs 

23. 

E (2  — x2 ) dx 
Jo 

24.  j 

25. 

| x ' dx 

26.  (a)  Ache  uma  aproximacao  para  a integral  J*  (x2  - 3x)  dx  usando 
uma  soma  de  Riemann  com  os  extremos  direitos  e n = 8. 

(b)  Faga  um  diagrama  como  a Figura  3 para  ilustrar  a aproxi- 
ma^ao  da  parte  (a). 

(c)  Use  a Equacao  3 para  computar  j*  (:r  - 3x)  dx, 

(d)  Interprete  a integral  da  parte  (c)  como  uma  diferen^a  de 
areas  e ilustre  com  diagramas  como  o da  Figura  4. 


y = g(x) 


V / 


35-40  Calcule  a integral  interpretando-a  em  termos 
35.  f 3(ix  - I ) dx  36.  | ' V4  - x~  dx 


37.  j"  (l  + f9::-x2)dx 

J-3  ' 

39.  I ' jx ! dx 


38.  j"  0-2x1 


40.  | [a:  — 5|dZx 


41.  Dado  que  j ‘ ~jx  dx  = f . quanto  e jo  V*  dtl 
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42.  Calcule  j ' a2  cos  x dx. 

3 1 

43.  No  Exemplo  2 da  Segao  5.1  mostramos  que  J0‘  a"  dx  = {. 

Use  esse  fato  e as  propriedades  das  integrals  para  calendar 
fj  (5  — 6a 2 ) dx. 

44.  Use  as  propriedades  das  integrals  e o re  suit  ado  do  Exemplo  3 
para  calcular  j.'(2e  ' — 1}  dx. 

45.  Use  o resultado  do  Exemplo  3 para  calcular  f2  ex<'2  dx. 

46.  Use  o resultado  do  Exercicio  27  e o fato  de  que 

Cf  2 cos  x dx  = 1 (do  Exercicio  25  na  Secao  5.1),  junto  com  as 
propriedades  das  integrals,  para  calcular 
l’f;  ’ (2  cos  x --  5.i ) dx  . 

47.  Escreva  corno  uma  integral  ilnica  no  formato  ff /'(a)  dx. 

J\  fix)  dx  +£  fix)  dx  ~ fl  fix)  dx 

5 5 4 

48.  Se  J f (a)  dx  = 12  e fix)  dx  = 3,6,  ache  J f (x)  dx. 

9 9 9 

49.  Se  fix)  dx  = 37,  e J g (a)  dx  - \ 6,  ache  J (2  f(x)  + 3 gix)]  dx 

50.  Ache  f f(x)cix  se  /W  = [Upara  3 

51-54  Use  as  propriedades  das  integrals  para  verificar  a 
desigualdade  sem  calcular  as  integrals. 

51.  j sen ' v dx  ^ j sen  d dx 

52.  j " yT::r  a dx  * | 2 v i + I dx 

Ji  Ji 

53.  2 f1  vl  + 'x2dx  =s  2 y/2 


54.  — sen  x dx  — 

6 J*/*  3 


Use  a Propriedade  8 para  estimar  o valor  da  integral. 


55. 

56.  1 

i V-U  + i cj 

57.  | 

f ts  x dx 

58.  | 

r c v:  -3a+ 

J 

59. 

ri/4  *- 

j X€~*  dx 
0 

J 

69.  j 

0 

| sen'' A'  dx 

tjs-eZ  : Use  as  propriedades  das  integrals,  junto  com  os 
Exerefeios  27  e 28,  para  provar  a desigualdade. 


61.  f v 4 -1-  1 dx 


82.  j x sen  x dx 
Jo 


63.  Prove  a Propriedade  3 das  integrals. 

64.  Prove  a Propriedade  6 das  integrals. 

65.  Se/for  contfnua  em  [a,  b\,  mostre  que 

| j fix)  rfxj  j | fix)  | dx 

[Sugestao:  [ fix)  | ~if(x)  ^ j fix)  j.j 

66.  Use  o resultado  do  Exercicio  65  para  mostrar  que 

j j ' fix)  sen  2a  dx  j =s  jj"  j fix)  | dx 
67-68  ::  Expresse  o Iimite  coino  uma  integral  definida. 

67.  lim  2 — ~ [Sugestao:  Considere  fix)  ~ a4.] 

”-*(=!«" 

1 A 1 

68.  lim  — 2 tttv 

«— * n t 1 -I-  {i/n)~ 

69.  Ache  j ‘ x 2 dx.  [Sugestao:  Escoiha  xf  como  a media  geometries 
de  x,  ] e x,  (isto  e,  xf  = v^-T^)  e use  a identidade 

_ j I _ ] _ 

mini  +1)  m m + 1 


Profeto  Descofeerta  / . • . Fungoes  Areas 


1.  (a)  Trace  a reta  y — 2/  + 1 e use  a geometria  para  achar  a area  sob  essa  reta.  acirna  do  eixo 

t,  e entre  as  retas  verticals  / ==  1 e t — 3. 

(b)  Se  a > 1 , seja  A(x)  a area  da  regiao  que  esta  sob  a reta  y — 2r  -f  1 entre  t = 1 e t = x. 
Esboce  essa  regiao  e use  a geometria  para  achar  uma  expressao  para  /1(a). 

(c)  Diferencie  a funcao  area  A(x).  O que  voce  nota? 

2.  (a)  Se  x 5*  — 1 , seja 

Ai x)  - p (1  + t2)dt 

/1(a)  representa  a area  de  uma  regiao.  Esboce  essa  regiao. 

(b)  Use  o resultado  do  Exercicio  28  da  Segao  5.2  para  encontrar  uma  expressao  para  A (a). 

(c)  Ache  A'(a).  O que  voce  nota? 
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(d)  Se  x 5*  — l e h e am  riuinero  positive  pequeno,  entao  Aix  + h)  — A{x)  re pre scuta  a area 
de  uma  regiao.  Descreva  e esboce  a regiao. 

(e)  Trace  um  retangulo  cjue  aproxime  a regiao  da  parte  (d).  Comparando  as  areas  dessas 
duas  regides,  mostre  que 

i4(x  -t-  h)  - ALx)  __  ^ , 

h 

(f)  Use  a parte  (e)  para  dar  uma  explica^ao  intuitiva  para  o result  ado  da  parte  (c). 


|!  3.  (a)  Trace  o grafico  da  funcao  f(x)  - cos(x2)  na  jane! a tie  inspegao  [0,  2]  por  (-1 ,25,  1 ,25]- 
(b)  Se  definirmos  uma  nova  funcao  g por 


g(x) 


cos(?2)  dt 


entao  g(x)  e a area  sob  o grafico  de  /tie  0 ate  x [ate  fix)  torna-se  negativa,  onde  (fix) 
torna-se  uma  ciiferenca  de  areas].  Use  a parte  (a)  para  determinar  o valor  de  x no  qua] 
g(x)  comega  a decrescer.  [Diferente  da  integral  do  Problema  2,  e impossrvel  calcular  a 
integral  definindo  g para  obter  uma  expressao  explicita  para  (fix).\ 

(c)  Use  o comando  de  integragao  em  sua  calculadora  ou  computador  para  estimar  g{ 0,2), 
3(0,4),  3(0,6), ...,  3(1-8),  3(2).  Entao  use  esses  valores  para  esbogar  um  grafico  de  3. 

(d)  Use  seu  grafico  de  3 da  parte  (c)  para  esbogar  o grafico  de  g'  usando  a inteipretacao  de 
g'(x)  como  a inelinagao  de  uma  reta  tangente.  Como  comparar  g com  o grafico  de /? 

4.  Suponha  que / seja  uma  funcao  contmua  em  um  intervalo  [a,  /?]  e definimos  uma  nova 

fungao  3 pela  equagao 

g(x)  — | * fit)  dt 

J a 

Baseado  nos  resultados  dos  Problemas  1-3,  conjecture  uma  expressao  para  g’(x). 


O Teoreina  Fundamental  do  Calculo 


area  = g(x) 


0|  a x b 

FiGURA  1 


O Teorema  Fundamental  do  Calculo  estabelece  uma  conexao  entre  os  dois  ramos  do  cal 
culo:  o calculo  diferencial  e o calculo  integral.  O calculo  diferencial  surgiu  do  problem; 
da  tangente,  enquanto  o calculo  integral  surgiu  de  um  problema  aparentemente  nao  rela 
cionado.  o problema  da  area.  O professor  de  Newton  em  Cambridge.  Isaac  Barrow  (1630 
1677),  descobriu  que  esses  dois  problemas  estao  de  fato  estreitamente  relacionados.  Elt 
percebeu  que  a diferenciacao  e a integragao  sao  processos  in  versos.  O Teorema  Fun 
damental  do  Calculo  da  a precisa  relacao  inversa  entre  a derivada  e a integral.  Forarr 
Newton  e Leibniz  que  exploraram  essa  relagao  e usaram-na  para  desenvolver  o calcult 
como  um  metodo  matematico  sistematico.  Em  particular,  eles  viram  que  o Teorem; 
Fundamental  os  capacitou  a computar  as  areas  e integrals  muito  mais  facilmente,  sem  qu< 
fosse  necessario  calcula-las  como  limites  de  somas,  como  fizemos  nas  Secoes  5.1  e 5.2. 

A primeira  parte  do  Teorema  Fundamental  lida  com  funcoes  definidas  por  uma  equagat 
da  forma 

m g(x)  — | f(t)  dt 

ond e/e  uma  fungao  contmua  em  [a,  b]  e x varia  entre  a e b.  Observe  que  g depende  somen 
te  de  x , que  aparece  como  a variavel  superior  do  Iiniite  na  integral.  Se  x tor  um  numert 
fixado,  entao  a integral  i '/(/)  dt  e um  numero  definido.  Se  variamos  x.  o numero  fit)  dt 
tambem  varia  e define  uma  funcao  de  x denotada  por  g(x).  Se  / for  uma  funcao  positive 
entao  g(x)  pode  ser  interpretada  como  uma  area  sob  o grafico  de  / de  a ate  x,  onde  x pod< 
variar  de  a ate  b.  (Imagine  g como  a funcao  “area  ate  aqui",  veja  a Figura  I -) 
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FIGURA  5 


i-z-ii-Hiii  s.v  i Sef  c a funcao  conlfnua  cujo  grafico  csta  mostrado  na  Fisura  2 e gix)  = 

./  (t)dt,  ache  os  \ a I ores  de  <?(()).  g(  1 ).  g(2).  4(3),  4(4)  e 4(5).  A seguir.  laca  uni  esbogo 
do  grafico  der  g. 

SOLUCAO  Primeiro  note  que  g( 0)  = f(t)dt  - 0.  Da  Figura  3.  sabemos  quo  q{  1 ) c a area 
do  triangulo: 

g0)~  f'  f(t)dt  = ~(\-2)=  1 

Jo  9 

Para  achar  gi 2)  somamos  <:/(  1)  a area  de  um  retangulo: 

g(2  )=J^  f(i)dt  ~ J fit)  (It  + f fit)  dt  - I + (D2)  = 3 

Estimamos  que  a area  abaixo  da  curva  definida  por/no  intervalo  de  2 a 3 e aproximada- 
mente  1 .3.  assim. 


II  (3)  - 4(2)  +£  fit)  dt  -3+1.3  = 4 , 


j y, 

L A. 
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\ 
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12  3f 

3(3)  = 4,3 
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Para  t > 3, /if)  e negative  e.  dessa  forma,  eomecamos  a subtrair  as  areas: 

4 — 

4(4)  = 4(3)  + J /(f)  A - 4,3  + ( - 1 ,3)  = 3 ,0 
4(5)  = 4(4)  f f /(f)  dt  « 3 + (-1 ,3)  = 1 ,7 

Usamos  esses  valores  para  tazer  um  esboco  do  grafico  de  4 apresentado  na  Figura  4. 
Observe  que,  pelo  tato  de/(r)  ser  positiva  para  t < 3,  continuamos  adicionando  area  para 
/ < 3 e assim  4 e crescente  ate  x : 3,  onde  atinge  o seu  valor  maximo.  Para  x > 3, 4 decresce 
porque fit)  e negativo. 


gix) 


tdt  — — 
Jo  7 


Note  que  4 (a)  = a , isto  e.  4 = / . Em  outras  palavras,  se  4 lor  definida  eomo  a integral  de 
f Pe^a  Equagao  I . entao  4 resulta  ser  uma  antiderivada  de  /,  pelo  rnenos  nesse  caso.  E se 
esbocarmos  a derivada  da  iungao  4 mostrada  na  Figura  4 pelas  inelinacoes  estimadas  das 
tangentes,  teremos  um  grafico  semelhante  ao  de  /na  Figura  2.  Portanto,  suspeitamos  que 
4'  — /,  tambem,  no  Exemplo  1 . 

Paia  ver  por  que  isso  pode  ser  verdadeiro,  em  geral  consideramos  qualquer  fungao  con- 
tin  u a/ com  f{x)  fa  0.  Entao  gix)  — \*f(t) dt  pode  ser  interpretada  como  a area  sob  o gra- 
fico de  / de  a ale  x,  eomo  na  Figura  1 . 

A ^im  de  computar  g'(x)  da  definieao  de  derivada,  primeiro  observamos  que,  para 
h > 0,  gix  + h)  — gix)  e obtida  subtraindo-se  as  areas,  logo  ela  e a area  sob  o grafico  de 
/ de  x ate  x + h (a  area  em  destaque  da  Hgura  5).  Para  h pequeno  voce  pode  ver  da  figura 
que  essa  area  e aproximadamente  igual  a area  do  retangulo  com  altura  /(.*:)  e largura  h: 

gix  + h)  - gix)  ~ hfix) 

, gix  + h)  — gix)  , , 

logo  -dxJ.  « fix) 


I 
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Intuitivamcntc.  portanto.  esperamos  que 

. (}i  X + h)  — p(x) 

9 W = T'—'—  = fix') 

D Abreviamos  o norne  ciesse  teorema  Isso  e verdadeiro  mesrno  quando  f nao  e neccssariamentc  positiva,  como  demonstra  £ 

para  TFCI.  Esse  teorema  dtz  que  a primeira  parte  do  Teorema  Fundamental  do  Calcuio. 

derivada  cie  uma  integral  definida  em 

reiacao  a seu  limite  superior  e o f “ " “ ' ' I “ “ 7T 

m.egrando  calculado  no  limite  superior  i Te0rem8  Fundamental  da  Calculo,  Parte  1 Sc  / lor  contmua  em  («.  b}.  entao  a 

! funcao  g definida  por 


y\  xy=f(x)  | i 


X 14  V = X h 


FI6URA6 


£;(.v)  — | fit)  dt  a *£  a b 
e contmua  em  [a,  b]  e diferenciavel  em  (a.  b)  e g’(x)  — fix). 

Prova  Se  .v  e a 4-  h estao  em  (a,  b),  entao 

g(x  + h)  - g(x)  — j fit)  dt  — j fit)  dt 


\ 

J f(t)dt  + j fit)  dt  J - j f{t)dt 


fit ) dt 


logo,  para  h # 0, 


h h Jx 

Por  ora.  vamos  assumir  que  h > 0.  Uma  vez  qu e/e  contfnua  em  [a,  a + /?],  o Teorema  do 
Valor  Extremo  estabelece  que  ha  numeros  u e v em  [x.x  + /;]  tal  que  fin)  = m e fiv)  — M 
. onde  m e M sao  valores  mmimo  e maxi  mo  absolutes  de/em  [x.x  + h]  (veja  a Figura  6). 
Pela  Propriedade  8 das  integrals,  temos 

mh  | fit)  dt  ^ Mh 

isto  e,  f{u)h  ^ j fit)  dt  ^ fiv)h 

Jx 

Uma  vez  que  h > 0,  podemos  dividir  essa  desigualdade  por  h: 

fin)  ~ j ’ fit)  dt  ss  fiv) 
n Jv 

Agora  usamos  a Equagao  2 para  substituir  a parte  do  meio  dessa  desigualdade: 

. . qix  + h)  — r/(.Y)  . x 

lii  /(«)  « 7 — « /M 

h 

A desigualdade  3 pode  ser  provada  de  uma  maneira  similar  para  o caso  onde  h < 0 (vej; 
o Exercfcio  63). 

Agora  tomemos  h — » 0.  Entao  u x e v a,  uma  vez  que  u e v estao  entre  x e 
,v  + h.  Conseqiientemente 

lint  /(h)  = lim/(«)  = fix)  e lim  fiv)  — Iim/(t!)  = fix) 

/f --*0  it -*.x  h -■■■■'  0*  *■--*■* 

pois/e  contmua  em  a.  Concluimos.  de  (3)  e do  Teorema  do  Confronto,  que 

m ,,  x 9(-x  + /?)  “ 9(x)  . 

i 4 1 a (a)  — lint — / (a) 

>■ >o  h 

Se  x = « ou  /?,  entao  a Equaqao  4 pode  ser  interpretada  como  um  limite  lateral.  Entao  o 
Teorema  2.9.4  (modificado  para  limites  laterals)  mostra  que  g e contmua  em  [a,  h\. 

Usando  a notacao  de  Leibniz  para  as  derivadas,  podemos  escrever  TFCI  como 
| 5 1 — j f(t)  dt  — fix) 


g’(x)  --  lim 


396 
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quando  / for  contfnua.  Falando  nao  rigorosamente,  a Equacao  5 nos  estabeJece  que  se 
primeiro  integraraos/e  entao  diferenciamos  o resuhado,  re  toma  trios  a funcao  original  f. 

EXEMPLO  2 Ache  a derivada  da  funcao  g(x)  — | \/ 1 + t2  dt . 

SOLUCAO  Uma  vez  que  fit)  ~ v 1 + t2  e contfnua,  a Parte  1 do  Teorema  Fundamental 
do  Calculo  fornece 

9 '(■ ■t),,,—  V I + x- 

EXEMPLO  3 Embora  a formula  da  forma  tj(x)  = f *f(t)dt  possa  ser  vista  como  uma 
maneira  estranha  de  definir  uma  funcao,  livros  de  fisica,  qufmica  e estatfstica  estao 
repletos  dessas  funcoes.  Por  exemplo.  a funcao  de  Fresnel 

Six)  = i senf  7r?2/2)  dt 
Jo 

e assim  chamada  em  homenagem  ao  ffsico  fiances  Augustin  Fresnei  (1788-1827), 
famoso  por  sens  trabalhos  em  optica.  Essa  funcao  apareceu  pela  primeira  vez  na  teoria 
de  difracao  das  ondas  de  luz  de  Fresnel,  porem  mais  recentemente  foi  aplicada  no 
pianejamento  de  auto-estradas. 

A parte  1 do  Teorema  Fundamental  nos  diz  como  diferenciar  a funcao  de  Fresnel: 

5'(x)  = sen  ( i7X 2/  2) 


Isso  significa  que  podemos  aplicar  todos  os  metodos  do  calculo  diferencial  para  analisar 
S (veja  o Exercicio  57). 

A Figura  7 mostra  os  graficos  de  f{x)  — $cx\(ttx1/2)  e a fungao  de  Fresnel 
Six)  — jg  fit)  dt.  Foi  usado  urn  computador  para  fazer  o grafico  de  S computando  o valor 
dessa  integral  para  varios  valores  de  x.  Realmente  parece  que  Six')  e a area  sob  o grafico 
de/ de  0 ate  x [ate  x ~ 1 ,4  quando  Six)  torna-se  uma  diferenga  de  areas}.  A Figura  8 
mostra  uma  parte  maior  do  grafico  de  S. 


FIGURA  7 
fix)  ™ sen  ( v x72) 

Six)  — )(,  sen  ( tt  f/2)  dt 


0,5 


FIGURA  8 

A fungao  de  Fresnel  ,S(x)  = j()  sen  (tt  f/2)  dt 


Se  comecarmos  agora  com  o grafico  de  S da  Figura  7 e pensarmos  sobre  como  deve 
ser  sua  derivada,  parece  razoavel  que  S' (x)  ~ f(x) . [Por  exemplo,  S e crescente  quando 
/ (x)  > e decrescente  quando  fix)  < 0 .]  Logo,  isso  da  uma  confirmacao  visual  da 
Parte  1 do  Teorema  Fundamental  do  Calculo. 
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a ' x ~ 

EXEMFLO  4 Ache — sec  tdt. 

dx  - n 

SOLUCAO  Aqui  clevemos  ser  cuidadosos  para  usar  a Regra  da  Cadeia  em  conjuncio  com 
oTFCl.Seja  u = x4.  Entao 


d cx 

d 

— 

sec  t dt  = i 

sec  t dt 

dx  A 

dx  - 

Ft 

d 

= 

1 sec  t dt 

du 

J i 
du 

= sec  u — 
dx 

— sec(x4)  * 4.r? 

Na  Seqao  5.2  computamos  as  integrals  a partir  da  defini^ao  como  um  limite  dt  somas 
de  Riemann  e vimos  que  esse  procedimento  e as  vezes  longo  e dificil.  A segunda  parte  do 
Teorema  Fundamental  do  Calculo,  que  segue  facilmente  da  primeira  parte,  nos  fornece  um 
metodo  muito  mats  simples  para  o calculo  de  integrals. 


I Teorema  Fundamental  do  Cgleulo,  Parts  2 Se/for  continua  em  [a,  b ],  entao 

j fix)  dx  — Fib)  — Fid) 
i Ja 

onde  F e qualquer  antiderivada  de/,  isto  e,  uma  iimqao  tal  que  F’  — j . 


Prova  Seja  g(x)  — f*  fit)  dt.  Sabemos  da  Parte  1 que  fix)  — f(x);  isto  e,  g e uma  anti- 
derivada de  /.  Se  F for  qualquer  outra  antiderivada  de/em  [a,  b],  entao  sabemos  do 
Corolario  4.2.7  que  F e g diferem  por  uma  constante: 

[6]  Fix)  = gix)  + C 

para  a < x < b.  Mas,  tanto  F quanto  g sao  contmuas  em  [a,  b j e,  portanto,  tomando 
limites  de  ambos  os  lados  da  Equaqao  6 (quando  x — > a+  e x — » b ),  vemos  que  isso 
tambem  e valido  quando  x = a e x = b. 

Se  fizermos  x = a na  formula  de  g(x),  obteremos 


gia)  = j fit)  dt  = 0 


Portanto,  usando  a Equa£ao  6 com  x = b e x — a,  temos 

Fib)  - Fia)  - [gib)  + C]  - [gia)  + C] 

= gib)  - gia)  = gib)  = ( * fit)  dt 

J a 


A Parte  2 do  Teorema  Fundamental  estabelece  que  se  conhecermos  uma  antiderivada  F 
de  / entao  poderemos  caicuiar  jffix)  dx  simplesmente  subtraindo  os  valores  de  F nos 
extremes  do  intervalo  [a,  bj.  E muito  surpreendente  que  \*f{x)dx,  definida  por  um 
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procedimento  complicado  envolvendo  todos  os  valores  de  fix ) para  a v b.  node  ser 
encontrado  sabendo-se  os  valores  de  Fix)  em  somente  dois  pontos.  a e b. 

Embora  o Teorema  possa  ser  surpreendente  a primeira  vista,  ele  fiea  plausi'vej  se  o inter- 
pretamos  em  termos  fisicos.  Se  lit)  for  a velocidade  de  um  objeto  e sit)  for  sua  posicao  no 
instante  t,  entao  v{  t)  — s'{t ).  portanto  „s  e itma  antiderivada  de  v.  Na  Seeao  5.1  con  side- 
ramos  um  objeto  que  se  move  sempre  no  sentido  positive  e li/.emos  a eon ject lira  de  que  a 
area  sob  a curva  da  velocidade  e igual  a distancia  percorrida.  Em  stmbolos: 


Isso  e exatamente  o que  o TFC2  estabelece  nesse  contexto. 


□ Compare  os  calc  u I os  do  Exempio  5 
com  os  do  Exempio  3 na  Seeao  5.2, 
muito  mais  diflceis. 


EXEMPIO  5 Calcule  a integral  | ex  dx. 

Ji 

SOLUQAO  A fungao  f(.x)  ~ ex  e conti'nua  em  toda  parte  e sabemos  que  uma  antiderivada 
e Fix)  = <?•*;  logo,  pela  Parte  2 do  Teorema  Fundamental,  temos 

j' ' e * dx  = F( 3)  - F{\)  = - e 

Observe  que  o TFC2  estabelece  que  podemos  usar  qualquer  antiderivada  F de  j.  Por- 
tanto  podemos  usar  a mais  simples,  isto  e.  Fix)  — e\  em  vez  de  ex  + 7 ou  e*  + C.  :i 


Freqiientemente  usarnos  a notacao 


Fix)}',  = Fib)  - F(a) 


Logo  a equacao  do  TFC2  pode  ser  escrita  como 


j ’ fix)  dx  — Fix)\(X  onde  f’  — f 


Outras  notapoes  comuns  sao  Fix)  |*  e | Fi.\ ) I.','. 


j Quando  aplicamos  o Teorema 
Fundamental  usamos  uma  antiderivada 
F de  f particular.  Mao  e necessario  uti- 
iizar  a antiderivada  mais  geral. 


EXEMPIO  6 j Ache  a area  sob  a parabola  y ■=  x:  de  0 ate  i . 

SOLUCAO  Uma  antiderivada  de  fix ) — a2  e Fix)  ~ Lv  \ A area  A pedida  e encontrada 
usando-se  a Parte  2 do  Teorema  Fundamental: 


jO  dx  — — 


F 0 


Se  voce  comparer  o calculo  do  Exempio  6 com  o do  Exempio  2 na  Secao  5.1  vera  que 
o Teorema  Fundamental  da  um  metodo  muito  mais  curto. 


EXEMPLO  7 □ Calcule 


SOLUQAO  A integral  dada  e uma  abreviacao  para 
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Uma  antiderivada  de  fix)  — 1/x  e Fix)  — In  ! x j.e,  como  3 *£  x *£  6.  podemos  es- 
crever  Fix)  — In  x.  Logo 

i*  k 1 I ^ 

“ dx  In  x ~ — In  6 - In  3 


EXEMF10  3 : Ache  a area  sob  a curva  cosseno  de  0 ate  b,  onde  0 •=£  b ^ tt/2. 

SOLUQAO  Uma  vez  que  uma  antiderivada  de  fix)  = cos  x e Fix)  = sen  x,  temos 

A ~ j cos  x t/x  — sen  x]  o ~ sen  b — sen  0 = sen  b 
Jo 

Em  particular,  tomando  b — tt/2,  temos  provado  que  a area  sob  a curva  cosseno  de  0 
ate  tt/2  e sen(7r/2)  ~ 1 . (Veja  a Figura  9.) 

Quando  o mafematico  Frances  Gilles  de  Roberval  encontrou  a area  sob  as  curves  sem 
e cosseno,  em  1635,  isto  era  um  problema  muito  desafiante  que  requeria  uma  grande  dos< 
de  engenhosidade.  Se  nao  tivessemos  a vantagem  do  Teorema  Fundamental,  teriamos  dt 
computer  um  limite  de  somas  diffeil  usando  obscuras  identidades  trigonometricas  (ou  un 
CAS,  como  no  Exercfcio  25  da  Se^ao  5.1).  Isso  foi  ainda  mais  diffeil  para  Roberval 
porque  o aparato  de  limites  nao  tinha  sido  inventado  em  1635.  Mas  nos  anos  de  1660  < 
1670,  quando  o Teorema  Fundamental  foi  descoberto  por  Barrow  e explicado  por  Newtoi 
e Leibniz,  esses  problemas  ficaram  muito  facets,  como  voce  pode  ver  no  Exemplo  8. 

EXEMP10  9 O que  esta  errado  no  seguinte  calculo? 


S0LUQA0  Para  come§ar  notamos  que  esse  calculo  deve  estar  errado,  pois  a resposta  e 
negative,  mas  fix)  — 1/x2  5=  Oe  a Propriedade  6 de  integrais  estabelece  que 
f*  f{x)  dx  ->  0 quando  / S*  0.0  Teorema  Fundamental  do  Calculo  aplica-se  a uma 
fun?ao  continue.  Ele  nao  pode  ser  aplicado  aqui,  pois  fix)  = 1/x2  nao  e continue  em 
[ — 1 . 3],  De  fato ,/  tern  uma  descontinuidade  infinite  em  x — 0,  portanto 

p 1 , 

1 ~t  dx  nao  existe 


1 Diferencia^ao  e Integracao  como  Processos  Inversos 

Vamos  finalizar  esta  se^ao  justapondo  as  duas  partes  do  Teorema  Fundamental. 


0 Teorema  Fundamental  To  Calculo  Suponha  que/ e contfnua  em  [a,  b], 

1,  Se  g(x)  = j*f(t)dt,  entao  (fix)  — fix). 

2.  y'  f{  x ) dx  = F(b)  - F(a ),  quando  F for  qualquer  antiderivada  de/,  isto  e,  F’  =f. 


Notamos  que  a Parte  1 pode  ser  reescrita  como 

— I ’ fit)  dt  — fix ) 
dx  Jo 

o que  estabelece  que  se  / for  integrada  e o resultado,  diferenciado,  obteremos  de  volte 
funcao  original  / Como  F'ix)  = fix),  a Parte  2 pode  ser  reescrita  como 


1 F!(x)  dx  — Fib)  — F(a) 


Essa  versao  estabdece  que  se  tomarmos  uma  fungao  F,  a diferenciarmos  e depois  inte- 
grarmos  o resultado,  chegaremos  de  volta  a funcao  original  F.  mas  na  forma  Fib)  ~ Fid). 
Juntas  as  duas  partes  do  Teorema  Fundamental  do  Calcuio  estabelecem  que  a diferencia- 
gao  e a integragao  sao  processos  inverses.  Cada  um  desfaz  o que  o outro  fez. 

O Teorema  Fundamental  do  Calcuio  e inquestionavelmente  o mats  importante  do  cal- 
eulo  e realmente  e um  dos  grandes  feitos  da  mente  humana.  Antes  de  sua  deseoberta,  desde 
os  tempos  de  Eudoxio  e Arquimedes  ate  os  de  Galileu  e Fermat,  os  problemas  de  encon- 
trar  areas,  volumes  e comprimentos  de  curva  eram  tao  dificeis  que  somente  um  genio 
poderia  fazer  frente  ao  desafio.  Agora,  porem,  arrnado  com  o metodo  sistematico  que 
Leibniz  e Newton  configuraram  para  o Teorema  Fundamental,  veremos  nos  capitulos  a 
seguir  que  esses  problemas  desafi antes  sao  acessrveis  para  todos  nos. 
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5.3 


Exercicios 


1.  Explique  claramente  o que  voce  entende  por  “diferenciagao  e 
integragao  sao  processos  inverses”. 

2.  Seja  ^{a)  = J f ( t)dt . onde /e  a /ungao  cujo  grafico  e mostrado. 

(a)  Avalie  g(x)  para  x = 0,  1, 2,  3, 4,  5 e 6. 

(b)  Estirne  g( 7). 

(c)  Onde  g tem  um  valor  maximo?  Onde  possui  um  valor 
mmimo? 

(d)  Faga  um  esbogo  do  grafico  de  g. 


; i 

j. 

i 

i— j— i 

7 

7 

\ 

— j 

Y 



\ 

/J 

]\ 

/ 

4 

r 

3.  Seja  g(x)  = !,!/(?)  di.  onde /e  a fungao  cujo  grafico  esta 
mostrado. 

(a)  Calcule  ${()),  g(l),  g( 2),  g(3)  e g( 6). 

(b)  Em  que  intervalos  g esta  crescendo? 

(c)  Onde  g tem  um  valor  maximo? 

(d)  Faga  urn  esbogo  do  grafico  de  g. 


• y j 

• • - l 

\f 

o 

1 \ / ■ 

\ / 

4.  Seja  9(a)  = f\/{f)  dt,  onde /e  uma  fungao  cujo  grafico  esta 
mostrado. 

(a)  Calcule  0(-3)e  0(3). 


(b)  Estime  g(~ 2),  g(-l ) e g( 0). 

<c)  Em  que  intervalo  g esta  crescendo? 

(d)  Onde  g tem  um  valor  maximo? 

(e)  Faga  um  esbogo  do  grafico  de  g. 

(f)  Use  o grafico  da  parte  (e)  para  esbogar  o grafico  de  g'(x). 
Compare  com  o grafico  de  f. 


y j 

K '• : 

1 

'f/A 

•• ; 

/ ■ 

...j. ....... 

0 

•\ i / i i 

\iZi | i 

8-6  ::  Esboce  a area  representada  por  g(x) . Entao  ache  g'(x)  de 
duas  maneiras:  (a)  utilizando  a Parte  1 do  Teorema  Fundamental  e 
(b)  calculando  a integral  usando  a Parte  2 e entao  diferenciando. 

5.  g( x)  = t2  dt  6.  g(x)=f(l  + 'Jt)dt 

7-18  Use  a Parte  1 do  Teorema  Fundamental  do  Calcuio  para 
achar  a derivada  da  fungao. 

7.  g(x)  — | JTTlltdt  8.  g(x ) = In  t dt 

•'v  "u  1 

9.  g(y)  — j t2  sen / dt  10.  g(u)  — j —dx 

J 2 J j,  X + X ‘ 

11.  Fix)  — | cos(ri)  dt 

Sugestdo:  j " eos(/2)  dt  = - j ' cos(F)  dt 

no 

12.  F( x)  = j tg  8d0 


13.  h(x)  = jj' A arctg  t dt 
cos  i . 


14.  h(x)  — I " yT  + r:' dr 


17.  y = I ' , tttt  du 


h-1x  1 + U* 


18.  v — j {t  + senr)  dt 

fO 

18.  v — i sen'?  J/ 


•jg_42  Use  a Parte  2 do  Teorema  Fundamental  do  Calctilo  para 
caicular  a integral,  ou  explique  por  que  ela  nao  existe. 


19.  j ' xs  dx 
21.  | ^ (4.v  + 3)  dx 


20.  J 6 dx 

22.  j (I  + 3v  — ‘ ”y")dy 


23.  f xVjdx 

Jo 


25, 


24.  £ <fx  dx 
26.  £Sdx 


27.  f — — dx 


28.  ' cos  Odd 


x{2  + x5  )dx 
31.  J see"  t dt 


30.  — dx 

h fx 


32.  j (3  + xyx)  <ir 


an 

f cossec2  0 d 0 

34.  f cossec 

Jo 

\9~dx 
Ji  lx 

36.  f’lO*  dx 

CSti  6 dt 

J 4 

38.  f - rr—dt 

k,  ^ 

j'  eu * 1 du 

r + 1 

2 

J-A  + u 

40.  f ~~~d 
J1  u 

| ~ f{x)  dx  onde  fix)  = 

[x4  se  0 =£  x < 1 
[x'  se  1 ^ x 2 

42.  p f{x)dx  onde  /(x) 


x se  — it  =£  x ^ 0 
sen  x se  0 < x «£  tt 


i§  43-46  Use  o grafico  para  dar  uma  estimativa  nao  precisa  da  area 
da  reaiao  que  esta  situada  abaixo  da  curva  dada.  Entao  ache  a area 
exata. 

43.  y — y/x,  0 x =£  27  44.  y — x ~4:  1 « x « 6 

45.  y — sen  x,  0 *£  x ^ tt  46.  v — sec2x,  0 x ^ ir/3 


47-48  □ Calcule  a integral  e interprete-a  como  uma  diferen9a  das 
areas.  Ilustre  com  um  esboco. 


47,  r x3Jx 


CS-tt/l 

48.  sen  x dx 
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Ache  a derivada  da  iimca0 


. . i'?.i  u~  — 1 

49.  q{x)  — | — t du 

S J2v  U"  -4"  S 


-a*  ir  + i 

Sugestdo : j /(«}  r/«  = j /(?{)  du  + j 


f(u)  chi 


50.  q(x)  - * v:-  - dt 

’ J « * y 2 + t4 


51 . y — j „ -ft  sen  t dt 


COS  (7/  “ ) du 


53.  SeF(x)  ~ j fit)  dt. onde  fit)  — j'  — tJL-  determine  F'(2 

Ji  ' ' Jt  u 


54.  Ache  o intervalo  em  que  a curva 

v — j r dt  e edneava  para  cima. 

Jo  i + t + t2 

_4 


Jo  1 + t + r 

r 4 

55.  Se  /i'l ) = 12 ,/ ' e contmua  ej  ^ t {x)dx  = 17.  qua!  e o valor  de fi4)’ 


56.  A funcao  erro  dada  por 

2x2 

erf(x)  = - 7=2  f 
VttJo 

e muito  usada  em  probabiltdade,  estatfstica  e engenharia. 
(a)  Mostre  que  £ e~  ‘ dt — j V^{erf  (b)  - erf  (a)}. 


(b)  Mostre  que  a funcao  v = e*'  erf(x ) satisfaz  a equa^ao 
diferencial  y'=  2xv  + 2/vtt  . 


57.  A funcao  Fresnel  S foi  definida  no  Exemplo  3,  e sens  graiicos 
estao  nas  Figuras  7 e 8. 

(a)  Em  que  valores  de  x essa  funcao  tem  valores  de  maximo  loc?us? 

(b)  Em  que  intervalos  a funcao  e concava  para  cima? 

(c)  Use  um  grafico  para  resolver  a seguinte  equa^ao,  correta 
ate  duas  easas  decimal: 

j sentry 2)  dt  ~ 02 

Jo 

58.  A funcao  integral  seno 

, , i*.r  sen  i . 


e importante  em  engenharia  eletrica.  fO  integrando 
fit)  — (sen  t)/t  nao  esta  definido  quando  t — 0,  mas  sabemos 
que  seu  limite  e 1 quando  t — > 0-  Logo  definimos  /(()}  = .1 , e 
isso  faz  de/ uma  funcao  contmua  em  toda  parte. j 

(a)  Trace  o grafico  de  Si. 

(b)  Em  que  valores  de  x essa  funcao  tem  valores  de  maximo  locai.* 

(c)  Ache  as  coordenadas  do  primeiro  ponto  de  inflexao  a direit 
da  origem. 

(d)  Essa  funcao  tem  assmtotas  horizon tais? 

(e)  Resolva  a seguinte  equaqao  correta  ate  uma  casa  decimal: 

cx  sen?  , 


53-M  □ Sejay(x)  = / / ( t)  J?.  onde /e  a funcao  cujo  grafico  esta  mostrad 

(a)  Em  que  valores  de  x ocorrem  os  valores  de  maximo  e mxnirr 
local  em  g ! 

(b)  Onde  g atinge  seu  valor  maximo  absoluto? 


<•  <■  ■ 
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c/IY 


i§0 t (c)  Em  quo  interval  os  g 6 concavo  para  baixo 
§f;  (d)  Esboce  o grafico  de  g. 


53.  y f 


6/8  1 


§0.  vi 


0.4  | / \ 

0,2  I 


5 \ 7/  9 


S'i-62  □ Calcule  o limite  reconhecendo  primeiro  a soma  como  uma 
soma  de  Riemann  para  uma  funcao  definida  em  [0,  1]. 


A / 

61.  li  m 2j  — t 

»-Ki«i  n‘ 

^ ..  1 / 


62.  lim  — { ii  — J-  a / — ‘r  \ / ~~  + • • • + \ / -~ 

«-->■*  n \ V 77  V 77  V 77  V 77 


63.  Justifique  (3)  para  o caso  h < 0. 

64.  Se  /e  contmua  e g e h sao  funcoes  diferenciaveis,  encontre  a 
formula  para 


d pi.- 

dx  Jji(-i) 

' fit)  dr 

(a)  Mostre  que  1 v' 

T+ 1-1 

< 1 + X3 

(b)  Mostre  que  1 j(‘ 

v 1 + 

x3  dx  ^ i r 

Seja 

fo 

se  x < 0 

fix)  =J 

\x 

2 ~ x 

se  0 =£  x 
se  1 < x 

1 

0 

se  x > 2 

e 

gU)  = 

j fit)  dt 

JO  * 

(a)  Ache  uma  expressao  para  g(x)  similar  aquela  para  fix). 

(b)  Esboce  os  grahcos  de  / e g. 

(c)  Ond e/e  diferenciavel?  Onde  g e diferenciavel? 

67.  Ache  uma  funcao/ e urn  niimero  a tal  que 
6 + ['~rdt  = 2\fx 

para  todo  x > 0. 


68.  A area  marcada  B e ires  vezes  a firea  snare  ad  a A.  Expresse  b 
em  tennos  de  a. 


r * 


.x  I 

U"'  B i 


0 j a 


b x 


69.  Uma  empresa  possui  uma  maquina  que  se  deprecia  a uma  taxa 
contmua  f = fit),  onde  t e o tempo  medido  em  meses  desde 
seu  ultimo  recondicionamento.  Como  a cada  vez  que  a 
maquina  e recondicionada  incorre-se  em  um  custo  fixo  A,  a 
empresa  deseja  determinar  o tempo  otimo  7*  (em  meses)  entre 
os  recondicionamentos. 

(a)  Explique  por  que  j('  f(s)  ds  representa  a perda  do  valor  da 
maquina  sobre  o perfodo  de  tempo  / desde  a ultimo 
recondicionamento. 

(b)  vSeja  C ~ Cit)  dado  por 


O que  representa  C e por  que  a empresa  quer  minimizar  C? 
(c)  Mostre  que  C tem  um  valor  mini  mo  nos  numeros  t — T 
onde  C(T)  — f(T). 


70.  Uma  companhia  de  alta  tecnologia  compra  um  novo  sistema 
computacional  com  valor  inicia]  V.  O sistema  depreciara  a uma 
taxa  / = fit)  e acumulani  custos  de  manutencao  a uma  taxa 
g ~ git),  onde  t e o tempo  medido  em  meses.  A companhia 
quer  determinar  o tempo  otimo  para  substituir  o sistema. 

(a)  Seja 


’if  is)  + g(s)]ds 


Mostre  que  os  mimeros  criticos  de  C ocorrem  nos  numeros  t, 
onde  C(t)  — fit)  + git). 

(b)  Suponha  que 


15  450 


t se  0 < t ■ : 30 


se  t > 30 
t > 0 


Determine  o perfodo  de  tempo  T para  que  a depreciacao 


total  Oil)  = j'  f(s)  ds  seja  igual  ao  valor  inicial  V. 


(c)  Determine  o mmimo  absolute  de  C em  (0,  T], 

(d)  Esboce  os  graficos  de  C e/+  g no  mesmo  sistema  de 
coordenadas  e verifique  o resultado  da  parte  (a)  nesse  caso. 


5 


Vimos  na  Secao  5.3  que  a segunda  parte  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  fomece  am 
metocio  muito  poderoso  para  computar  a integral  defimda  de  um;t  funcao,  desde  que  pos- 
samos  encontrar  urna  antiderivada  da  funcao.  Nesta  secao  vain  os  introduzir  uma  notacao 
para  antiderivadas.  rever  as  formulas  para  as  antiderivadas  e entao  usa-las  para  computar 
as  integrals  definidas.  Tambem  reformularemos  o TFC2.  de  fompi  a torna-lo  mais  facil- 
mente  aplicavel  a problemas  da  cieneia  e engenharia. 


|,'  1 Integrals  Indefinidas 

Ambas  as  partes  do  Teorema  Fundamental  estabelecem  conexoes  entre  as  antiderivadas  e 
as  integrals  definidas.  A Parte  1 estabelece  que  se / for  continua,  entao  dt  e uma 
antiderivada  de  /.  A Parte  2 estabelece  que  j l’J{x)dx  pode  ser  encontrada  calculando-se 
F(b)  — F(a),  onde  F € uma  antiderivada  de  /. 

Preeisamos  de  uma  notacao  conveniente  para  as  antiderivadas  que  as  tome  faceis 
de  serern  trabalhadas.  Em  virtude  da  relacao  dada  pelo  Teorema  Fundamental  entre  as 
antiderivadas  e as  integrals,  a notacao  J fix)  dx  e trad  ic  ion  aimente  usada  para  uma  anti- 
derivada de/ e e chamada  integral  indefinida.  Assim 


f(x)dx=F{x)  significa  F’(x)  — fix) 


Por  exemplo,  podemos  escrever 


x2  dx  — — + C 


dx  \ 3 


Portanto  podemos  olhar  uma  integral  indefinida  como  representando  toda  uma  famtlia  de 
funcoes  (uma  antiderivada  para  cada  valor  da  constante  C). 

Voce  deve  fazer  uma  distincao  cuidadosa  entre  integral  defimda  e indefinida.  Uma  inte- 
gral defrnida  j /(. \)  dx  e um  nume.ro.  enquanto  uma  integral  indefinida  \f(x)dx  e uma  fun- 
cao (ou  uma  famfiia  de  funcoes).  A conexao  entre  elas  e dada  pela  Parte  2 do  Teorema 
Fundamental.  Se/for  continua  em  [a,  b] , entao 


J f(x)dx  J f(x)dx\ 


A eficiencia  do  Teorema  Fundamental  depende  de  termos  um  suprimento  de  anti- 
derivadas de  funcoes.  Portanto.  vamos  dar  de  novo  a Tabela  de  Formulas  de  Antidiferen- 
ciacao  da  Secao  4.10,  junto  com  algumas  outras,  na  notaqao  de  integrais  indefinidas.  Cada 
formula  pode  ser  verificada  diferenciando-se  a funqao  do  lado  direito  e obtendo-se  o inte- 
grando.  Por  exemplo 


sec/  dx  — tg  x + C 
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cf(x)  dx  = c f(x)  dx 


| [/(-*)  + <?(-*)]*£*  — ) fix)  dx  + | gix)  dx  [ 


| k dx  — kx  + C 


*”  dx  = 


+ C in  5*  ~ 1 ) i — dx  ~ Ini  x | + C 


ef  dx  — ex  -f  C 


a K dx  = h C 

In  a 


sen  x dx  — —cos  x + C 


cos  xdx  = sen  * + C 


sec2*  dx  — tg  * + C 


cossec2 **  dx  — — cotg  * + C 


sec  x tg  x dx  — sec  x + C cossec  x cotg  * dx  — ~ cossec  x + C 


J x2  + I 


dx  ~ tg  ]x  + C 


J 1 - *2 


dx  — sen'1*  + C 


Lembre-se  de  que  a partir  do  Teorema  4.10.1  a antiderivada  mais  geral  sobre  urn  dado 
intervalo  e obtida  adicionando-se  uraa  constante  a uma  dada  antiderivada.  Adotamos  a 
conven^ao  de  que  quando  uma  formula  para  uma  integral  indefinida  geral  e dada, 
ela  e valida  somente  em  urn  intervalo.  Assim,  escrevemos 


-4  dx  = + C 

*~  x 


com  o entendimento  de  que  isso  e valido  no  intervalo  (0, «;)  ou  no  intervalo  (— oc,  0).  Isso 
e verdadeiro  apesar  do  fato  tie  que  a antiderivada  geral  da  funqao  fix)  = 1 /x2,  x # 0,  e 


: A integral  indefinida  no  Exempio  1 
tem  seu  grafico  feito  na  Figura  1 para 
varios  vaiores  de  C.  0 valor  deCeo 
intercepto  y. 


E C i se  x <1  0 

* 

1 

— — + C2  se  x > 0 


Ache  a integral  indefinida  geral 


| (!0*4  - 2 sec2*)  dx 

SOLUQAO  Usando  nossa  convenqao  e a Tabeia  1 temos 

j (10* 4 - 2 sec2*)  dx  10  ) x4  dx  — 2 | sec2*  dx 


2 tg  x + C 


2* 5 - 2 tg  * + C 


FIGURA  1 


Voce  pode  verificar  essa  resposta  diferenciando-a. 
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r cos  0 

SXfcfVlPLO  i ::  Calcule  dd. 

J sen- 9 

SOLUQAO  Essa  integral  indefinida  nao  e imediatamente  aparente  na  Tabela  1 , logo 
usamos  identidades  trigonometricas  para  reescrever  a funcao  antes  de  integrada: 

r cos  9 . ..  r ( 1 \(  cos  9 \ . 


sent?  / \ sent? 


= J cossec  9 cotg  0 d$  — -cossec  9 + C 

EXEMPLO  3 t Calcule  I ' (jc3  - 6 x)dx. 

Jo 

S01UCA0  Usando  o TFC2  e a Tabela  1 . temos 


j 3 (x3  — 6.x)  dx  — — 6 

Jo  4 


3 * 32)  — (1  * 04  — 3 - 02) 


27  - 0 + 0 = —6,75 


Compare  esse  calculo  com  o Exemplo  2(b)  da  Secao  5.2. 


D A Fiqura  2 mostra  o grafico  do  . . f2  / _ 3 , 

integrando  no  Exemplo  4.  Sabemos  da  EXEMPLO  -J  Ache  x 

Segao  5.2  que  o valor  da  integral  pode  areas. 
ser  interpretado  como  a soma  de  areas 

com  o sinai  mais,  menos  as  areas  com  SOLUQAO  O Teorema  Fundamental  da 
sinal  menos.  , 


EXEMPLO  4 □ Ache  I 2x3  - 6x  H — , ~ 1 dx  e interprete  o resultado  em  termos  d< 

Jn  \ X T 1 / 


j j 2x3  — 6x  4 — ~ ) dx  — 2 — 6 “ — F 3 tg  sx 

Jo  V x*  + X / 4 2 J0 

~ jx4  — 3x2  + 3 tg  ~'x]l 
- \(7x)  - 3(22)  + 3 tg"1  2 - 0 
~ -4  + 3 tg-!  2 

Esse  e o valor  exato  da  integral.  Se  uma  aproxima^ao  decimal  for  desejada,  poderemos 
usar  uma  calculadora  para  aproximar  tg-’  2.  Fazendo  isso,  obtemos 


F1GURA  2 


EXEMPLO  5 Calcule 


2x3  - 6x  + — ~ dx  « -0.67855 

x~  + 1 ) 


'9  2r  + r \ t — 1 


SOLUQAO  Precisamos  primeiro  escrever  o integrando  em  uma  forma  mais  simples,  com' 
uma  soma  de  fragoes: 


f9  2 V + t*y/t  ~ 1 f9  , 

dt  = \ (2  + th*  — t'*)dt 

Ji  r Ji 


2t  + If3"  + 


[2  • 9 + |(9 + |]  (2  * I + 3 • 1 ' + 1) 


18  + 18  + 


- 1 - 32: 
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13  Aplicacoes 


A Patte  2 do  I core m a Fundamental  estabelece  que  se/for  continua  em  [m  b}..  entai 


' fix)  dx  = Fib)  - Fia) 


onde  Ft  qualquer  antiderivada  de/.  Tsso  signiiica  que  F'  =/,  logo  a equacao  pode  ser  re- 
escrita  como 


F'(x)  dx  — Fib)  - F(a) 


Sabemos  que  F'(x)  representa  a taxa  de  variacao  de  y = F{x)  em  relacao  axe  Fib)  - F{a) 
e a variacao  em  y quando  x muda  de  a para  b.  [Observe  que  y pode,  por  exemplo,  crescer, 
decrescer  e crescer  novamente.  Embora  y possa  variar  nas  duas  direcoes,  Fib)  - Fia)  re- 
presents a troca  hquida  em  y.J  Logo  podemos  reformular  o TFC2  em  palavras  da  forma  a 


raorema  da  Variacao  Total  A integral  de  uma  taxa  de  variacao  e a variacao  total: 


h Fix)  dx  - Fib)  - Fia) 


Esse  princfpio  pode  ser  aplicado  para  todas  as  taxas  de  variacao  nas  ciencias  naturais  e 
sociais  discutidas  na  Se^ao  3.3.  Aqui  estao  alguns  exemplos  dessa  ideia: 

■ Se  Vit)  for  o volume  de  agua  em  urn  reservatorio  no  i ns t ante  t,  entao  sua 

derivada  V'(t)  e a taxa  segundo  a qual  a agua  fiui  para  dentro  do  reservatorio  no 
instante  r.  Portanto 


V(t)  dt  = V{t2)  - Vit ,) 


e a variacao  na  quantidade  de  agua  no  reservatorio  entre  os  instantes  de  tempo 
be  t2. 

Se  [C](  t)  for  a concentracao  do  produto  de  uma  reacao  qiuroica  no  instante  /. 
entao  a taxa  de  reacao  e a derivada  de  d\C]/dt.  Logo 


e a variacao  na  concentracao  de  C entre  os  instantes  t\  e t2. 

Se  a raassa  de  uma  viga  medida  a partir  do  extremo  esquerdo  ate  urn  ponto  x 
for  m(x),  entao  a densidade  linear  p(x)  = m’(x).  Logo 


j pix)  dx  = m(b)  ~ mid) 


e a massa  do  segmento  da  barra  que  esta  entre  x — at  x — b. 
Se  a taxa  de  crescimento  populacionaj  for  dn/dt , entao 


-fr  dn 

\ — dt  — n(t2)  ~ niu) 
dt 


e o crescimento  na  populacao  durante  o periodo  de  tempo  de  t\  ate  i2 
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a Se  C(a')  for  o custo  de  produzir  x unidades  de  tima  mercadoria.  entao  o custo 
marginal  e a derivada  C'U)-  Logo 

j 'C'(x)dx  — C(x2)  — C(.Vj) 

e o crescimento  do  custo  quando  a produeao  esta  crescendo  de  at,  ate  x2  unidades. 

■ Se  um  objeto  move-se  ao  longo  de  uma  reta  com  a funyao  posiyao  s(t),  entao 
sua  velocidade  e i it)  = s'(t ),  logo 


i it) dt  ■=  s(tz)  ~ s(ti) 


e a mu  d any  a de  posiyao.  ou  deslocamento , da  particula  durante  o perfodo  de 
tempo  h,  a t2.  Na  Seyao  5.1  conjecturamos  que  isso  era  verdadeiro  para  o caso 
onde  o objeto  move-se  no  sentido  positive,  mas  agora  temos  provado  que  e 
sempre  verdade. 

Se  quisermos  calcular  a distancia  percorrida  durante  o intervale  de  tempo,  teremos 
de  considerar  os  intervalos  quando  til)  5s  0 (a  particula  move-se  para  a direita)  e 
tambem  os  intervalos  quando  v(t)  *£  0 (a  particula  move-se  para  a esquerda).  Em 
ambos  os  casos  a distancia  e computada  integrando-se  | lit)  j,  a velocidade.  Portanto 

I | j vit)  \ dt  = distancia  total  percorrida 

A Figura  3 mostra  como  o deslocamento  e a distancia  percorrida  podem  ser 
interpretados  cm  termos  de  areas  sob  uma  curva  velocidade. 


FtGURA  3 


deslocamento  — jf2  v(t)  dt-Ax-  A2  + A3 
distancia  = )/  dt  — - A2  + A3 


A acelerayao  do  objeto  e a(t)  — v'{t),  logo 


a(t)  dt  — v(t2)  ~ v{h) 


e a mudanya  na  velocidade  do  instante  t\  ate  h. 

EXEMPIO  6 Uma  particula  move-se  ao  longo  de  uma  reta  de  tal  forma  que  sua 
velocidade  no  instante  t e v(t)  =■  t2  - t - 6 (medida  em  metros  por  segundo). 

(a)  Ache  o deslocamento  da  particula  durante  o periodo  de  tempo  1 *£  t 4. 

(b)  Ache  a distancia  percorrida  durante  esse  periodo  de  tempo. 

SOLUgAO 

(a)  Pel  a Equayao  2.  o deslocamento  e 


j(4)  - $(  1 ) = j ’ v(t)  dt  — J4  (r  - / - 6)  dt 


6t  — 


Isso  signitica  que  a particula  moveu-se  4,5  m para  a esquerda. 
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G Para  integrar  o valor  absoluto  de  v{fj, 
usamos  a Propriedade  5 de  integrals 
da  Segao  5.2  para  divldir  a integral  em 
duas  partes,  uma  onde  v{ i)  *s  0 e outra 
onde  v(t)  0. 


FIGURA4 


(b)  Note  que  lit ) — C - t — 6 — (r  — 3 )(/  + 2),  logo  v(t)  0 em  um  intervalo  [1,3]  e 
v{t)  ss  0 em  [3,4].  Assim,  da  Equacao  3,  a distancia  percorrida  e 


| 4 | v(t)  | dt  — | J [-»(/)]  dt  + | ' v(t)  dt 


— {— r + t + 6)dt  + j {t2  — t — 6)  eh 


r r r r 

j J-  + 

3 2 ,32 


10.17  m 


EXEMFLO  7 A Figura  4 mostra  a potencia  consumida  na  cidade  de  Sao  Francisco  em 
um  dia  de  setembro  (P  e medida  em  megawatts;  t e medido  em  horas  a partir  da  meia- 
noite).  Estime  a energia  usada  naquele  dia. 


Pacific  Gas  & Eletric 


S0LU$A0  A potencia  e a taxa  de  variacao  da  energia  P(t ) — E'(t).  Logo,  pelo  Teorema 
da  Variacao  Total, 


Pit)  dt 


E’{t)  dt  = £(24)  - E( 0) 


e a quantidade  total  de  energia  que  usamos  hoje.  Aproximamos  o valor  da  integral  utilizando 
a Regra  do  Ponto  Medio  com  12  subintervalos  e At  — 2: 


' P{t) dt  *[£(])  + P( 3)  + £(5)  + •■•  + £(21)  + £(23)3  A/ 


(440  + 400  + 420  + 620  + 790  + 840  + 850 


+ 840  + 810  + 690  + 670  + 550)(2) 


15.840 


A energia  usada  foi  de  aproximadamente  15.840  megawatts-hora. 


Como  saber  que  unidades  usar  para  a energia  no  Exemplo  7?  A integral  Q4  P(t)  dt  e 
defmida  como  o limite  das  somas  dos  termos  da  forma  P(tf  ) At.  Como  Pit*)  e medida  em 
megawatts  e At,  em  horas.  seu  produto  e medido  em  megawatts-hora.  O mesmo  e ver- 
dadeiro  para  o limite.  Em  geral,  a unidade  de  medida  | '*f(x)dx  e o produto  da  unidade 
para  fix')  com  a unidade  para  x. 
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Exercicios 


-.-:  f_4  Verifique  por  diferencia^ao  que  a formula  esta  correta. 


i-  M 


dx  — \/x2  + 1 t C 


v -t  + 1 

2,  | x cos  x dx  — xsenx  + cosx  + C 

x 


3. 


J(az  — x2)3 


dx  - 


+ c 


yx2  + az 

dx  = r + C 


J x7\X2  + a 

5-14  □ Ache  a integral  indefmida  geral. 
5.  j -A 3/4  Jx 
7.  | (x ' + 6r  t l)r/x 

9.  | (1  - 0(2  + r)dt 
11.  ( (2  - yTxfdx 


6,  | Ijx  dx 

8.  j x(l  + 2x‘f)  dx 

» j (*2  + i+7T 

12.  j (3eu  + secxt)  du 


dx 


C sen  x 

13  ; dx 

J I — senvr 


14. 


15=36  D Ache  a integral  indefinida  geral.  llustre  fazendo  o grafico 
de  varies  membros  da  famflia  na  mesma  tela. 


15.  xyxdx 


16.  j (cos  x — 2 senx)  dx 
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3 + cos"  6 

33.  J - di) 


35. 


f cos*  0 

A4  1 4-  sjx 


six 


dx 


re  X2  + X 4-  1 
37.  dx 

Ji  X 

39.  |"(x-2|x|  )dx 


jxi  sen  0 + sen  0 tg~  0 

34.  f V-~ J1 

Jo  sec“  0 

38.  f (1  + x*f  dx 
Jo 

38.  j ' I yx  + ”7^  j dx 

3 75/2  . 

40.  f j sen  xj  dx 

Jo  1 


§|§  41.  Use  um  grafico  para  estimar  o intercepto  x da  curva 

y = x + x2  — x4.  Entao  use  essa  informa^ao  para  estimar  a 
area  da  regiao  que  se  situa  sob  a curva  e acima  do  eixo  x. 

§§§  42.  Repita  o Exercfcio  41  para  a curva  v = 2x  + 3x4  — 2x<!. 

43.  A area  da  regiao  que  esta  a direita  do  eixo  y e a esquerda  da 
parabola  x = 2 y ~ v2  (a  regiao  sombreada  na  figura)  e dada 
pela  integral  J2  (2y  - y2)  dy.  (Gire  sua  cabeca  no  sentido 
horario  e imagine  a regiao  como  estando  abaixo  da  curva 
x ~ 2 y — y 2 de  y — 0 ate  y ~ 2.)  Ache  a area  da  regiao. 


17-46  3 Calcule  a integral. 

17.  f (6jt  - Ax  4*  5)  dx 

Jo 

18. 

-3  3 

j (l+2x-4  x )dx 

19.  j (2x  - e ’ ) dx 

20. 

J (U5  “H3  + u2)du 

2 7 

21.  f (3u  + \y  du 

22. 

r4 

j (2v  + 5)(iv  - 1 ) dv 

23.  J Jt(l  + t)dt 

24. 

jJx/2  / dr 

„i  2 

25.  f (4y  +~~r)dy 
J -2  y- 

26. 

27.  f xisfx  + sfx)  dx 

28. 

i (2e r + 4 cos  x)  dx 
Jo 

,4  /J 

29.  a i-dx 

•u  \j  X 

30. 

r9  3x-2 
j dx 

J>  Vx 

31.  J (4  sen  0-3  cos  0)  dB 

32. 

^tt/3 

f sec  0 tg  0 d 0 

Jdt/4 

44.  Os  contomos  da  regiao  sombreada  sao  o eixo  y.  a reta  y — lea 
curva  y = yx  Ache  a area  dessa  regiao  escrevendo  x como  uma 
fun^ao  de  y e integrando  em  rela^ao  a y (como  no  Exercicio  43). 


45.  Se  w’it ) for  a taxa  de  crescimento  de  uma  crian^a  em  libras  p 
ano.  o que  fj°  w’{t)  di  representa? 

46.  A cotrente  em  um  fio  eletrico  e definida  como  a derivada  da 
carga:  /(r)  = Q’it ) (veja  o Exemplo  3 da  Se^ao  3.3).  O que 

f *l{t)dt  representa? 

47.  Se  vazar  oleo  de  um  tanque  a uma  taxa  de  r{i)  galoes  por 
minuto  em  um  instante  t , o que  ~°  r(t)  dt  representa? 

48.  Uma  colmeia  com  uma  popula^ao  inicial  de  100  abelhas  cres- 
a uma  taxa  de  n'(t)  abelhas  por  semana.  O que 

100  + f(j5  n'(t)  di  representa? 


49.  Na  Se^ao  4.8  definimos  a fungao  rendimento  marginal  R’ix) 
como  a derivada  da  funcao  rendimento  R(x).  onde  ,r  e o 
nurnero  de  unidades  vendidas.  0 qoe  dx  representa? 


59.  Se  fix)  for  a mclinacao  de  uma  trilha  a uma  distancia  de  „t 
milhas  do  comedo  del  a.  o que  | //(.*)  dx  representa? 

51.  Se  x e medido  em  metros  e /'( v).  em  newtons,  qua  is  sao  as 
unidades  de  fj,  f(x)dx  ? 

52.  Se  as  unidades  para  x sao  pes  e as  unidades  para  a(x)  sao  libras 
por  pe,  quais  sao  as  unidades  para  dakixl  Quais  sao  as 
unidades  para  jt  a(x)dx? 

53-54  ■:  A funcao  velocidade  (em  metros  por  segimdo)  e dada  por 
uma  partfcula  movendo-se  ao  longo  de  uma  reta.  Ache  (a)  o 
desloeamento  e (b)  a distancia  pereorrida  pela  partfcula  durante  o 
intervale  de  tempo  dado. 

• 53.)  v(t)  = 3 1 --  5.  0 t *£  3 

v(t)  - t2  ~ It  - 8,  1 as  t s*  6 

55-56  □ A funcao  aceleracao  (em  m/s2)  e a velocidade  inicial  sao 
dadas  por  uma  partfcula  movendo-se  ao  longo  de  uma  reta. 
Encontre  (a)  a velocidade  no  instante  t e (b)  a distancia  pereorrida 
durante  o intervalo  de  tempo  dado. 

/ 

55..’  ail)  ~ t 4-  4,  t?(0)  = 5,  0 i K) 

(56.) a (0  =*  2?  4-  3.  t’(0)  = -4,  0 =£  t ss  3 

57.  A densidade  linear  de  uma  barra  de  comprimento  4 m e dada  por 
(Ax)  -94  2 y/x  medida  em  quilogramas  por  metro,  onde  x e 
medida  em  metros  a partir  de  urn  extremo  da  barra.  Ache  a 
inassa  total  da  barra. 

58.  A agua  flui  do  fundo  de  um  tanque  de  armazenamento  a uma 
taxa  de  r(t)  — 200  -•  4r  litros  por  minutos,  onde  ()=£/==  50. 
Encontre  a quantidade  de  agua  que  flui  do  tanque  durante  os 
primeiros  dez  minutos. 

59.  A velocidade  de  um  carro  e lida  de  seu  velocfmetro  em 
intervales  de  10  segundos  e registrada  na  tabela.  Use  a Regra 
do  Ponto  Medio  para  estimar  a distancia  pereorrida  pelo 
carro. 


MS.) 

v (rni/h)  j 

; is) 



■v  (mi/h) 

0 

() 

60 

56 

10 

38 

70 

53 

20 

52' 

80 

50 

30 

y8 

40 

55 

100 

45 

5(1 

5 1 

60.  Suponha  que  um  vulcao  esteja  em  erup^ao  e que  os 
indicadores  da  taxa  r{i)  com  que  materials  solidos  sao 


lancados  na  atmosfera  sejam  dados  na  tabela.  O tempo  i e 
medido  em  segundos  e a unidade  para  r{t)  e tone  lad  as  por 
see undo. 


(a)  De  estimativas  superior  e inferior  para  a quantidade  0(6) 
do  material  proveniente  da  erupcao  apos  6 segundos. 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar  Q(6). 

61.  O custo  marginal  de  fabricacao  de  x jardas  de  um  certo  tecido  e 
C'(A')  — 3 - 0,01.r  + 0,000006a"  (em  d 61  ares  por  jardas).  Ache 
o aumento  do  custo  se  o nfvel  de  producao  for  elevado  de 

2. (MX)  para  4.000  jardas. 

62.  Ha  um  fluxo  de  agua  para  dentro  e para  fora  de  urn  tanque  de 
armazenamento.  A seguir,  temos  um  graftco  que  mostra  a taxa 
de  troca  r(t)  do  volume  de  agua  no  tanque.  em  litros  por  die.  Se 
a quantidade  de  agua  no  tanque  no  instante  de  tempo  / = 0 e 
25.000  litros,  use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar 
quantidade  de  agua  depois  de  quatro  dias. 


63.  Os  economistas  usam  uma  distribuicao  acximulada  chamada 
curva  de  Lorenz  para  descrever  a distribuicao  de  renda  entre 
as  famflias  em  um  dado  pafs.  Tipicamente,  uma  curva  de 
Lorenz  e definida  em  [0,  1 1,  passa  por  (0.  0)  e ( 1 . 1)  e e 
contfnua,  crescente  e edneava  para  cima.  Os  pontos  sobre  essa 
curva  sao  determinados  c]assificando-se  todas  as  famflias  pela 
renda  e entao  computando-se  a porcentagem  de  famflias 
cuja  renda  e menor  ou  igual  a uma  porcentagem  dada  da  renda 
total  do  pafs. 

Por  exemplo,  o ponto  {a!  100, 5/100)  esta  sobre  a curva  de 
Lorenz  se  a%  de  famflias  recebe  menos  do  que  ou  igual  a b% 
da  renda  total.  A igualdade  absoluta  da  distribuicao  de  renda 
ocorrerta  se  a parte  mats  baixa  a % das  famflias  recebesse  a% 
da  renda  e,  nesse  caso,  a curva  de  Lorenz  seria  a reta  y — x.  A 
area  entre  a curva  de  Lorenz  e a reta  y — x mede  quanto  a 
distribuicao  de  renda  difere  da  igualdade  absoluta.  O 
coeficiente  de  desiguaidade  e a razao  da  area  entre  a curva  de 
Lorenz  e a reta  y — x para  a area  sob  y = x. 
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v*  . ■'  is  64.  h?n  / de  maio  de  1 992  o onibus  espacia!  Endeavour  foi 

kmcacio  na  roissao  STS-49  cujo  proposito  era  instalar  uni  a pes 
nova  em  um  satehte  de  comimicacao  do  INTELSAT  A tabela 
da  os  dados  da  velocidade  para  o onibus  entre  o lancarnento  e 
a entrada  em  acao  dos  foguetes  auxiliares. 


— 

A' 

(a)  Most  re  que  o coeficiente  de  desiguaidade  e o dobro  da  area 
entre  a curva  de  Lorenz  e a reta  v = isto  e.  mostre  que 

coeficiente  de  desiguaidade  = 2 j * Lx  - fJx)\  dx 

Jo 

(b)  A distribuicao  de  renda  para  urn  certo  pais  esta 
representada  pela  curva  de  Lorenz  definida  pela  equacao 

Lix)  — j|.t2  + fLr 

Qua]  a porcentagem  da  renda  total  recebida  pela  parte  de 
baixo  de  50%  das  fanulias?  Encontre  o coeficiente  de 
desiguaidade. 


Frofcto  Escrito  Newton,  Leibniz  e a In vencao  do  Calcuio 


Algumas  vezes  lemos  que  os  inventores  do  calcuio  foram  sir  Isaac  Newton  (1642-1727)  e 
Gottfried  Wilhelm  Leibniz  (1646-1716).  Mas  sabemos  que  as  ideias  basicas  por  tras  da  integrals- 
foram  investigadas  ha  2.500  anos  pelos  antigos  gregos,  tais  como  Eudoxio  e Arquimedes,  e que 
os  rnetodos  para  enconfrar  as  tangentes  foram  inventados  por  Pierre  Fermat  (1601-1665)  e Isaac 
Barrow  (1630-1677),  entre  outros.  Barrow,  professor  de  Newton  em  Cambridge,  foi  o primeiro  a 
entender  a rela^ao  inversa  existente  entre  a diferencia^ao  e a integrapao.  O que  Newton  e Leibnb 
fizeram  foi  usar  essa  relapao  na  forma  do  Teorema  Fundamental  do  Calcuio,  a fim  de  desenvolve 

0 calcuio  dentro  de  uma  discipline  matematica  sistematica.  E nesse  sentido  que  e atribuida  a 
Newton  e a Leibniz  a inven?ao  do  calcuio. 

Leia  sobre  as  contribuicoes  desses  homens  em  uma  ou  mais  das  referencias  dadas  e escreva 
sobre  um  dentre  os  tres  topicos  listados  a seguir.  Voce  pode  incluir  detalhes  biografieos,  mas  o 
proposito  principal  de  seu  relatorio  deve  ser  uma  descricao,  com  algum  detalhe,  de  sens  metodos 
e notacoes.  Em  particular,  voce  deve  consultar  uma  das  fontes,  que  trazem  trechos  das 
publicacoes  originais  de  Newton  e Leibniz,  traduzidas  do  latiiii  para  o ingles. 

■ O Papel  de  Newton  no  Desen volvimento  do  Calcuio 
a O Papel  de  Leibniz  no  Desenvolvimento  do  Calcuio 

» A Controversia  entre  os  Seguidores  de  Newton  e Leibniz  sobre  a Prioridade  na 
invengao  do  Calcuio 

Referencias 

1 boyer  Carl;  MERZBACM.  Uta.  A History  of  Mathematics . Nova  York,  John  Wiley,  1987, 
Capftulo  19. 

2.  BOYER,  Carl.  The  History  of  the  Calculus  and  Its  Conceptual  Development.  Nova  York, 
Dover,  1959,  Capftulo  V. 


. . 

it'sTlpO  (S) 

Velocidade  (pes.- 

Lancs  memo 

0 

0 

10 

1 85 

Fun  da  manobra  de  inclinacao 

o 

319 

Acelerando  para  89% 

?r; 

447 

Acelerando  para  67% 

T 

/4c, 

Acelerando  para  i 04% 

59 

i 325 

Pressao  din  a m i ca  maxi  ma 

1 .445 

Separayao  dos  foguetes  auxiliares 

i ? ^ 

4. .151 

(a)  Use  uma  calculadora  grafica  ou  computador  para  models] 
esses  dados  por  um  polinomio  de  terceiro  grau. 

(b)  Use  o modelo  da  parte  (a)  para  estimar  a altura  atingida 
pela  Endeavour  1 25  segundos  depois  do  lancarnento. 
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3.  EDWARDS,  C.  H.  The  Historical  Development  of  the  Calculus.  Nova  York,  Springer*  Verlaa. 
1979,  CapftuJos  8 e 9. 

4.  EVES,  Howard.  An  Introduction  to  the  History  of  Mathematics,  6.  ed.  Nova  York.  Saunders 
1990,  Capitulo  11. 

5.  GILLISPIE,  C.  C.  (ed.)  Dictionary  of  Scientific  Biography.  Nova  York,  Scribner’s,  1974. 

Veja  o artigo  sobre  Leibniz  de  Joseph  Hofmann  no  Volume  VIH  e o artigo  sobre  Newton  de  I. 
B.  Cohen  no  Volume  X, 

8.  KATZ,  Victor.  A History  of  Mathematics:  An  Introduction.  Nova  York,  HarperCollins,  1993, 
Capitulo  12. 
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University  Press,  1972,  Capitulo  17. 
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Regra  da  Substituicao 


Com  base  no  Teorema  Fundamental  e import  ante  sermos  capazes  de  eneontrar  antiderivadas. 
Porem  nossas  formulas  de  antidiferenciacao  nao  mostram  como  calcular  as  integrals  do  tipo 


2x  V I + x 2 dx 


Para  eneontrar  essa  integral  usamos  a estrategia  do  probiema-sol ugao  de  introduzir  alguma 
coisa  extra.  Aqui  o “alguma  coi.sa  extra"  e uma  nova  variavel;  mudamos  da  variavel  x para 
uma  nova  variavel  u.  Suponha  que  f alamos  u igual  a quantidade  sob  o sinal  de  raiz  em 
□ Diferenciais  sso  definidas  na  Secao  3.1 1 . d)»  ti  1 T jc  . Entao  a diferencial  de  u e du  — 2x  dx.  Note  que  se  dx  na  notacao  de  inte- 

Se  m —f{x),  entao  gral  lor  interpretada  como  uma  diferencial,  entao  a diferencial  2x  dx  ocorrera  em  (1);  por- 

du  = f'(x)  dx  tanto,  formalmente,  sem  justificar  nossos  calculos,  podemos  escrever 


J 2x  sh  + .x2dx 


t u*A  + C = 4 (jf +1)''‘  rC 


Mas  agora  podemos  verifiear  que  temos  a resposta  correta  usando  a Regra  da  Cadeia  para 
diferenciar  a fun^ao  final  da  Equacao  2: 


d_ 

dx 


\(xz  + l)3 


+ c] 


U-V* 


If12 


2x  - 2x  fix2  + 1 


Em  geral  esse  metodo  funeiona  sempre  que  temos  uma  integral  que  possa  ser  escrita  na 
forma  j f(g(x))g'{x)  dx.  Observe  que  se  F’  — /,  entao 


F'(g{x))g'(x) dx  ~ Fig(x))  4-  C 
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pois,  pela  Regra  da  Cacieia, 


4~  iFigU))]  = F'(g(x))g'(x) 
ctx 


Se  fizermos  a “mudanca  de  variavel"  ou  “substituicao"  u — g(x),  entao  da  Equacao 


j F'(g(x))g'(x)  dx  — F(g(x ))  + C = F(u)  + C = j F’(u)du 

ou.  escrevendo  F'  — f\  obtemos 

| f(g{x))g’(x)  dx  — j f(u)  du 

Assim  provamos  a regra  que  se  segue. 

I jTj  Regra  da  Safastitaigao  Se  it  = g{x)  for  uma  funcao  diferenciavel  cuja  imagem 
j e urn  intervalo  / e/  for  continua  em  F entao 


f(g(x))g’(x)  dx  — f(u)du 


Observe  que  a Regra  da  Substituicao  para  a integragao  foi  provada  usando-se  a Regra 
da  Cadeia  para  a diferenciagao.  Note  tambem  que  se  u = g(x),  entao  du  = g'(x)  dx , por- 
tanto  uma  forma  de  se  recordar  a Regra  da  Substituicao  e imaginar  dx  e du  em  (4)  como 
diferenciais. 

Assim,  a Regra  da  Substituicao  estabelece  que:  e permitido  operar  com  dx  e du  apos 
os  sinais  de  integrals  como  se  fossem  diferenciais. 


EXEMPIO  1 Encontre  | x3cos(x4  + 2)  dx. 

SOLUQAO  Fazemos  a substituicao  u = jc4  + 2 porque  sua  diferencial  e du  = 4x'  dx , que, 
a parte  do  fator  constante  4,  ocorre  na  integral.  Assim,  usando  x'  dx  = du/ 4 e a Regra  da 
Substituicao,  temos 


C Verifique  a resposta  por 
diferenciapao. 


| x 3 cosfx4  + 2)  dx  = | cos  u ■ 1 du  = | | cos  u du 

— | sen  u + C 
= ^ sen(x4  + 2)  + C 

Note  que  no  estagio  final  retomamos  para  a variavel  original  x. 

A ideia  por  tras  da  Regra  da  Substituicao  e substituir  uma  integral  relativamente  com- 
plicada  por  uma  mais  simples.  Isso  e obtido  mudando-se  da  variavel  original  x para  uma 
nova  variavel  u.  que  e uma  funcao  de  x.  Dessa  forma,  no  Exemplo  1 substitufmos  a inte- 
gral | x 3 cos(x’’  4-  2)  dx  pela  mais  simples  4 j cos  u du. 

O desalt o principal  no  uso  da  Regra  da  Substituicao  e descobrir  uma  substituicao  apro- 
priada.  Voce  deve  tentar  escolher  u como  uma  funcao  no  integrando  cuja  diferencial  tarn- 
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1 

JJ 

gix)  — (fix)  dx 

FIGURA  1 

/( x)^__L= 

v'  l - 4 a* 

9(x)= Jf{x)  clx  - 

- i yjl  + 

hem  ocorra  (exceto  por  um  faior  const  ante).  Foi  isso  que  aconteceu  no  Exemplo  j . Se  Lsso 
nao  for  possivel.  tente  escolher  u co.mo  alguma  parte  complicada  -do  integrando.  Aehar  a 
substituieao  correta  tern  aigo  de  artistico.  E usual  errar  na  substituieao;  se  sua  primeira  ten- 
tativa  nao  funcionar.  tente  outru  substituieao. 


Calcule  ! sj2x  + 1 dx . 


SOLUCAO  1 Seja  u — 2.x  + 1 . Entao  du  — 2 clx,  logo  dx  = du/2.  Nesse  easo,  a Re  era  da 
Substituieao  da 


| \/2.t  + I dx  — | y/u—~  — =;  | u 1/2  du 


. + ( : ' H + ( 

2 3/2 


- \(2x  + 1 ) ; 2 + C 

SOLUCAO  2 Outra  substituieao  possivel  e u = V2a  + 1 . Entao 


du  — portanto  dx  ~ J 2x.  + 1 du  — u du 

\/2x  + 1 


(Ou  observe  que  ir  = 2x  + 1 , logo  2 u du  — 2 dx.)  Assim 
| v 2 x + 1 dx  — j u ■ u du  = j i r du 


+ C = \(2x  + I);,/2  + C 


EXEMPLO  3 G Ache 


J VI  “ 4a2 

SOLUCAO  Seja  u — I — 4a2.  Entao  du  — — 8a  dx.  portanto  v dx  — — | du  e 

f A ; r du  , r 


. I --  4 a 


' •'  v« 

f(2v«)  + C 


4 v 1 — 4 a 2 + C 


A resposta  do  Exenipio  3 pode  ser  verificada  por  diferenciacao.  mas  em  vez  disso 
vamos  verifica-la  graficamente.  Na  Figura  1 usamos  um  computador  para  fazer  o graft co 
do  integrando  /(a)  — a/ VI  — 4a2  e de  sua  integral  indefinida  g(x)  — — | V'l  “ 4x2 
(escolhemos  o easo  C — 0).  Note  que  g(x)  decresce  quando  fix)  e negativa,  cresce  quando 
/(a)  e positi va.  e tem  seu  valor  irnnimo  quando  fix)  — 0.  Portanto  parece  razoavei,  da 
evidencia  gralica,  que  g e uma  antiderivada  de  /. 


EXEMPLO  4 □ Calcule  j cr*  dx. 

SOLUCAO  Se  fizermos  u = 5a,  entao  du  = 5 dx.  portanto  dx  = \ du.  Dessa  forma, 
j cr  dx  — 5 j e“  du  ~ | eu  + C — ^ e**  + C 
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EKEMPLG  5 " Ache  | yd  + x 2 a5  dx. 

SOLUCAO  Uma  suhstituicao  apropriada  flea  mais  evidente  se  fatorarmos  a5  como  x4  * x. 
Seja  u — 1 + .x'2.  Entao  du  = 2 xdx.  consequenternente  xdx  = du/2.  Tambem  temos 
A'2  = u — 1 . portanto  a“  — (u  — \ )“ : 

j yT  + X 1 X5  dx  — j \/  i + A2  A4  • xdx 


r - ,,  du  , r — , 

= j y/u  (u  --  i .r  “ = 2 j V«  iir  - 2 u + 1 ) du 

= \ | (ir/2  - 2 uyi  + u 1/2 ) du 

— \ ( u ! 2 — 2 - s u '■  2 + u'  ')  + C- 

— |(1  + x2)7/2  ”1(1  +■  a 2 )>'i 2 + 5 (I  + xz/v2  + C 


EXEMPLI)  6 Calcule  j'lgxdx. 

SOLUCAO  Vamos  escrever  primeiro  a tangente  em  termos  de  seno  e cosseno: 

r r sen  a , 


te  a dx  — j 

J ■"  j COS  A 


Isso  sugere  que  devemos  substituir  u = cos  a,  visto  que  du  = -sen  x dx  e portanto 
sen  x dx  ~ ~du: 


tg 

; xdx  ~ j 

r sen  a 

dx  — • 

-1 

J 

' cos  X 

J 

— - In  | u | + C = — In  | cos  x j + C 

Uma  vez  que  — In  j cos  x ] = ln{|  cos  x\  1 ) = ln( l/|cos  x J)  — In  | sec x | , o resultado  d 
Exemplo  6 tambem  pode  ser  escrito  como 


j tg  x dx  ™ In  j sec  x\  + C 


4 Integrals  Definidas 

Existem  dois  metodos  para  se  calcular  uma  integral  defmida  por  substituiqao.  Um  del 
consiste  em  se  calcular  primeiro  a integral  indefinida  e entao  usar  o Teorema  Fundament. 
Por  exemplo,  usando  o resultado  do  Exemplo  2 temos 

| 4 y/2x + 7 dx  = ! y2x  + T dx]l  = 4(2x  + 1 ) v 2]0 

Jo  J 

- 1(9)V2  - j(l)3/2  = 1(27  - 1)  = f 

Outro  metodo.  geralmente  prefers vd,  consiste  em  se  alterar  os  limites  tie  integragao  ao 
mudar  a variavel. 


5 ' • 4" 
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r-  Essa  regra  estabelece  que  quando 
usamos  uma  substituicao  em  urns 
integral  defintda,  devemos  colocar  tudo 
em  termos  da  nova  vanavei  «,  nso 
somente  x e dx  mas  tambem  os 
limites  de  integragao.  Os  novos  limites 
de  integracao  sao  os  valores  de  u que 
correspondem  a x — a e x = b. 


r A interpretacao  geometrica  do 
Exemplo  7 esta  na  Figura  2.  A 
substituigao  2x  + J estica  o 
intervalo  [0, 4]  por  um  fator  de  2 e 
translada-o  para  a direita  em  uma 
unidade.  A Regra  da  Substituicao 
mostra  que  as  duas  areas  sao  iguais. 


FIGURA2 


6 Regra  da  Substitcicac  par g as  Unegtzit  D-s 

/‘for  continua  na  variacao  de  u = g{x).  entao 


is  ■'  Se  g!  for  continua  em  [a,  /?) 


} /0/a/}/(a)  a.v  ----  j"  f(u)dn 


Prova  Seja  F uma  antiderivada  de/.  Entao,  por  (3).  Figix))  e uma  antiderivada  de 
fig{x))g’(x):  logo,  pela  Parte  2 do  Teorema  Fundamental,  temos 


j f(g{x))g,(x)dx  = P{g(x))]'l -----  Fig(b))  Figia)) 


Mas,  aplicando  uma  segunda  vez  o TFC2,  tambem  temos 


f(u)du  — F(u)  I — F(g{b))  — Figia}) 


EXEMPLO  1 □ Usando  i /2a  + 1 tix  calcule  (6). 


S0LUQA0  Usando  a substituicao  da  Solu^ao  1 do  Exemplo  2,  temos  u — 2a  + I e 
dx  — du/2 . Para  encontrar  os  novos  limites  de  integracao  notamos  que 


quando  x — 0.  u ~ 1 e quando  a*  — 4.  u — 9 


Portanto 


V 2a  + 1 dx  = j | yf u du 


4. 9 3/2  - 13/2) 


Observe  que  quando  usamos  (6)  nao  retomamos  a variavel  x apos  a integracao. 
Simplesmente  calculamos  a expressao  em  u entre  os  valores  apropriados  de  it. 


oi  t 


EXEMPLO  S □ Calcule 


(3  - 5a)2 


□ Uma  vez  que  a fungao  fix)  — (In  ,v)/.r 
no  Exemplo  9 e positiva  para  x > i, 
a integral  represents  a area  da  regiao 
sombreada  na  Figura  3. 


FIGURA  3 


A integral  dada  no  Exemplo  8 e uma 
forma  abreviada  de 
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SOLUCAO  Seja  u — 3 — 5x.  Entao  du  --5  dx . portanto  dx  = —ditj  5.  Quando  .v  — . 1 
u = — 2.  e quando  a ™ 2,  u ~ — 7.  Assim 


p dx  1 ; 

r-7  du 

• 2 It  - 

1 

1 

1 _ 1 ~ 

~~  5 

u 

_ 5u 

1 i 

" — + — 

7 2 


14 


re  In  x 

IP  10  9 Calcule  dx . 

Ji  x 


SOLUCAO  Vamos  fazer  u = In  x,  pois  sua  diferencial  du  — dx/x  ocorre  na  integral. 
Quando  x ~ 1 , u — In  1 = 0;  quando  x — <?,  u = In  e ~ 1 . Assim 


re  In  x 


dx 


u du 


ill  Simetria 

O proximo  teorema  usa  a Regra  da  Substitui^ao  para  as  Integrais  Definidas  (6)  para  sin 
plificar  o calculo  de  integrais  de  funcoes  que  possuam  propriedades  de  simetria. 


T]  integrals  de  Fungoes  5 i metric- as  Suponha  qu e/e  contlnua  cm  a]. 

(a)  Se  /for  par  [/(—a)  = /(a)],  entao  fix)  dx  — 2 j l fix)  dx. 

(b)  Se/for  impar  [/(—a)  = '"/(a)],  entao  f(x)  dx  = 0. 


Prova  Dividimos  a integral  em  duas: 

\J]  j'1  fix)  dx  = | ( f(x)  dx  + | f{x)dx—  j fix)  dx  + j fix)  dx 


Na  primeira  integral  da  ultima  igualdade  fazemos  a substituicao  u — x.  Entao 
du  = —dx.  e quando  x = -a,  u — a.  Portanto 


fix)  dx  — f(~~-u){—du)  — f{—u)du 
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e assim  sendo  a Equacao  8 fica 

'JL  | f{x)dx~  f( u)  du  + | fix)  dx 

U)  Se  / tor  par,  entao  /(  — u)  — j(u);  logo,  da  Equacao  9 segue  que 
j “ /M  dx  = { ' f{u)  </u  + dx  = 2 \ *f{x)dx 


(b)  Se  / for  rrapar,  entao  J(~ii)  — —/(«),  e a Equacao  9 nos  da  que 

j f(x)dx—  - I f(u)du  + j fix)  dx  — 0 
J -a  Jn  ‘ Jo  ' ' 


(a) /par,  | f(x)  dx  — 2 j f(x)dx 


O leorema  7 esta  ilustrado  na  Figura  4.  Quando  ft  positive  e par,  a parte  (a)  diz  que  a 
area  sob  y — fix ) de  ~a  ate  a e o dobro  da  area  de  0 ate  a devido  a simetria.  Lembre-se 
de  que  uma  integral  \l’J{x)  dx  pode  ser  expressa  corno  a area  acima  do  eixo  x e abaixo  de 
y 7=  / W menos  a area  abaixo  do  eixo  x e acima  da  curva.  Assim,  a parte  (b)  diz  que  a inte- 
gral e 0,  pois  as  areas  se  cancelam. 


EXEMPLO  1-0  : Uma  vez  que  fix)  = x*  + 1 satisfaz  f(~x)  = fix),  ela  e par.  e portanto 
I2  (x*  + I ) dx  - 2 f ix6  + l)dx 

*'■-2  JO 

= 2[|4  + x]l  = 2(f  + 2)  = f 


EXEMPLO  11  Visto  que  fix)  = ( tg  4/(1  + **  + x4)  satisfaz  f(-x)  = -f(x).  ela  i 
fmpar,  e per  conseguinte 


(b)/oTipar,  j fix)  dx  — 0 
FIGURA  4 


J-  t 1 + X2  4-  x' 


dx  — 0 


i.D  Exercicios 


• » Calcule  a integral  fazendo  a substituiqao  dada. 
1.  J cos  3x  dx,  u — 3.x 


9.  f (3x3  - 2)20  dx 
1 H”  4 A* 


10.  \ (2  - xf  dx 


2.  I x(4  + x2)KVx.  u 4 • 


3.  x2v,r:5  + 1 dx,  u — x%  + 


3.  C 

J 5-  3-r 


1 + x + 2.C 
dx 


12.  f~—dx 

J (x~  + l)2 


14.  f-j—dx 
J V4-  + 1 


senyx 

4.  , u - ..  V 


S-/H 7 


5.  j — dx.  u — 1 + Zx 

J (1  + 2 xf 


J (2v+ir 

17.  [yf4^tdt 


16.  f ~dt 

•J  rSf  4-  zrcT' 


(5t + 4'r' 


8.  j eiS!lWcos  0d$7  u ~ sen  d 


Calcule  a integral  indefinida. 


19.  sen  nt  dt 

21. 


18-  J y3  xj 2 y4  -1  dy 
20.  |*sec  2 0 tg  2 0 d 0 


7.  | 2x(x2  -F  3)4dx 


fx"(x3  +5)2  d* 


dx 

r tg'lr 

22,  -7^* 
>■  1 + X' 

dt 

24.  ^ V x sent  1 + x 3 2 ) dx 
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p'  25,  I' cos  8 sen-  0 d 8 


n fW27d: 


33.  sjc otg  x cossec'x  dx 

35.  | cotg  x dx 
37.  t sec  Tr  tg  x dx 


28.  p;  1 4-  tg  0/  sec"  8 d 0 

28.  j'e''ofr!  sen  t dt 

■i  ax  + b 

30.  f dx 

\axA  + 2 bx  + c 


32.  1 dx 

J eA  -f  | 

i*  COS(ir/x) 

34. V-1  dx 

J x* 

f sen  x 

36.  — dx 

1 + coset 


38.  j y x 2 + 1 x5  dx 


33.  | x°yjb  + cxa+i  dx  (c  # 0,  a ¥■■  ~~  1) 
40.  j' sen  t sec 2 (cos  t )dt 


If  X\  In  x 


Jo  (x  - 2V 


Jo  v 1 - x- 
88.  j x-fa2~x2dx 


63.  j " xy  x2  + a2  dx  (a  > 0)  70.  j"  xyx2  + a2  dx 

§fjj  71-72  □ Use  um  grafico  para  dar  uma  estimativa  da  area  da 

regiao  que  esta  sob  a curva  dada.  Entao  ache  a area  exata. 

71.  V « y/2x  TT,  0 ss  X 1 

72.  y — 2 sen  x -■  sen  2x . 0 *s  x **  tt 

73.  Calcule  f_2,  (x  + 3)y4  - x2  dx  escrevendo-a  como  Lima  soma 
de  duas  integrals  e interpretando  uma  dessas  integrals  era 
tennos  de  uma  area. 

74.  Calcule  f1  xy  1 " x4  dx  fazendo  uma  substituieao  e 
interpretando  a integral  resultante  em  termos  de  uma  area. 

75.  Quais  das  seguintes  areas  sao  iguais?  Por  que? 

't'  'f  , 

i v = 2xe'  / 

v=e"'  i / v = ew  1 sen  2x 


J yjx  + 2 i vl  -x 

H 45-48  Calcule  a integral  indefmida.  llustre  e verifique  se  sua 
resposta  e razoavel  fazendo  um  grafico  da  fungao  e de  sua 
antiderivada  (tome  C = 0). 


r 3x  — 1 , 

45.  - — r rr  dx 

J (3x2  - 2x  + If 

47.  j serfx  cos  x dx 


J yx2  + 1 

48.  f tg2  0 see2  6 dd 


43-79  Calcule  a integral  definida,  se  ela  existir. 


43.  (x  — 1 )2'  dx 
Jo 

51.  | 1 x 2(  1 + 2x5}5  dx 
Jo 

53.  f sec2  (tl4)  dt 

55.  f tg’0  df) 

- Vx 

57,  f~dx 


sen  8 , 

59.  | —dd 

Jo  cos“6t 


y | r | ^ — V ■ 

.'0  /'  ( 1 + 2XP 

63.  | xyx  — 1 dx 


50.  \ 4 + 3 x dx 


52.  | x cos(x 2 ) dx 


54.  f cossec  it t cotg  -it/  dt 
J 1/6 


Jo  (2x  - 3)2 


58.  xe~x"  dx 


x senx  , 
■■■■■  dx 

-k'Z  1 4.  r ’ 


7lU 

j cos  x sen(sen  x)  dx 


i*4  X 

84.  — dx 

Jo  y 3 -f  2x 


76.  Uma  populagao  de  bacterias  tem  inictalmente  400  bacterias  e 
cresce  a uma  taxa  de  r{t)  = (450.268)U  bacterias  por  hora. 
Quantas  bacterias  temos  apos  3 horas? 

77.  A respiragao  e um  eiclo  complete  e ctclico  que  comeca  pela 
inalacao  e acaba  pela  exalacao,  e isso  tudo  leva  cerca  de  5 s.  A 
taxa  maxima  do  fluxo  de  ar  para  dentro  dos  pulmoes  e de  cerca 
de  05  Us.  Isso  explica,  em  parte,  por  que  a fun^ao 

f{i)  ™ |sen(27r//5)  tem  sido  frequentemente  usada  para  modelai 
a taxa  de  fluxo  de  ar  para  dentro  dos  pulmoes.  Use  esse  modelo 
para  encontrar  o volume  de  ar  inalado  nos  pulmoes  no  instante  t. 

78.  A Alabama  Instruments  Company  preparou  uma  linha  de 
montagem  para  fabricar  uma  nova  calculadora.  A taxa  de 
produ^ao  dessas  calculadoras  apos  t semanas  e 

(lx  __  5 .(){)0|  1 ....  10(1 ) c alcul  adoras/semana 

dt  \ (r+10)2/ 

(Observe  que  a producao  tende  a 5.000  por  semana  a medida 
que  passa  o tempo,  mas  a produgao  inicial  e baixa.  pois  os 
trabalhadores  estao  familiarizados  com  as  novas  tecnicas.) 
Ache  o numero  de  calculadoras  produzidas  do  comeg o da 
terceira  semana  ate  o final  da  quart  a semana. 

79.  Se /for  contfnua  e f(x)  dx  = 10.  ache  /(2x)  dx . 

80.  Se/for  contfnua  e | V (x)  dx  * 4.  encontre  jj  xf(x2)  dx. 

81.  Suponha/contfnua  em  R,  prove  que 

I '/(•  x)  dx  ------  j_  "fix)  dx 


CALCULG 


Ecfitsra  Theinsoi? 


Para  o caso  onde  fix)  3s  0 e 0 < a < b,  faca  um  diagram  a 
para  interpreter  geometricamente  essa  equacao  como  uma 
igualdade  de  area  s. 


82.  Se/  for  contmua  ern  U prove  que 

) fix  4 c)  dx  — | fix)  dx 


Para  o caso  onde  fix)  0.  faca  um  diagrama  para 
interpreter  geometricamente  essa  equagao  como  uma 
igualdade  de  areas. 


83.  Se  a e b forem  numeros  positives.  most  re  que 

j v"(  j -■  xf  dx  - j xh{  1 ---  x)adx 
A>  .V 

B4.  Use  a substituicao  u tt  — x para  mostrar  que 
j xf($enx)dx  = — ) /(sen  i)  dx 

85.  Use  o Exercicio  84  para  calcular  a integral 

i'w  x sem 

dx 

A>  I + cosbc 


Logaritmo  Definiclo  como  uma  Integral 


VJ 

1 

y = 7 

area  — In  x 

■ -/I. 

/ ■■  y ....  ... 

o 

1 .r  ? 

F1GURA  1 


V; 

area  — - in  x 

S' 

j 

v=? 

i 

1 

| 

! 

oj 

J 

1 ' 

FtGURA  2 

Y* 

...  1 


Nos  so  tratamento  das  funcoes  exponenciais  e logarft  micas  tem  se  baseado  ate  agora  em 
nossa  intuicao,  que  por  sua  vez  se  baseia  em  evideneia  visual  e numerica.  (Veja  secoes  1 .5, 
1 .6  e 3.1).  Nesta  secao  vamos  usar  o Teorema  Fundamental  do  CaJculo  para  dar  um  trata- 
mento alternative  que  provera  uma  base  solida  para  estas  funcoes. 

Em  vez  de  coinegar  com  a”  e definir  log(,  x como  sua  inversa,  vamos  definir  In  x como 
uma  integral  e a parttr  dai  definir  a fungao  exponential  como  sua  funcao  inversa.  Nesta 
segao  voce  deve  ter  em  mente  que  nos  nao  usaremos  nenhuma  definigao  anterior  e resul- 
tados  relacionados  com  fungoes  exponenciais  e logariti micas. 


L i Logaritmo  Natural 

Vamos  definir  primeiro  In  x como  uma  integral. 

j j ij  Definigao  Fungao  logaritmo  natural  e definida  por 

! , , , 

| In  x = — dt  x > 0 

Li  / 


A existencia  dessa  fungao  depende  do  fato  de  que  a integral  de  uma  fungao  contmua 
sempre  existe.  vSe  x > 1,  entao  In  x pode  ser  interpretada  geometricamente  como  a area 
sob  a hiperboie  y — \/t  de  t — 1 ate  t = x (veja  a Figura  1).  Para  x = 1 , temos 

f!  1 

In  1 — — dt  - 0 

•n  t 

Para  0 < x < 1 , In  x = I ' — dt  = - f - dt  < 0 

•b  / Jx  t 

logo  In  x 6 o negativo  da  area  mostrada  na  Figura  2. 


0 


1 2 


t 


EXEWiPLG  1 o 

(a)  Comparando  as  areas,  mostre  que  | < In  2 < 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 10  para  estimar  o valor  de  In  2. 

soiugAo 

(a)  Podemos  interpretar  In  2 como  a area  sob  a curve  y — i/t  de  1 ate  2.  Da  Figura  3 
vemos  que  essa  area  e maior  que  a area  do  retangulo  BCDE  e menor  que  a area  do 
trapezoide  ABC.D. 


FIGURA  3 
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Assim.  temos 

5 • J < In  2 < ? - 1(1  + \) 

{ < in  2 < ! 

(b)  Se  usarmos  a Regra  do  Ponto  Medio  com  fit)  ~ 1 //,  n — 10  e A?  = 0,1 , obteremos 
]n  2 — V-dt  « (0  .!)[/( 1.05)  + /( 1 .15)  + •••  + /(195)] 

»■  i t 

= (o  n(-i-  + + + ) - 0.693 

' V 1 ,05  1.15  1.95  / 

Observe  que  a integral  que  define  in  x e exatamente  do  tipo  discutido  na  Parte  1 d« 
Teorema  Fundamental  do  Calculo  (veja  a Seqao  5.3).  De  fato,  usando  esse  teorems 


Afi„  = i 

dx  J i t x 


e portanto 


d ,,  , 1 

— On  x)  = — 
dx  x 


Vamos  usar  agora  essa  regra  de  diferenciagao  para  provar  as  seguintes  propriedades  t 
funyao  logaritmica. 


[3]  Leis  dos  Logaritmos  Se  x e y forem  numeros  positivos  e r for  urn  numero 
racional.  entao 


1.  InUj)  = In  x + In  y 2.  Inf  — 1 = In  x ~ In  y 3.  ln(xr)  — r In  x 


1.  Seja  fix)  — In(aje),  onde  a e uma  constante  positiva.  Entao,  usando  a Equagao  2 t 
a Regra  da  Cadeia.  temos 

\d  1 1 

fix)  - — (ax)  a = — 

ax  dx  ax  x 

Portanto,  fix)  e In  x tern  a mesma  derivada,  e diferem  por  uma  constante: 

In  (ax)  — In  x + C 

Fazendo  x = 1 nessa  equacao,  obtemos  In  a — In  I + C — 0 + C C . Assim 

ln(ax)  = In  x + In  a 

Se  subslit uirmos  agora  a constante  a por  qualquer  numero  y,  temos 

ln(xy)  = In  x + In  v 
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2.  Usando  a Lei  nc  1 corn 


j/v.  temos 


In  — f In  v = In 


In  1 = 0 


e,  portanto,  segue  In  — — -In  v 

v 


Usando  novarnente  a Lei  n"  ] . temos 


""  V ~ 'V ' 7 


In  x + In  — — In  x — In  v 

34 


A prova  da  Lei  n:-  3 fieara  como  exercicio. 

Para  fazer  o grafico  de  y ~ In  x vamos  determinar  prirneiro  seus  limites: 


(a)  limlnx  = i»  Cb)  Jim  Inx~  -«3 

.v  ■ jt— *’0+ 


(a)  Usando  a Lei  n°  3 com  x ~ 2 er  — n (onde  n e qualquer  numero  inteiro  posi- 
tivo),  temos  ln(2rt)  — n In  2.  Segue  entao  que  In  2 > 0,  logo  isso  mostra  que 
Inf  2")  30  quando  n —*  oe.  .Mas  in  x 6 uma  funcao  crescente.  uma  vez  que  sua 


Vi 

j 

y — Jnx 

- 

derivada  1/x  > 0.  Portanto,  In  x — •>  * quando  x ~—>  «>. 

(b)  Se  fizermos  t ~ 1/x,  entao  / — ;>  °c  quando  x O'.  Assim,  usando  (a) 

■! 

| 

temos 

oT i 

i 

X 

lim  In  x = lim  In  [ — J — lim  (—In  /)  — — «> 
\ t j ' 

FIGURA4 


Se  y — In  x,x  > 0,  entao 


dy 

dx 


= ~ > 0 
x 


d2y 

dx" 


< 0 


o que  mostra  que  In  x e crescente  e coneava  para  baixo  em  (0,  <*).  Juntando  essa 
informacao  com  (4).  fazemos  o grafico  de  y = In  x na  Figura  4. 

Uma  vez  que  In  1 = 0 e In  x e uma  funcao  contfnua  crescente  que  assume  va lo- 
res arbitrariamente  grandes,  o Teorema  do  Valor  Intermediario  mostra  que  existe 
uin  numero  onde  In  x assume  o valor  l (veja  a Figura  5).  Esse  numero  importante  e 
denotado  por  e. 


! r , I 

L?J  Oeflnicao  e e urn  numero  tal  que  In  e — 1.  i 

— , — . ... . J 
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Vamos  mostrar  (no  Teorema  19)  que  essa  definicao  e consistente  com  m%a  definicao 
anterior  de  e. 


|-_j  Funyao  Exponencial  Natural 

Uma  vez  que  In  e lima  funcao  creseente,  ela  e urn  a uni  e,  port  an  to,  tern  uma  funcao  inversa. 
que  denotaremos  por  exp.  Assim,  de  aeordo  com  a defmiyao  de  uma  funcao  in  versa: 

[I]  [ exp(.v)  — y <=>  In  y — x 

e as  equayoes  de  cancelamento  sao 

[?]  [ exp(ln  x)  — a e ln(exp  .v)  = x 

Em  particular,  temos 

expfO)  = 1 , uma  vez  que  In  1 = 0 
exp(l)  — e,  uma  vez  que  In  e — 1 

Obtemos  o grafico  y — exp  x refletindo  o grafico  de  y ~ In  x em  torno  da  reta  v = x (veja 
a Figura  6).  O dommio  de  exp  e a imagem  de  In,  isto  e.  x);  a imagem  de  exp  e o 
dommio  de  In,  isto  e,  (0,  oo), 

Se  r for  urn  numero  racional  qualquer,  entao  a terceira  lei  dos  logaritmos  da 

In(e'  ) — r In  e = r 

Dessa  forma,  por  (6),  exp(r)  = er 

Portanto,  exp(x)  = ex  sempre  que  x for  urn  numero  racional.  Isso  nos  leva  a definii 
e\  para  os  valores  irracionais  de  x,  por  meio  da  equayao 

ex  = exp(x) 

Em  outras  palavras,  pelas  razoes  dadas,  definimos  e*  como  a funcao  inversa  de  In  x.  Nessa 
notayao  (6)  fica 

f 8 j j e*  = y <”>  In  y — x 

e as  equayoes  de  cancelamento  (7)  ficam 


[10]  j ln(e3)  = x para  todo  x 


A funyao  exponencial  natural  fix)  = ex  e uma  das  funyoes  mais  freqiientes  no  calculo 
e em  suas  aplicayoes,  portanto  e importante  que  voce  se  familiarize  com  seu  grafico 
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F1GURA  7 

Funcao  exponencial  natural 


(Figura  7)  e suas  propriedades  (que  seguem  do  fato  de  que  € a invetsa  da  luncao  iogantnuea 
natural). 


Pro&riedades  da  Fangio  Exponential  A funcao  exponencial  fix)  — e'  e uma 

fungao  continua,  crescente,  com  domtnio  R e imagem  (0.  x}-  Assim,  ex  ->  0 para 
todo  x.  Tambem 

lim  e*  = 0 lim  e*  = 00 


Logo  o eixo  x e uma  assfntota  horizontal  de  fix)  — e\ 


Vamos  verificar  que  f tem  as  outras  propriedades  esperadas  de  uma  funcao  exponencial. 


h daS  Expoeiites  Se  jc  e y forem  numeros  reals  e r for  racional,  entao 


1.  ex+y  — exey 


3.  ft-')'  = erx 


Prova  da  Lei  IP  1 Usando  a primeira  lei  dos  logaritmos  e a Equacao  10.  temos 

ln(<?V)  = ln(<rv)  + ln(<? v)  = x + y — Inftr’  ■') 

Uma  vez  que  In  e uma  funyao  um  a um,  segue  que  exey  = e1  \ 

As  Leis  n-  2 e 3 sao  provadas  de  forma  analoga  (veja  os  Exerctcios  6 e 7).  Como  ve- 
remos  em  breve,  a Lei  na  3 na  realidade  e valida  quando  r e qualquer  numero  real. 

Vamos  provar  agora  a formula  de  diferenciacao  para  e\ 

1 

!T2l  I —(«')  = «' 


Preva  A funyao  y — e*  e diferenciavel,  pois  e a funcao  in  versa  de  y — In  a\  que  sabe- 
mos  ser  diferenciavel.  Para  encontrar  sua  derivada,  usamos  o metodo  da  funcao  inversa. 
Seja  v — e\  Entao  In  y = x e,  diferenciando  essa  ultima  equacao  implicitamente  em 
relayao  a x,  obtemos 


j Funcoes  Exponenciais  Gerais 
Se  a > 0 e r e qualquer  numero  racional,  entao,  por  (9)  e (1 1). 


in a\r  ^ /In 


Dessa  forma,  mesmo  que  x seja  irracional,  definimos 
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Assim,  por  exemplo. 

2s5  — £?^hl2  ~ el2<}  332 

A funcao  fix)  - <r  e chamada  funcao  exponential  com  base  a.  Note  que  a'  e positiva 
para  todo  ;v,  pois  e*  e positiva  para  todo  x. 

A Definicao  13  nos  permite  extender  uma  das  leis  dos  logaritmos.  Ja  sabemos  que 
ln(cd  ) — /-  In  a quando  r e racional.  Mas  se  permitirmos  r ser  qualquer  numero  real  tere- 
mos.  da  Definicao  13, 


In  a'  — \r\(e'k,“)  ~ r In  a 


Do  mesmo  mode, 

[ 14j  In  ar  ~ r In  a para  todo  numero  real  r. 

As  leis  gerais  dos  expoentes  que  seguem  da  Definicao  13  junto  com  as  leis  de  expoentes 
para  ex. 


[15  i lei  rfes  Expoentes  Se  x e y forem  numeros  reais  e a,  b > 0,  entao 
1.  ax+r  - a V 2.  ax~y  = ax/ay  3,  (ax  V = aXf  4.  (abf  = axhx 


1.  Usando  a Definicao  13  e as  leis  de  expoentes  para  ex , temos 


q Jt+,v  — g ' •*+>')  Ino  _ gX  In  a +•  y in  a 


3.  Utilizando  a Equapao  14Hobtemos 

(ax)>  - A 


As  provas  remanescentes  ficarao  como  exercicios. 

A formula  de  diferenciacao  para  f undoes  exponenciais  e tambem  uma  conseqiiencia  da 
Definicao  13: 


Prev 


JL.  (a*)  = — (evlna)  = exma  ( x In  a) 

ax  dx  ax 


— a x In  a 
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Se  a > .1 , entao  In  a > 0,  logo  id/dx)  a'  -----  ax  In  a > 0.  lsso  mostra  que  y — «’  ceres- 
cente  (veja  a Figura  8).  Se  0 < a < l.  entao  In  a < 0,  e portanto  y — ax  e decreseente 
(veja  a Figura  9). 


lim  (f  = 0,  lim  a-  — 


lim  cr  — w Hm  ax  = 0 


FIGURA  8 
y = a\  a > 1 


FIGURA  9 
V — a\  0 < a < 1 


l I Fun^oes  Logaritmicas  Gerais 

Se  a > 0 e a ¥=  1 , entao  j{x)  — ax  e uma  funcao  um  a um.  Sua  funcao  in  versa  e chamada 
funcao  logaritmica  com  base  a,  e e denotada  por  log,,.  Assim 


log  a x = y <$-■ 


Em  particular,  vemos  que 


log.  A'  = In  A 


As  leis  dos  logaritmos  sao  similares  aquelas  do  logaritmo  natural  e podem  ser  deduzidas 
a partir  das  leis  dos  expoentes  (veja  o Exerefcio  10). 

Paa  diferenciar  y = log,,  x,  escrevemos  a equacao  como  a-  = x.  Da  Equacao  14, 
temos  y In  a — In  a.  logo 

, In  a 

log„  a = y — 

In  a 

Uma  vez  que  In  a e uma  constante,  podemos  diferenciar  da  seguinte  forma: 

d d In  x 1 d 1 

— (log,,  a)  - — - = (In  a)  = — — 

dx  dx  in  a In  a dx  a In  a 


— flog-  *)  ""  — : 

dx  a In  a 


L O Numero  e Expresso  como  um  Limite 

Nesta  se^ao  definimos  e como  um  numero  tal  que  In  e ~ 1.0  proximo  teorema  mostra  que 
isso  e igual  ao  numero  e definido  na  Secao  3.1  (veja  a Equacao  3.8.5). 
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e = iim  (1  + xf,x 


Prove  Seja  /(a)  = In  a.  Entao  fix)  - l/.r,  portamo  /'(!)  - i . Mas,  pela  definite  de 
derivada, 

/U  + A)  ~/(0  /0  + a-)  -/(l) 

/ (I)  = hm — hm  — 

>0  /j  jr-*0  A' 

ln(  l + a)  - In  1 1 . 

~ inn  — — - = hm  — ln(  1 + x) 

X— *0  x J(-*  0 A' 

— iim  1 n ( 1 + a}1;> 


Como  /'( 1 ) ~ 1,  temos 


lim  ln(  .l  + a)  1 — I 

,v— >0 


Portanto,  pelo  Teorema  2.58  e a continuidade  da  fun^ao  exponential,  temos 


1 1r(I  4 X}" 

e — e — e 


— li.m(r’’n(1  + i)  JimO+x)1"' 


5.6  Exercicios 


1.  (a)  Comparando  areas,  mostre  que 

1 < in  1 5 < f \ 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  n ~ 10  para  estimar  In  1,5. 

2.  Com  referenda  ao  Exemplo  1 . 

(a)  Ache  a equa^ao  da  reta  tangente  a curva  y = 1/7  que  e 
paralela  a reta  secante  AD. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  mostrar  que  In  2 > 0,66. 

3.  Comparando  areas,  mostre  que 

1 ! 1 11  1 

1 l ...  q < ]n  n < 1 4 — - 4 -4 -r 

2 3 n 2 3 n — 1 

4.  (a)  Comparando  areas,  mostre  que  in  2 < 1 < In  3. 

(b)  Deduza  que  2 < e < 3. 


5.  Prove  a terceira  lei  dos  iogaritmos.  [Sugestao:  Comece 
mostrando  que  ambos  os  lados  da  equacao  tern  a mesma 
derivada,] 

6.  Prove  a Segunda  Lei  dos  Expoentes  para  c ' fveja  (11)]. 

7.  Prove  a Terceira  Lei  dos  Expoentes  para  e*  [veja  (11)]. 

8.  Prove  a Segunda  Lei  dos  Expoentes  [veja  (15)]. 

9.  Prove  a Quarta  Lei  dos  Expoentes  [veja  (15)]. 

10.  Deduza  as  seguintes  Leis  dos  Logaritmos  a partir  de  (15): 

(a)  loga(xy)  = logo  x + log,,  y 

(b)  10ga(A/v)  = log  a X ~ log  a V 

(c)  log«(xv)  — y log0  a 


5 Revisao 


VERiFiCAQAO  DE  CONCEITOS 


1.  (a)  Escreva  uma  expressao  para  lima  soma  de  Riemann  de  uma 
funcao/.  Explique  o signiiicado  da  notaeao  que  voce  usar. 

(b)  Se  f{x)  x 0,  qual  a interpretacao  geometrica  de  uma  soma 
de  Riemann?  liustre  com  urn  diagrama. 

(c)  Se  f(x)  assume  valores  positives  e negativos,  qual  a 
interpretacao  geometrica  de  uma  soma  de  Riemann? 

Iluslre  com  um  diagrama. 


2.  (a)  Escreva  a definigao  de  integral  definida  de  uma  funcao 
contfnua  de  a ate  b. 

(b)  Qual  a interpretacao  geometrica  de  J*/(x)  dx  se  /(a)  2=  0? 

(e)  Qual  a interpretacao  geometrica  de  C/{x)  dx  se  j (a)  assume 
valores  positives  e negativos?  Ilustre  com  um  diagrama. 
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3.  Enuncie  as  partes  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo. 

4.  (a)  Enuncie  o Teorema  da  Variagao  Iota]. 

(b)  Se  r(i)  for  a taxa  segundo  a qual  flui  agua  para  dentro  de 
um  reservatorio,  o que  representa  Q r(t)  dt ? 

5.  Suponha  que  uma  particula  mova-se  para  a frente  e para  mis 
ao  Ion  so  de  uma  linha  reta  corn  velocidade  t •(/),  medida  em  pes 
por  segundo.  com  aceleracao  a(t). 

(a)  Qual  o significado  de  j(*.f  v(t)  dt? 

(b)  Qual  o significado  de  j j v(t)  j dt? 


(c)  Qual  o significado  de  j//  at?)  dt? 

6,  (a)  Explique  o significado  da  integral  indefinida  j fix)  dx. 

(b)  Qual  a conexao  entre  a integral  definida  U/Q)  dx  e a 
integral  indefinida  j fix)  dx? 

1.  Explique  exatamente  o significado  da  afirmacao  "diferenciacao 
e integracao  sao  processos  inverses". 

8.  Enuncie  a Regra  da  Substituicao.  Na  pratica,  como  fazer  uso 
dela? 


TESTES  FALSO-VERDADEIRO 


Determine  se  a aiirmativa  e falsa  ou  verdadeira.  Explique  por  que 
ou  de  um  contra-exemplo  da  afirmativa. 

1.  Se  / eg  forem  continuas  em  | a,  b],  entao 

J h [/(a)  + g(x)\dx  — j f(x)dx  + j g(x)dx 

2.  Se  / e g forem  continuas  em  [a,  b],  entao 

j ' [/(A-)r;(.v)]  dx  = j'  j 'fix)  ^ j * g(x)  </v  j 

3.  Se/ for  continue  em  [a,  b],  entao 

p 5/(a)  dx  - 5 \'f(x)dx 

4.  Se  / for  contfnua  em  [a,  b] . entao 

I ' xf(x)  dx  ~ x j f{x)  dx 

Jo  ‘ Jo 

5.  Se/ for  continue  em  [a,  b],  e fix)  5?  0,  entao 

| * ffixj  dx  ~ Jj>)  dx 


6.  S e /'  for  contfnua  em  [1,3], entao  j f’ivjdv  — /(3)  -/(l). 

7.  Se  / e g forem  continuas  e fix)  S-  g(x)  para  a *5  x b , entao 

J"/(a)  dx  | g(x)  dx 

8.  S e f eg  forem  diferenciaveis  e fix)  3*  aix)  para  a < x < b, 
entao  fix)  '3>  g’(x)  para  a < x < b. 


- ),t.0 


10.  j (ax2  + bx  + c)  dx  — 2 J (ax"  + c)  dx 
r i 1 3 

12.  f02  (a  - x3)  dx  representa  a area  sob  a curva  v = x - Xs  de  0 
ate  2. 

13.  Todas  as  fungoes  continuas  tern  derivadas. 

14.  Todas  as  funcoes  continuas  tern  antklerivadas. 


EXERCICIOS 


1.  Use  o grafico  dado  de  / para  encontrar  a soma  de  Riemann 
com  seis  subintervalos.  Tome  como  pontos  amostrais  (a)  os 
extremos  esquerdos  e (b)  os  pontos  medios.  Em  cada  caso  faga 
um  diagrams  e explique  o que  representa  a soma  de  Riemann. 


* 

A 

/ \ y ~ f(x) 

i\ 

\ 

0 

2 \ 6 a 

\ 

\ 

....  V-  . 

2.  (a)  Calcule  a soma  de  Riemann  para 

f(x)  — x2  — x 0 < x '-5  2 

com  cjuatro  subintervalos,  tomando  como  pontos  amostrais 
os  extremos  direitos.  Explique.  com  a ajuda  de  um 
diagrams,  o que  representa  a soma  de  Riemann. 

(b)  Use  a defmicao  de  integral  definida  (com  os  extremos 
direitos)  para  caleuiar  o valor  da  integral 

j 2 (a2  - a)  dx 

(c)  Use  o Teorema  Fundamental  para  verificar  sua  resposta  da 
parte  (b). 

(d)  Fa^a  um  diagrama  para  explicar  o significado  geometrico 
da  integral  na  parte  (b). 


P?'  3. 
I|SIU 


Calcule 


\x  + v 1 - x2 ) dx 


interpretando-a  etn  termos  tie  areas. 

Expresse 

lim  2 sen  a,  A a 
" 

corno  uma  integral  definida  no  intervalo  [0,  tt]  e entao  calcule 

a integral . 

Se  jJ/(jr)  dx  - 10  e £/(a)  dx  = 7,  ache  £/(a)  «7\. 

(a)  Escreva  |7  {x  + 2a5)  dx  como  o 1 Smite  das  somas  de 
Riemann  tomando  como  pontos  amostrais  os  extremos 
direitos.  Use  um  CAS  para  calcular  a soma  e computar  o 
limite. 

(b)  Use  o Teorema  Fundamental  para  verificar  sua  resposta  da 
parte  (a). 

A figura  a seguir  mostra  os  graficos  de  /,/'  e j*/(/)  dt. 

Identifique  cada  grafico  e explique  suas  escolhas. 


8.  Calcule: 


(a) 

f‘ 

(j 

w / ttTCtfi  X V 1 

•—-(<?  c )dx 

Jo 

dx 

(b) 

d 

i 

C arcts  v . 

f e dx 

dx 

Jo 

(c) 

d 

f e™*'  dt 

dx- 

Jo 

9-38  Calcule.  se  existir.  a integral. 


9. 

1 (8 x-  -I-  3a2)  dx 
J i 

10. 

f (x4  + 8a  - 7)  dx 

11. 

j ( 1 - A9  ) dx 
Jo 

12. 

r (i  ~ x?dx 

Jo 

13. 

J>  yju  - 2 iC 
I du 

14. 

f ( yj. U + 1 ) dll 

Ji  u 

15. 

/j>'(.»2+l)  *■ 

16. 

f y"  yj  1 + y'  dy 

17. 

J dt 

18. 

f sen(3Jt  t)dt 

J 1 U-4)2 

Jo 

19. 

A 

[ v 2 eos(t’;)  d v 

20. 

J sen  x 
j ydx 

1 + x 


21.  I e*'dt 
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22. 


ax 


Jt  2 ~ 3x 


c- 1 1 't'  x X" 

23.  r dx 


25. 


f:u 


- dx 


v ;C  + 4x 


27.  1 1 sen  nt  cos  nt  dt 


29. 


dx 


JjO  V 

dx 

1 .C  - 4 

26.  | cossec2  3 1 dt 
28.  | sen  x eos(cos  x)  dx 

30. 


31.  j tg  x in  (cos  A'}  dx 


32. 


dx 


33. 


f 

■/; 


f X 

sec  0 ts  8 


dx 

dd 


1 + sec  0 
a"  ~ 4|  dx 


n - x* 

34.  |*senh(  1 + 4a)  dx 

36.  j ( 1 + tg  if  sec2/  dt 
Jo  c 


38 


mm 


resposta  e razoavei  fazendo  o grafico  da  funcao  e de  sua 
antiderivada  (tome  C — 0). 


r COS  X 

39.  dx 

J j 1 4-  sen  a 


40. 


dx 


41.  Use  um  grafico  para  dar  uma  estimativa  da  area  da  regiao  que 


m 


esta  sob  a curva  >’  — Xyfx,  0 r ^ 4.  Encontre  entao  a area 
exata. 


42.  Fa9a  o grafico  da  funcao  fix)  = cos2x  senx  e use-o  para 
conjectural-  o valor  da  integral  |0' " / (a)  dx.  Calcule  entao  a 
integral  para  confirmar  sua  conjectura. 

43-48  G Ache  a derivada  da  funcao. 


45.  g{ x)  = 


pH  e 
JvT  t 


->/’ 1 + / 4 dt 

44. 

F{x)  - \ tg  is 2 ) ds 

t 

feu*  r , — r 

-7  • dt 

46. 

11 

"5: 

v j + t ' 

Ji 

dt 

48. 

v — J ' sen(/4)  dt 

49-56  Use  a Propriedade  8 das  integrals  para  estimar  o valor  da 
integral. 


49. 


v'x2  + 3 dx 


50. 


J3  x + 3 


dx 


51-54  □ Use  as  propriedades  das  integrals  para  verificar  a 
desigualdade. 


51.  x 2 cos  x dx  ~~ 
Jo  x 


c-rji  sen  a v2 

52.  dx  =£  — 

Js/4  X l 
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' CDS  .V  dx  =£ 


54,  | sen"  lx  dx  sS  n/4 


t>5.  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  coin  n — 5 para  aproximar 
J(;  v'l  + x3  dx. 

56.  lima  partfcuia  move-se  ao  longo  de  uma  reta  com  uma  funcao 
velocidade  v(t)  — t:  - t onde  v e medkfa  em  metros  por 
segundo.  Ache  (a)  o deslocamento  e (b)  a distancia  percorrida 
pela  partfcuia  durante  o intervalo  de  tempo  [0.  5], 

57.  Seja  rii)  a taxa  pela  qual  o oleo  e consumido  no  mundo, 
onde  t e medido  em  anos  comecando  em  i - 0 em  1 - de  Janeiro 
de  2000  e /•(/)  e medida  em  barris  por  ano.  O que 
represents  a J*  r(t)dtl 

58.  Um  radar  foi  usado  para  registrar  a velocidade  de  urn  corredor 
nos  instantes  dados  na  tabela.  Use  a Regra  do  Ponto  Medio 
para  estimar  a distancia  percorrida  pelo  corredor  durante 
aqueles  5 segundos. 


II 

(m/s)  (j  / <s) 

v (m/s) 

0 !j  3.0 

10.51 

4,67  j|  3.5 

J0 .67 

7.34  4.0 

10.76 

8.86  4.5 

10.8 ! 

9.73  * 5.0 

H.K8  1 

0.22  j 

59.  Uma  populacao  de  abelhas  cresce  a uma  taxa  de  r(t)  abelhas 
por  semana,  o grafico  de  r e mostrado  a seguir.  Use  a Regra 
do  Ponto  Medio  com  sets  subintervalos  para  estimar  o 
crescimento  na  populacao  de  abelhas  durante  as  24  primciras 
semanas. 


Ache  uma  antiderivada  F de  fix)  — x:sen(.C ) tal  que 
F{  1 .)  ••  0. 

A iimcao  de  Fresnel  Six)  ~ jjj  sen {f'rrt~)dr  foi  introduzida  na 
Secao  5.3.  Fresnel  tambem  usou  a funcao 


7(iH c 


os  ifxDdi 


em  sua  teoria  da  difracao  das  ondas  de  luz. 

(a)  Em  quais  intervalos  C e crescente? 

(b)  Em  quais  intervalos  C e concave  para  cima? 

(c)  Use  urn  grafico  para  resolver  a seguinte  equacao,  correta 
ate  a segunda  casa  decimal: 

) 0 cos (4  ttF  ) dt  — 0.7 

(d)  Desenhe  os  graficos  de  C e S na  mesma  tela.  Como  estao 
relacionados  esses  graficos? 

Estime  o valor  do  numero  c tal  que  a area  sob  a curve 
y — senh  cx  entre  x = 0 e x — 1 seja  igual  a I . 

Suponha  que  a temperature  em  uma  barra  longa  e fina 
colocada  sobre  o eixo  x seja  inicialmente  C/(2a)  se  | x \ a e 
0 se  | a | > a.  Pode  ser  mostrado  que  se  a difusividade  do  calor 
da  barra  for  k.  entao  sua  temperatura  ern  um  ponto  x no 
instante  t e 

Tix.t)  ~ [a  e-'*-*™*1' du 

a \/4 Tiki 

Para  aehar  a distribuicao  de  temperatura  que  resulta  de  uma 
-area  quente  concentrada  inicialmente  na  origem.  precisamos 
computer 

iim  Fix,  t) 

a -••.•0 

Use  a Regra  de  L Hospital  para  encontrar  esse  iiirfite. 

Se  / for  uma  funcao  continue  tal  que 


12  16  20  24  t 

(semanas) 


Calcule  j1.,  fix)  dx  interpretando  a integral  como  uma 
diferentpa  de  areas. 


f(t)dt  = xe2x-  F e "fit)  dt 

.’(!  ‘ .f0 

para  todo  x.  ache  uma  formula  explfcita  para  fix). 

Suponha  que  h seja  uma  funcao  tal  que  Ml)  ~ --2,  h’(  1)  — 2, 
h"(\)  = 3.  hi 2)  “ 6,  h'i 2)  = 5,  h"{ 2)  = 13,  e h"  seja  contmua 
em  toda  a parte.  Calcule  \\tfiu)  du. 

Se  /'  for  contmua  em  [a,  h\.  mostre  que 

2 \\f(.x)f'(x)dx  - [f(b)f  --  \f(a)f 


68.  Ache  lim  — I J 1 + r3  dt  . 

A-'C ) h J 2 

69.  Se  / for  contmua  em  [0,  1 ).  prove  que 

jJ/(xW/x  =*  /'( 1 - x)  dx 

IQ.  Calcule 

.™  t r my + my + mv + . . . 


« Outra  estrategia  e'usar  a Regra  de 
L' Hospital. 


Antes  de  olhar  a soJucao  do  proximo  exemplo.  cubra-o  e tente  resoJve-lo  voce  mesmo. 


r h t J 

Solugao  Vamos  comecar  por  uma  analise  preliminar  dos  ingredientes  da  funcao.  O que 
acontece  com  o primeiro  fa  tor.  x/(x  — 3),  quando  x tende  a 3?  O numerador  tende  a 3 e 
o denominador  a 0,  portanto  temos 


->  «s  quando  x ■■■■■>  3' 


— cc  quando  x—>3' 


0 segundo  fator  tende  a 13  (sen  t)/i  dt , que  e 0.  Nao  esta  claro  o que  acontece  com  a 
funyao  como  um  todo.  (Uni  fator  torna-se  grande  enquanto  o outro  torna-se  pequeno.) 
Como  devemos  proceder? 

Um  dos  princfpios  dos  problem  as- soluydes  e reconhecer  alguma  coisa  familiar. 
Havera  uma  parte  da  funcao  que  nos  lembre  de  alguma  coisa  vista  antes?  Bern,  a Integra 


tem  x como  seu  limite  superior  de  integrayao,  e esse  tipo  de  integral  ocorre  na  Parte  1 dc 
Teorema  Fundamental  do  Calculo: 

4 f7w<*=/« 

ax 

Isso  sugere  que  uma  diferenciaeao  pode  estar  envoi vida. 

Uma  vez  que  comeyamos  a pensar  sobre  a diferenciaeao.  o denominador  (x  — 3) 
lembra-nos  de  alguma  coisa  que  pode  ser  familiar:  uma  das  formas  de  definiyao  de 
derivada  no  Capftulo  2 e 

r(a)  = Hm  ArLAM 

x—*a  x — a 


e com  a — 3 isso  flea 


. Fix)  - jp(3) 
F (3)  = hm 

■V O X ~ o 


Logo,  qual  e a fimyao  F em  nossa  situayao?  Note  que  se  definirmos 


entao  F{ 3)  — 0.  E o que  acontece  com  o fator  x no  numerador?  Ele  e somente  uma  piste 
falsa,  portanto  vamos  fatora-lo  e colocar  junto  o calculo: 


lim  x * lim ~ 

t -+3  .r— >3  x a 

Fix)  - F(3) 


3F'(3) 


— 3 


s Os  principtos  dos  problemas-soluyoes 
foram  discutidos  na  pagina  SO. 


1,  Se  x sen  nx  = j ,/U)  dt,  onde  / e uma  funcao  contfnua,  ache  /(4). 


Pit , sen  (t2)) 


y - sen  (x~y 


Pit.,  sen  (fl)) 
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2.  Suponha  quo  a curva  y — / (;v!  passe  pe]a  origem  e peio  ponto  (J . I).  Encontre  o valor  da 

integral  dx. 

3.  Mostre  cpte  — - -=  j ” — --  dx  — . 

1 17  Ji  J + X4  24 

4.  (a)  Faca  os  graficos  de  varies  membros  da  fainilia  de  funedes  f(x)  = (2c x - .x2)/c:’  para 

c > 0 e analise  as  regioes  entre  essas  curvas  e o eixo  x.  Como  estao  relacionadas  as  areas 
dessas  regioes? 

(b)  Prove  sua  conjectura  em  (a). 

(c)  Examine  novamente  os  grafieos  da  parte  (a)  e use-os  para  esbocar  a curva  tragada  pelos 
vertices  (pontos  mais  altos)  da  famflia  de  funcoes.  Voce  pode  imaginar  que  tipo  de  curva 
el  a e? 

(d)  Ache  a equacao  da  curva  que  voce  esbocou  na  parte  (c). 

5.  Se  fix')  = ^ dt , onde  g(x)  ~ [1  + sen/2)]  dp  ache  /'(tt/Z). 

6.  Se  f{x)  = j0r  a-2  sen  if)  dt,  ache  fix). 

1.  Calcule  Jim  — j (l  — t«  2 t)1/r dt 

,v -■-<•(>  X - ‘ t ' 

8.  A figura  mostra  duas  regioes  no  primeiro  quadrante:  A(t)  e a area  sob  a curva  y = sen  (a2  ) de  0 
ate  t . e Bit)  e a area  do  triangulo  com  vertices  O.Fe  (/.  0). 

Ache  lim..  .,(r  A(t)/B{t). 

9.  Ache  o intervalo  [a,  b\  para  o qual  o valor  da  integral  j]7  (2  + x — x 2)  dx  e o maxi  mo. 

10.000 

10.  Use  uma  integral  para  estimar  a soma  £ fi. 

r-’X 

11.  (a)  Calcule  j"  fxj  dx,  onde  n e um  inteiro  positivo. 

(b)  Calcule  j * |a]|  dx,  onde  a e b sao  ndmeros  reais  com  0 a < b. 

12.  Encontre  — ™ i f I ^Vl  + u 4 du  I dt . 


12.  Encontre  —~£  ^ y'i  + u4  du  j dt . 

13.  Se  / for  uma  funcao  diterenciavel  tal  que  j /(/)  dt  = [ /(a)]2  para  todo  x.  ache  f. 

14.  Um  disco  circular  de  raio  r e usado  em  um  evaporador  e deve  girar  em  um  piano  vertical.  Ele 
deve  hear  parcialmente  submerse  no  liquido  de  tal  forma  a maximizar  a area  molhada  exposta 
do  disco.  Mostre  que  o centro  do  disco  deve  estar  posicionado  a uma  altura  r/fTffr2  acima 
da  superffeie  do  liquido. 

15.  Prove  que  se/for  continua,  entao  (*/(«)(*  - u)du=  j x | ( "/{/)  dt  j du. 

16.  A figura  mostra  uma  regiao  que  consiste  em  todos  os  pontos  dentro  de  um  quadrado  que  estao 
mais  proximos  do  centro  que  dos  lados  do  quadrado.  Ache  a area  da  regiao. 


17.  Calcule  lim 


\ y n\n  + 1 v n y n + 2 vn  yn  + n J 

18.  Para  um  numero  c qualquer.  seja  f (x)  dentre  os  dois  niimeros  ( x — cY  e (x  — c ~ 2)2. 

Dennmios  entao  g(c)  ~ j]  f(x)  dx.  Ache  os  valores  maximo  e rninimo  de  g(c)  se  —2  € c =5  2. 


19.  Suponha  qu e/e  contfnua. /(O.)  — 0.  /{!)  — 1 , /'(-*)  > 0 e j,!/(-v)  dx 
integral  v) dy. 


— i . Ache  o valor  da 
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Neste  capftuio  exploramos  aigumas  das  apilcacoes  da  integral  defsnida  usando-a 
para  caicular  as  areas  entre  curvas,  volumes  de  solidos  e o trabaiho  feito  por  uma 
forga  variavel.  0 tema  comum  e o seguinte  metodo  geral,  o qual  e similar  aquele  que 
usamos  para  encontrar  as  areas  sob  as  curvas:  dividimos  uma  quantidade  Q em  um 
grande  numero  de  pequenas  partes.  Entao,  aproximamos  cada  pequena  parte  por 
uma  quantidade  do  tipo  f(xf)  Ax  e,  portanto,  aproximamos  Q por  uma  soma  de 
Riemann.  Dai  tomamos  o iimite  e expressamos  Q como  uma  integral.  Finalmente 
avaliamos  a integral  utilizando  o Teorema  Fundamental  do  Calcuio  ou  a Regra  dc 
Ponto  Medio. 


6,1 


Vi 


FIGURA  1 

5 - {(x  >i)j  a «s  x « b,  g(x)  « y « /(a)) 


Areas  entre  as  Curvas  ^ ^ . 

No  Capftuio  5 definimos  e calculamos  as  areas  de  regioes  que  estao  sob  os  graficos  dr 
funeoes.  Aqui  usamos  as  integrals  para  encontrar  as  areas  de  regioes  entre  os  grafico- 
de  duas  fungdes. 

Considere  a regiao  S que  esta  entre  duas  curvas  y = fix)  e y = fix)  e entre  as  retas  ver- 
tical x = a e x ~ bf  onde  / e g sao  funeoes  contfnuas  e fix)  g(x)  para  todo  x em  [a 
b\.  (Veja  a Figura  1 .) 

Assirn  como  fizemos  para  as  areas  sob  as  curvas  na  Segao  5.1,  dividimos  S em  n faixa: 
de  larguras  iguais  e entao  aproximamos  a f-esima  faixa  por  um  retangulo  com  base  Ax  f 
altura  fix*,)  - 9(x *j).  (Veja  a Figura  2.)  Podenamos  ainda  tomar  todos  os  pontos  extremo 
direitos  como  pontos  de  amostragem,  nesse  caso  xf  = x,.  A soma  de  Riemann 

1 ~~  9(xf)]  Ax 

i-1 

e,  portanto,  uma  aproximagao  que  intuitivamente  pensamos  como  a tirea  de  S. 


(a)  Retangulo  ti'pico 

FIGURA  2 


(b)  Retangulos  aproxim adores 


Essa  aproximagao  parece  melhorar  quando  n — > oo.  Portanto  definimos  a area  A de 
como  o valor-limite  da  soma  das  areas  desses  retangulos  aproximadores. 


1 1 


A - lim  X ~ 9(x7)]  Ax 


Reconhecemos  o Iimite  em  (1)  como  a integral  definida  de  f-  g.  Portanto,  temos 
seguinte  formula  para  a area. 


4 
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' f ^ V = fix) 


v = g(x) 


FtGURA  3 

A ” fafix)d-x  £ 9(x)dx 


FIGURA4 


A area  .4  da  regiao  limitada  pelas  curvas  v = fix),  y — g(x),  e as  retas  x =*  « e 
a = A,  onde  / e g sao  continuas  e /'( \ ) 5*  g(x)  para  todo  x em  [a,  b).  e 

4 — | [ fix)  - g(x)]dx 


Observe  que.  no  easo  especial  onde  g(x)  — 0,  S e a regiao  sob  o graft  co  de  /, 
e a nossa  definicao  geral  de  area  ( 1 ) e reduzida  a nossa  definicao  anterior  (Definicao  2 na 
Secao  5.1). 

No  easo  em  que  / e g tore  in  ambus  positivas,  voce  pode  ver  na  Figura  3 por  que  (2)  e 
verdadeira: 

A = [area  sob  v ~ fix)]  — [area  sob  y ~ g(x)] 


dx  - g(x)dx  — | [fix)  - <?(xl]  dx 


EXEMPLO  1 Encontre  a area  da  regiao  limitada  por  cima  por  y = e\  e por  baixo  por 
v ~ x,  e limitada  pelos  lados  por  r = 0e  x — 1 . 

SQLUfAO  A regiao  e mostrada  na  Figura  4.  A curva  limitante  superior  ey  = e*  e a curva 
limitante  inferior,  y — x.  Entao  usamos  a formula  (2)  da  area  com  fix)  = e\  g(x)  — x, 
a = 0 e b = 1 : 


4 = j;  - x)  dx  ^ e'  ~ 

= e - \ - I = e - 1,.5  m 

Na  Figura  4 desenhamos  um  retangulo  aproximador  tfpico  com  a largura  Ax  como  urn 
lembrete  do  procedimento  pelo  qual  a area  e definida  em  (1).  Em  geral,  quando  estabele- 
cemos  uma  integral  para  uma  area,  e util  esbogar  a regiao  para  identificar  a curva  supe- 
rior  yT,  a curva  inferior  yB  e um  retangulo  aproximador  tfpico,  como  na  Figura  5.  Entao  a 
area  de  um  retangulo  tfpico  e (yT  - yB)  Ax,  e a equacao 

n 

A ~ lira  2 (y r ~ Yb)  Ax  = | ° (yT  - yB)dx 

n Ja 


resume  o procedimento  de  adicao  (no  sentido  de  limite)  das  areas  de  todos  os  retangulos 
tfpicos. 

Note  que  na  Figura  5 a fronteira  esquerda  se  reduz  a um  ponto.  enquanto  na  Figura  3 
a fronteira  direita  e que  se  reduz  a um  ponto.  No  proximo  exemplo  ambas  as  fronteiras  se 
reduzem  a um  ponto,  entao  a primeira  etapa  e encontrar  a e b. 

EXEMPLO  2 d Encontre  a area  da  regiao  entre  as  parabolas  y ~ x?  e y = 2x  - .r. 

S0LU£A0  Primeiro  encontramos  os  pontos  de  interse^ao  das  parabolas  resolvendo  suas 
equacoes  simultaneamente.  Isto  resulta  em  x2  = 2x  - x2  ou  2xl  - 2x  = 0.  Portanto, 

2x(x  - 1)  = 0;  assim,  x — 0 ou  1 . Os  pontos  de  intersegao  sao  (0, 0)  e (1 , 1 ). 
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Vemos  na  Figura  6 que  as  fronteiras  superior  e inferior  sao 
yT  — 2x  ~ x:  e yB  = x2 

A area  de  urn  retangulo  tfpico  e 

( Vi — yB ) Ax  ~ (2x  x x ) Ax 
e a regiao  esta  entre  ,r  = Oer=  1 . Entao  a area  total  e 

A — i * (2x  - 2xz)  dx  — 2 | 1 ( x - x2)  dx 

Jn  JO 


As  vezes  e diffcil,  ou  mesmo  impossfvel,  encontrar  os  pontos  exatos  de  intersecao  e 
duas  curvas.  Como  mostramos  no  exemplo  a seguir,  podemos  usar  uma  calculadora  gr; 
tica  ou  um  computador  para  encontrar  os  valores  aproximados  para  os  pontos  de  intersect 
e entao  prosseguir  como  anteriormente. 

EXEMPLO  3 □ Encontre  a area  aproximada  da  regiao  limitada  pelas  curvas  y = r/v7+ 
e y = x 4 — x . 

SOLUQAO  Se  tentassemos  encontrar  os  pontos  exatos  de  intersecao,  teriamos  de  resolver 
a equacao 


-x 


Essa  parece  ser  uma  equacao  muito  diffcil  de  resolver  exatamente  (de  fato,  e 
impossfvel),  entao  usamos  uma  calculadora  grafica  para  desenhar  os  graft  cos  das  duas 
curvas  na  Figura  7.  Um  ponto  de  intersecao  e a origem.  Ampliamos  na  dire^ao  do  outre 
ponto  de  intersecao  e descobrimos  que  x ~ 1 ,1 8.  (Se  maior  precisao  fosse  requerida, 
poderiamos  usar  o metodo  de  Newton  ou  outro  metodo,  se  disponfvel  na  nossa 
calculadora  grafica.)  Assim  uma  aproximaqao  para  a area  entre  as  curvas  e 


j’U8 

r v 

A - 

I 

f 

< I 
w 

_ j 

i 

(x4  - 

- X) 

Para  integrar  o primeiro  termo  utilizamos  a substituipao  u — x2  + 1 . Entao  du  — 2 xdx 
e quando  x — 1 ,18,  temos  u = 2,39.  Logo 


A 


r 239  du 
Jf  y/u 


(x4 


x)  dx 


- a/239  - 


(1,18)5  (U8)2 

5 ’ 2 


« 0,785 
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iv  (mi/h) 

60 

50 

......  A 

40 





30  | 

' / " 

B 

20 

/ s' 

10 



¥ 

Oj 

2 4 6 

S 10  12  14  16  i 

(seg  undos) 


FiGURA  8 


’ A ^igura  8 mostra  as  curves  de  veJocidade  tie  dois  carros  A e B.  que 
partem  Jado  a lado  e se  movent  ao  longo  da  mesma  estrada.  O que  a area  entre  as  curves 
representa?  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estima-la. 

SOLUQAO  Sabemos  da  Secao  5.4  que  a area  sob  a curva  de  veJocidade  A representa  a 
distancia  percorrida  pelo  carro  ,4  durante  os  primeiros  J6  segundos.  Similarmente,  a area 
sob  a curva  B e a distancia  percorrida  pelo  carro  B durante  o mesnto  periodo  de  tempo. 
Assim  a area  eutre  essas  curvas,  que  e a diferenca  entre  as  areas  sob  as  curvas,  e a 
distancia  entre  os  carros  apos  16  segundos.  Obtemos  as  velocidades  a partir  do  grafico  e 
as  convertemos  para  pes  por  segundo  (1  mi/h  = l|j§-  pes/s). 


0 

2 

4 [ 6 

8 I !0 

l-y. 

0 

34 

54  j 67 

76  84 

89  ! 92  | 95 

V:-> 

0 

34  | 44 

5]  I 56 

60  ! 63  i -;;r 

tvs  I.-K 

0 

; 

13 

on  •*?  ~j 

25  ; 28 

29  j 29  30 

Usamos  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n = 4 intervalos,  de  forma  que  A/  = 4.  Os 
pontos  medios  dos  intervalos  sao  / — 2.  r?  6,  / — i 0 e A 77777  14.  Estimamos  a 
distancia  entre  os  carros  apos  16  segundos,  como  a seguir: 


1 ,6  U-’A  - vB)dt  * Af  [13  + 23  + 28  + 29] 

= 4(93)  372  pes 

Para  encontrar  a area  entre  as  curvas  y = f[x)  e_y  = gix),  onde/(.r)  5?  g(x)  para  alguns 
valores  de  x,  mas  g(x)  2*  f{x)  para  outros  valores  de  x,  entao  djvidimos  a regiao  S dada 
em  varias  regioes  S\yS2,.,.  com  areas  Af , A2, . . . como  mostrado  na  Figura  9.  Entao 
definimos  a area  da  regiao  S como  a soma  das  areas  das  regioes  menores  S 1 . S2 , . ; 

A — A i + A2  + • • • . Como 


I/O)  - (g 


j/CO-  (jr)  quando  fix)  > g(x) 
1 9 O)  ~ fix)  quando  g(x)  2s  fix) 


temos  a seguinte  expressao  para  A. 


Li!  A area  entre  as  curvas  y = fix)  e y = g(x)  e entre  x = a e x = h e 

A - pi/(.v)  -•  </(  \ ) | </  v 

*■'' (i  l 

. [ 

Quando  avaliamos  a integral  em  (3),  contudo,  ainda  devemos  dividi-Ia  em  integrals  cor- 
respondentes  a Ai , A-:, . . . . 


EXESVlf  10  j Encontte  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas  v = sen  xyy  = cos  .v. 
x = 0e.r  — tt/2. 

SOLUQAO  Os  pontos  de  intersecao  ocorrem  quando  sen  x = cos  x,  isto  e,  quando  x = tt/4 
(porque  0 ■ x ' tt/2).  A regiao  esta  esbocada  na  Figura  10.  Observe  que  cos  x 3s  sen  x 


FIGURA  10 
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quando  0 x *£  tt/4,  mas  sen  .v  cos  x quando  -rr/4  ^ x ^ ~/2.  Portanto,  a area 
requerida  c 

A = | j cos  .V  --  sen  v j dx  = A\  + Aj 


— | (cos  x ~ sen  x)  dx  + | ~ (sen  x ~ cos  x)  dx 

— [sen  x + cos  xJo’4  + [-cos  x — sen.v]^ 


—7=-  H 7=-  — 0 — 1 I + I — 0 — i H 1~  + , 

y2  v2  / \ V2  \/2 


2J2  - 


Neste  exemplo  particular  poderiamos  ter  economizado  trabalho  notando  que  a regiao 
e simetrica  em  relacao  a x — it/ A e entao 

A = 2Ai  — 2 | " (cos  x — senx)  dx 
Jo 

Algumas  regioes  sao  mats  bem  tratadas  considerando  x como  uma  funqao  de  y.  Se  uma 
regiao  e limitada  por  curvas  com  equaqoes  x = fiy),  x ~ g(y),  y = ce  y = d.  on  de/e  g 
sao  contmuas  e/(v)  5*  g(y)  para  c ^ y ^ (/  (veja  a Figura  1 1 ).  entao  sua  area  e 


[/( v)  “ !?(>)]  dy 


d- 

XL 

1 

f X'R 

. . ;J  Ay 

l XR  - xl  \ 

c - 

X 

FIGURA  11 


FIGURA  12 


Se  escrevermos  xR  para  o extremo  direito  e xL  para  o extremo  esquerdo,  entao,  como  a 
Figura  12  ilustra,  teremos 

A — | 7 (xR  - xL)  dy 

Jc 

Aqui  urn  retangulo  tfpico  de  aproximacao  tern  dimensoes  xR  - xL  e Ay. 

EXEPPIO  6 r~  Encontre  a area  limitada  pela  reta  y = x—  1 e pela  parabola  y2  = 2x  + 6. 
SOLUQAO  Resolvendo  as  duas  equaqoes  descobrimos  que  os  pontos  de  intersegao  sao 
(-1 , -2)  e (5,  4).  Resolvemos  a equaqao  da  parabola  para  x e notamos  pela  Figura  13  que 
as  curvas  de  fronteira  esquerda  e direita  sao 

I 2 

x/.  = rv  - c 


FIGURA  13 


xR  = y + 1 


27.  (0,0),  (2,  1).  (-1,6) 


28.  (0.5),  (2,-2),  (5,  1) 
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29-30  " Avalie  a integral  e interprete-a  eomo  a area  de  uma 
reeiao.  Esboce  a regiao. 


29r 


■ ! dx 


30. 


X 


x + 2 


dx 


31-32  : Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 4 para  aproxi- 
mar  a area  de  uma  regiao  limitada  pelas  curvas  dadas. 

31.  y ~ send  jrt/4).  y = cosj(jix/4).  0 x *£  1 


32.  y — yj\6~  x3 , y = 0,  jc-0 


||  33-36  •:  Use  uni  grafico  para  encontnir  as  coordenadas 
aproximadas  de  x dos  pontos  de  interse^ao  das  curvas  dadas. 
Entao  encontre  a area  aproximada  da  regiao  limitada  pelas 
curvas. 


33.  y — xr\  y — 2 cos  x 
35.  y = x cosfr).  y — x3 


34.  y — x3,  y — 3 A'  - X' 

36.  v = e\  v — 2 — x2 


gv'  37.  Use  urn  sistema  algebrico  computational  para  encontrar  a 
area  exata  da  regiao  delimitada  pelas  curvas 
y — x5  - 6x'  + 4x  e v — x. 


38.  Faca  um  esbo^o  da  regiao  no  piano  xy  delimitada  pelas 
inequa^-oes  x - 2y"  S0.l-.r--  |v|  SOe  encontre  sua  area. 

39.  Os  carros  de  corrida  dirigidos  por  Cristina  e Lais  estao 
lado  a lado  na  largada  de  uma  corrida.  A tabela  mostra  as 
velocidades  de  cada  carro  (era  milhas  por  hora)  durante  os 
primeiros  10  segundos  da  corrida.  Use  a Regra  do  Ponto 
Medio  para  estimar  quao  niais  longe  Lais  viaja  era  relaijao 
a Cristina  durante  os  primeiros  10  segundos. 


! 
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40,  As  larguras  (em  metros)  de  uma  piscina  com  o formato  de 
um  rim  foram  medidas  a intervalos  de  2 metros,  como 
indicado  na  figura.  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para 
estimar  a area  da  piscina. 


41.  Dots  carros,  A e B,  largam  lado  a lado  e aceleram  a partir 
do  repouso.  A figura  mostra  os  grafieos  de  suas  funcoes  de 
rapidez. 

(a)  Qual  carro  estara  na  frente  apos  1 minuto?  Explique. 
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(b)  Qual  o significado  da  area  da  regiao  sombreada? 

(c)  Qual  carro  estara  na  frente  apos  2 minutos?  Explique. 

(d)  Estime  quando  os  carros  estarao  novamente  lado  a lado. 


42.  A figura  mostra  os  grafieos  da  fun^ao  de  receita  marginal  R'  e 
da  ftincao  de  custo  marginal  C'  para  um  fabricante.  [Lemhre- 
se  de  que,  da  Se^ao  4.8,  R(x)  e C(x)  representam  a receita  e o 
custo  quando  x unidades  sao  manufaturadas.  Suponha  que  R e 
C sao  medidos  em  milhares  de  dolares.j  Qual  o significado  da 
area  da  regiao  sombreada?  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para 
estimar  o valor  dessa  quantidade. 


°|  50  100  x 

\ 

§jj§  43.  A curva  com  a equa^ao  y2  — .r(x  + 3)  e chamada  cubica  de 
Tschirn hausen.  Se  voce  colocar  essa  curva  em  um  grafico, 
vera  que  parte  dela  forma  um  la90.  Encontre  a area  dentro 
desse  la50. 

44.  Encontre  a area  da  regiao  limitada  pela  parabola  y — x\  pela 
reta  tangente  a essa  parabola  em  ( 1 , 1 ) e o eixo  x. 

45.  Encontre  o niimero  b tal  que  a reta  y - b divida  a regiao 
limitada  pelas  curvas  v = .r  e y = 4 em  duas  regioes  de  areas 
iguais. 

46.  (a)  Encontre  o numero  a tal  que  a reta  x = a bissecta  a area 

sob  a curva  y — 1 lx2 , 1 A x ^ 4. 

(b)  Encontre  o numero  b tal  que  a reta  y = b bissecta  a area 
da  parte  (a). 

47.  Encontre  os  valores  de  c tal  que  a area  da  regiao  limitada  pelas 
parabolas  y — x2-  <r  e y — c2  - x2  seja  576. 

48.  Suponha  que  0 < c < tt/2.  Para  qual  valor  de  c a lirea  da 
regiao  limitada  pelas  curvas  y = cos  x,  y = cost.t  - e)  ex  — 0 
e igual  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas  y — eosl.r  - c)> 
x — tt  e y — 0? 

49.  Para  quais  valores  de  m a reta  y — mx  e a curva  y — x/(x2  + 1 ) 
limitam  uma  regiao?  Encontre  a area  da  regiao. 
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FIGURA  1 


Volumes 

Na  tentativa  de  cncontrar  o volume  de  urn  solido  nos  deparamos  com  o mesmo  tipo  de 
prohlenia  para  calcular  as  areas.  Tem os  uma  ideia  intuitiva  do  signiftcado  de  volume,  mas 
devenios  torna-la  precisa  usando  calculo  para  dar  uma  definicao  exata  de  volume. 

Comeyamos  com  urn  solido  simples  chamado  cilindro  (ou,  mais  precisamente.  um 
cilindro  veto).  Como  ilustrado  na  Figura  1(a),  um  cilindro  e limitado  por  uma  regiao  plana 
B\.  denominada  base,  e uma  regiao  congruente  B : cm  um  piano  paralelo.  0 cilindro  con- 
siste  cm  todos  os  pontos  nos  segmentos  de  reta  perpendiculares  a base  que  unem  B\  a B2. 
Se  a area  da  base  e A e a altura  do  cilindro  (a  distancia  de  B]  a B2)  e h.  logo  o volume  V 
do  cilindro  e deiinido  como 

V = Ah 

Em  particular,  se  a base  e um  cfrculo  com  raio  r,  errtao  o cilindro  e um  cilindro  circular 
com  o volume  V — 7rr2h  [veja  a Figura  1(b)],  e se  a base  e um  retangulo  com  o compri- 
mento  / e largura  w,  nesse  caso  o cilindro  e uma  caixa  retangular  (tambem  conhecida  como 
paralelepipedo  retangular)  com  o volume  V — Iwh  [veja  a Figura  1(c)] 


Para  um  solido  S que  nao  e um  cilindro  primeiro  “cortamos”  S cm  pedacos  e aproxi- 
mamos  cada  pedaco  por  um  cilindro.  Estimamos  o volume  de  S adicionando  os  volumes 
dos  cilindros.  Chegamos  ao  volume  exato  de  S por  um  processo  de  limite  quando  o numero 
de  partes  se  torna  grande. 

Come^amos  interceptando  S com  um  piano  e obtemos  uma  regiao  plana  chamada  secao 
transversal  de  S.  Seja  A(x)  a area  da  seccao  transversal  de  S no  piano  Px  perpendicular  ao 
eixo  x e passando  pelo  ponto  v,  onde  a x b.  (Veja  a Figura  2.  Pense  em  f atiar  S com 
uma  faca  por  meio  de  x e calcular  a area  dessa  fatia.)  A area  da  seccao  transversal  Tlx) 
varia  quando  x aumenta  de  a ate  b. 


(a)  Cilindro 
V = Ah 


<b)  Cilindro  circular 
V = -nrh 


l 

(c)  Caixa  retangular 
V ~ Iwh 


FIGURA  2 
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Vamos  djviclir  S em  n fatias  de  larguras  iguais  a Ax  usando  os  pianos  Py,.  P,  . . . . pan 
fatiar  o solklo.  (Pense  em  fatiar  um  filao  de  pao.)  Se  escolhermos  os  pontos  de  amostrager 
xf  em  j.v, .... ,,  x,] . poderemos  aproximar  a /-esima  fatia  5,  (a  parte  de  S que  esta  emre  of 
pianos  P j e Px.)  por  um  cilindro  com  area  de  base  A (a*)  e “altura”  Aa.  (Veja  a Figura  3.' 


( j / / / \ 


! ' vr 

! /' 


FIGURA  3 


i ///  "•/  • 

' / / / / / / 


WP 


•A  O'  A 


" '4  v 


a = xn  x,  x2  x. 


-is  xb  x7  b 


O volume  desse  cilindro  e A{xf)  Ax , assim  uma  aproximapao  para  a nossa  conceppar 
intuitiva  de  volume  da  /-esima  fatia  S,  e 

V(Si)  ~ A(xf  ) Ax 

Adicionando  os  volumes  dessas  fatias,  obtemos  uma  aproximapao  para  o volume  tota 
(isto  e,  o que  pensamos  intuitivamente  como  volume): 

V~i,MxT)£ix 


□ Pode-se  provar  que  essa  definipac*  e 
independente  de  como  5 se  situa  com 
relapac  ao  eixo  x.  Ou  seja,  nao  imports 
como  fatiamos  5 com  pianos  paraieios. 
sempre  teremos  o mesmo  results  do 
para  V. 


Essa  aproximacao  parece  melhorar  quando  n — > <».  (Pense  nas  fatias  tomando-se  cada  ve: 
mais  finas.)  Port  an  to,  definimos  o volume  como  o limite  dessas  somas  quando  n --*•  OG.  Ma: 
reconhecemos  o limite  da  soma  de  Riemann  como  a integral  defmida,  e dessa  forma  temo: 
a seguinte  defmicao. 

| Befinigio  de  Volume  Seja  S um  solido  que  esta  entre  x — at  x ~ b.  Se  a area  da 

| seccao  transversal  de  S no  piano  Px,  passando  por  x e perpendicular  ao  eixo  a,  e 

A (a),  onde  A e uma  fun^ao  contfnua,  entao  o volume  de  S e 


V — lim  2 A{xf)  Ax  — j A(x)  dx 


X w 
r / < • \ 

> y : V I %\ 


FiGURA  4 


Quando  usamos  a formula  de  volume  V — f*  .4(a)  dx  e importante  lembrar  que  A (a)  ( 
a area  de  uma  seccao  transversal  rnovel  obtida  pelo  fatiamento  passando  por  x perpendi 
cular  ao  eixo  a. 

Observe  que,  para  urn  cilindro,  a area  da  seccao  transversal  e conslante:  A(x)  — A pan 
todo  a.  Assim  da  nossa  definicao  de  volume  results  que  V — f^A  dx  = A(b  - a);  e isso  fic; 
de  acordo  com  a formula  V ~ Ah. 

EXEIVIPIO  f □ Mostre  que  o volume  de  uma  esfera  de  raio  r e 


SOLUQAO:  Se  colocarmos  a esfera  de  maneira  que  o seu  centro  esteja  na  origem  (veja  a 
Figura  4),  entao  o piano  P,  intercepts  a esfera  em  um  cfrculo  cujo  raio  (pelo  Teorema 
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(a)  Usando  5 discos,  V"  =»  4,2726 

F1GURA  5 Aproximagao  do  volume 
de  uma  esfera  de  raio  1 


4 ” 

r 

X" 

f . r \ 

r\x  — 

o 

[r  ~ “) 

0 

de  Pitagoras)  e v ~ vd'  - x~.  Assim  a area  da  seccao  transversal  e 

,Ux)  = rrv-  — 7r(r2  ■■■■  v) 

Usando  a definicao  de  volume  com  a — —reb  = r,  temos 
V—  j A{x)dxz=  j n {r~  — A'2)  dx 

— 2 it  j (/■■'-  x~)dx  (O  integrajK 

— 277 

4 

— rrr  p 

A Figura  5 ilustra  a definigao  de  volume  quando  o solido  e uma  esfera  corn  raio 
r ~\.  Pelo  resultado  do  Exemplo  1 , sabemos  que  o volume  da  esfera  e 3 rr  ~ 4-1 8879.  Aqui 
as  fatias  sao  cilindros  circulares  (discos),  e as  tres  partes  da  Figura  5 mostram  as  interpre- 
tagoes  geometricas  das  somas  de  Riemann 

n n 

2 A{Xj)  Ax  — 2 rr(  i2  - x,2)  Ax 

f- 1 (“i 

quando  n — 5,  10,  e 20-  se  escolbermos  os  pontos  de  amostragem  xf  como  os  pontos 
medios  x,-.  Note  que  quando  aumentamos  o numero  de  cilindros  de  aproximagao,  a corres- 
pondente  soma  de  Riemann  toma-se  mais  proxima  do  volume  verdadeiro. 


(b)  Utilizando  10  discos,  V « 4,2097  (c)  Usando  20  discos,  V- 4,1940 


EXEMPLO  2 Encontre  o volume  do  solido  obtido  pela  rotagao  ao  redor  do  eixo  x da 
regiao  sob  a curva  v = Vx  de  0 ate  1 . Ilustre  a definigao  de  volume  esbogando  urn  cilin- 
dro  tfpico  de  aproximagao. 

S0LUCA0  A regiao  e exposta  na  Figura  6(a).  Se  fizermos  a rotacao  ao  redor  do  eixo  x, 
obteremos  o solido  mostrado  na  Figura  6(b).  Quando  fatiamos  atraves  do  ponto  x,  obte- 
mos  urn  disco  com  raio  Vx  . A area  dessa  seccao  transversal  e 

A(x)  y2  = rrf  Vx  )2  — irx 

e o volume  do  eilindro  de  aproximagao  (urn  disco  com  espessura  Ax)  e 

A(x)  Ax  = ttx  Ax 
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! obtivemos  uma  resposta  razoavel  no  O solido  esta  entre  .v  0 e x . 1 . assim.  o seu  volume  e 
i'ExempIo  2?  Conferindo  o nosso 


trabalho,  vamos  trocar  a regiao  dada 
isp.  p0r  urn  quadrado  de  base  [0.1]  e altura 
§§§  }.  Se  fizermos  a rotaqao  desse 

quadrado,  obteremos  um  cilmdro  com 
raio  1,  altura  1 e volume  rr  ■ i;  - ! = 

,;V  calcuiamos  que  o solido  dado  tem 
rnetade  desse  volume.  Isso  parece 
estar  certo. 


V — j 1 A{x)  dx  = | 1 rrx  dx  — it  - 


FIGURA  6 


EXE^PLO  3 d Encontre  o volume  do  solido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  limitada  por 
v = x3,  y = 8 e x — 0 ao  redor  do  eixo  >\ 

SOLUQAO  A regiao  e mostrada  na  Figura  7(a)  e o solido  resultante  e mostrado  na  Figura 
7(b).  Como  a regiao  e girada  ao  redor  do  eixo  y,  faz  sentido  fatiar  o solido  perpendicu- 
larmente  ao  eixo  y e,  portanto,  integrar  em  relapao  a v.  Se  fatiarmos  a uma  altura  y, 
obteremos  um  disco  circular  com  raio  x,  onde  x — yfy  . Entao  a area  da  se^ao  transver- 
sal atraves  de  y e 

W 

e o volume  do  cilindro  de  aproxima^ao  mostrado  na  Figura  7(b)  e 

A(y)  Ay  — Try"-  Ay 

Como  o solido  esta  entre  y — 0 e y = 8,  seu  volume  e 

rs  n ....  . r i 9671 


V ~ A(  v)  dv 
Jo 


7 ry  ■ dy  — 7r[|y 


FIGURA  7 
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FIGURA  8 


F1GURA  9 


fcXfcfiffipLU  4 A regiao  "d\.  limitada  pelas  curvas  v = r e v = ,r:.  e sirada  ao  redor  do 
eixo  x.  Encontre  o volume  do  solido  resultante. 

SOLUCAO  As  curvas  v = .v  e y = .r  se  interceptam  nos  pontos  (0.  0)  e ( i . j).  A regiao 
entre  esses  pontos,  o solido  de  rotacao  e a seccao  transversal  perpendicular  ao  eixo  x sao 
mostrados  na  Figura  8.  A seccao  transversal  no  piano  P,  tem  o formato  de  itma  arnieUi 
(urn  anel  anuJar)  com  raio  interno  v2  e raio  exteroo  v.  portanto  calculamos  a area  da 
seccao  transversal  subtraindo  a area  do  cfrculo  interno  da  area  do  cfrculo  externo: 


(a)  (b)  (c) 

EXEMPLO  5 □ Encontre  o volume  do  solido  obtido  pela  rotapao  da  regiao  do  Exemplo  4 
ao  redor  da  reta  y ~ 2. 

SOLUCAO  O solido  e a seccao  transversal  sao  mostrados  na  Figura  9.  Novamente  a seccao 
transversal  e uma  arruela,  mas  dessa  vez  o raio  interno  e 2 — x e o raio  externo  e 2 — x2. 
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A-  area  de  seccao  transversal  e 


A(x)  ~ ni2-  x2Y  - m'  2 - xf 


e assim  o volume  de  S e 


V — ' A (a*)  dx 

Jo 

= 77  ['  [(2  - A-3)2  - (2  - A")3 ] dx 

— 7T  I 1 (a4  — 5at  r 4a)  dx 
Jo 

X5  -3  3 +4  2 J0~  15 

Os  solidos  nos  Exemplos  1-5  sao  todos  ehamados  solidos  de  revoluyao,  porque  sa* 
obtidos  pela  rotayao  de  uma  regiao  ao  redor  de  um  eixo.  Em  geral,  calculamos  o volume  d' 
um  solido  de  revoluyao  usando  a formula  basica  da  definiyao 


V — A(x)  dx  ou  V = j J A(y)  dy 
Jo  Jc 


e encontramos  a area  da  seccao  transversal  A(.x)  ou  A(v)  por  uma  das  seguintes  maneiras 

* Se  a secyao  transversal  e um  disco  (como  nos  Exemplos  1—3).  encontramos  o 
raio  do  disco  (em  termos  de  x ou  y)  e usamos 

A = tt  (raio)2 

« Se  a secyao  transversal  e uma  arruela  (como  nos  Exemplos  4 e 5),  encontramos 
o raio  intemo  r-m  e o raio  extemo  rex  a partir  de  um  esboco  (como  nas  Figuras  9 
e 10),  e calculamos  a area  da  arruela  subtraindo  a area  do  disco  intemo  da  area 
do  disco  extemo: 

A = tt  (raio  externo)3  — it  (raio  interno)2 


FIGURA  10 


O proximo  exemplo  da  uma  ilustracao  adicional  ao  procedimento. 

EXER/1PLG  6 □ Encontre  o volume  do  solido  obtido  pela  rotayao  da  regiao  no  Exemplo  4 
ao  redor  da  reta  x = — 1 . 


SOLUQAO  A Figura  ! i mostra  uraa  seccao  transversal  horizontal.  E uma  arruela  com  rai< 
intemo  1 + y e raio  extenio  1 + %/y;  assim,  a area  de  segao  transversal  e 

A(y)  = T r (raio  externo)2  - tx  (raio  intemo)2 


O volume  e 


'tt  ( 1 + v )” 


^ — I My)dy  — tt  [{l  + v_v)-'  -(1+  y)2\dy 


= 7T  | 5 (2  y'v  ~ V - y2)dv 
J o'  ' ' 


FIGURA  12 

Grafico  gerado  por  computador 
a partir  do  solido  descrito  no 
Exemplo  .7 


FIGURA  11 

Agora  encontraremos  os  volumes  de  tres  solidos  que  nao  sao  de  revolugao. 

EXEfvlPtO  7 :::  A Figura  12  mostra  um  solido  com  base  circular  de  raio  1 . As  secedes 
transversals  paralelas  perpendiculares  a base  sao  triangulos  eqtiilateros.  Encontre  o 
volume  do  solido. 

SOLUQAO  Consideremos  o ctrculo  como  jr  + y2  = 1.0  solido,  sua  base  e uma  seccao 
transversal  tipica  a uma  distaneia  x da  origem  sao  mostrados  na  Figura  13. 


FIGURA  13 


(a)  Solido 


(b)  Sua  base 


(c)  Secgao  transversal 
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Como  B esta  no  circulo.  temos  y = x1 , e assim  a base  do  triangulo  ABC  e 
| AB  | — 2 VI  “ a:2.  Como  o triangulo  e equilatero.  vemos  pda  Figura  13(c)  que  a altura 

e yj3y  = V3~ -J7-7.  A area  da  seccao  transversal  e , portanto, 

A{x)  = 5 * 2 VI  - • V 3 v 


/3  V 1 x2 


V3  (1  - x2) 


e o volume  do  solido  e 


V — | 5 A(x)  dx  = | ’ y/3  (1  — x2)dx 
— 2 | v'3  ( 1 ~ x2)  dx  = 2 V3  J^x  — 


Jo 


4V3 

3 


EXEMPLO  8 □ Encontre  o volume  de  uma  piramide  de  base  quadrada  com  lado  L e cuja 
altura  e h. 

SOLUQAO  Colocamos  a origem  O no  vertice  da  piramide  e o eixo  x ao  longo  do  seu  eixo 
central,  como  na  Figura  14.  Qualquer  piano  Px  que  passa  por  .tee  perpendicular  ao 
eixo  x intercepta  a piramide  em  um  quadrado  com  o lado  de  comprimento  5.  Podemos 
expressar  s em  termos  de  x observando  que,  para  os  triangulos  similares  na  Figura  15. 

x __  s/2  __  s 

h ~ TJi  ~ I 


de  forma  que  s — Lx/h.  [Outro  metodo  e observar  que  a reta  OP  tern  uma  inclinagao  L/(2h 
e desse  modo  a sua  equacao  e v = Lxi(2h).]  Portanto,  a area  da  seccao  transversal  e 

A(x)  - V - ^rx2 


FIGURA  14  FIGURA  15 

A piramide  esta  entre  x = 0 e x — h ; assim  o seu  volume  e 

rh  rh  L 

V — A{x)dx~  — r xA  dx 

Jo  Jo  h 

- 

~~  h2  3 


FIGURA  16 


NOTA  o Mao  precisamos  colocar  o vertice  da  piramide  na  origem  no  Exemplo  8.  Nos 
fizemos  meramente  para  tornar  as  equagoes  simples.  Se,  em  vez  disso,  tivessemos  cop 
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FIGURA  17 


cado  o centre  da  base  na  origem  e o Venice  no  eixo  y positive,  corno  na  Figura  16.  voce 
poderia  verificar  que  terfamos  obtido  a integral 

i (h  - yfdy  = 

-■o  h ~ 3 

IX  EM  FLO  9 □ lima  cunha  e cortada  de  urn  cilindro  circular  de  raio  4 por  dois  pianos. 

L m piano  e perpendicular  ao  eixo  do  cilindro.  ()  outro  intercepta  o prirneiro  com  urn 
angulo  de  30-graus  ao  longo  de  um  diametro  do  cilindro.  Encontre  o volume  da  cunha. 

SOLUCAO  Se  colocarmos  o eixo  x ao  longo  do  diametro  onde  os  pianos  se  encontrarn. 
entao  a base  do  solido  e um  semicirculo  com  a equayao  yl6  -x2,  —4  x «£  4.  Uma 
seccao  transversal  perpendicular  ao  eixo  x a uma  distancia  x da  origem  e um  triangulo 
ABC,  como  mostrado  na  Figura  17,  cuja  base  e yuT-  / e cuja  altura  e 
| BC\  — y tg  301  = v 16  — x2/y'3.  Portanto  a area  da  seccao  transversal  e 


A(x)  — i V 1 6 ™ x2  • v'  1 6 
v 3 

16  — x2 


2J3 


e o volume  e 


2v/3 


1 (16  — x2)  t/x  = -4 

i 

1 

v; 

VC 

! 

■'<>  V3 

L 3 J 

128 


3 v'3 

Para  outro  metodo,  veja  o Exercicio  62. 


Exercicios 


1-18  Encontre  o volume  do  solido  obtido  pela  rota^ao  da 
regiao  limitada  pelas  curvas  dadas  em  torno  dos  eixos 
especificados.  Esboce  a regiao,  o solido  e um  disco  tfpico  ou 
arruela. 

1.  y ~ ,r.  x = 1,  y = 0;  ao  redor  do  eixo  x 

2.  y “ r,  y “ 0,  x — 0,  x\=  1;  ao  redor  do  eixo  x 

3.  y = l/x,  x — 1,  x = 2,  y ~ 0;  ao  redor  do  eixo  x 

4.  v = x/x  -Li  = 2.  i = 5,  y = 0;  ao  redor  do  eixo  x 

5.  y — :r,  0 x 2,  v — 4,  x — ();  ao  redor  do  eixo  y 

6.  x ~ y - y2,  x = 0;  ao  redor  do  eixo  y 

7.  v = x%  y2  = x;  ao  redor  do  eixo  x 

8.  y = sec  x,  y = 1 , x — - 1 , x — 1;  ao  redor  do  eixo  x 


9.  v3 


lx;  ao  redor  do  eixo  v 


10.  v = xM,  x — 1,  y = ();  ao  redor  do  eixo  y 

11.  y = x,  y — x/x;  ao  redor  dey  — 1 

12.  y — x\  y = 4;  ao  redor  de  y = 4 

13.  y = x'1,  y — 1;  ao  redor  de  y = 2 

14.  y — \/x,  y = 0,  x = 1 , x — 3;  ao  redor  de  y “ - 

15.  x ~ y2,  x — 1 ; ao  redor  de  x — i 

16.  y = x,  y — x/x;  ao  redor  de  x = 2 

17.  y ~ x2,  x = y2;  ao  redor  de  x — - 1 

18.  y ~ X,  y ~ 0,  x = 2,  x = 4;  ao  redor  de  x — 1 
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19-30  Veja  a figura  e encontre  o volume  gerado  peSa  rotacao  da 
ao  redor  da  reta  dada. 

E ? ; , Vi 


j y-fx/' 
! ai,  / 


:^i  5(1,  1} 


( ■ 3’ 

19. 

O 

91 1 ao  redor  de  OA 

20. 

A(  1 . 0)  X 
rft,\  ao  redor  de  OC 

21. 

$1]  ao  redor  de  AS 

22. 

vk\  ao  redor  de  BC 

23. 

g/ft>  ao  redor  de  OA 

24. 

ao  redor  de  OC 

25. 

•ft:  ao  redor  de  AB 

26. 

0^2  ao  redor  de  BC 

27. 

ao  redor  de  OA 

28. 

9U  ao  redor  de  OC 

29. 

9t3  ao  redor  de  AB 

30. 

'■'ft. , ao  redor  de  BC 

31-36  Escreva,  mas  nao  calcule,  uma  integral  para  o volume  do 
solido  obtido  pela  rotayao  da  regiao  limitada  pdas  curvas  dadas  e 
ao  redor  das  retas  especificadas. 

31.  v - tg3  x,  v = 1 , x = 0;  ao  redor  do  eixo  v 1 

32.  v — ix  - 2)\  8-v  - y 16;  ao  redor  do  eixo  x — 10 

33.  y — 0,  v — sen  x , 0 *£  .r  =£  ao  redor  de  y - 1 

34.  y = 0,  y = sen  x,  0 -R  x *£  tt:  ao  redor  de  v = -2 

35.  x2  - y~  — 1.  x = 3;  ao  redor  de  x = -2 

36.  2x  + 3y  = 6,  ( v — l)2  — 4 ~ x;  ao  redor  de  x ~ "5 


transversals  espacadas  por  1 5 cm.  O ijeado  tern  15  cm  de  com- 
primento  e as  areas  das  secedes  transversals,  em  centimetres 
quadrados,  sao  0.  18. 58.  79. 94,  106. 117.  1 28, 63,  39  e 0.  Use  a 
Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar  o volume  do  ffgado. 

46.  Um  tronco  de  10  in  de  comprimento  e cortado  a intervales  de 
1 in  e as  suas  areas  de  seccao  transversal  A (a  uma  distaneia  a: 
do  fun  do  tronco)  estao  listadas  na  tabela.  Use  a Regra  do 
Ponto  Medio  com  n — 5 para  estimar  o volume  do  tronco. 


47-59  G Encontre  o volume  do  solido  S descrito. 

47.  Uni  cone  circular  reto  com  altura  ft  e raio  da  base  r. 

48.  Um  tronco  de  cone  circular  reto  de  altura  ft,  raio  da  base  infe- 
rior R e raio  de  base  superior  r. 


^ 37-38  Use  um  gralico  para  encontrar  os  valores  aproximados 
das  coordenadas  x dos  pontos  de  intersecao  das  curvas  dadas. 
Entao  encontre  (aproximadamente)  o volume  do  solido  obtido  pela 
rotacao  ao  redor  do  eixo  x da  regiao  limitada  por  essas  curvas. 

37.  y ~ v2,  y = ln(.v  + 1) 

38.  y — 3 senUv2 ).  y = exU  + e~2x 


49.  Uma  calota  de  uma  esfera  de  raio  r e altura  ft. 


39-40  G Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  calcular  o 
volume  exato  do  solido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  delimitada 
pelas  curvas  dadas  em  tomo  da  reta  especificada. 

39.  y = sen2  x,  y — 0, 0 *£  x < it:  em  tomo  de  y — -1 

40.  v — x,  v — .ve1"'1'2;  em  tomo  de  y — 3 

41-44  □ Cada  integral  representa  o volume  de  um  solido.  Descreva 
o solido. 


41.  tt  "cos 2xdx 
Jo 

43.  tt  j (y4  — y*)dy 


42.  tt  j y dy 

44.  t t j [(.I  + cosy)3  --  1 ] dx 


45.  Uma  tomogralia  computadorizada  produz  vistas  de  sec$oes 

transversais  iguaimente  espacadas  de  um  orgao  humano,  as  quais 
proveem  inlormacoes  sobre  esse  orgao  que  de  outra  maneira  so 
seriam  obtidas  por  cirurgia.  Suponha  que  uma  tomografia 
computadorizada  de  um  ffgado  humano  mostre  seefoes 


50.  Um  tronco  de  piramide  com  base  quadrada  de  lado  ft,  topo 
quadratic  de  lado  a e altura  ft. 


O que  acontece  s e a - ft?  O que  acontece  se  a — 0? 

51.  Uma  piramide  de  altura  ft  e base  retangular  de  lados  ft  e 2 ft. 
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52. 


53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 


60. 


61. 


62. 


Uma  piramide  com  altura'  h e base  triangular  eqiiilatera  coin 
lado  a (um  tetraedro). 


Um  tetraedro  com  tres  faces  mutuamente  perpendiculares  e 
tres  arestas  mutuamente  perpendiculares  com  comprimemos  de 
3 cm.  4 cm  e 5 cm. 

A base  de  S e um  disco  circular  de  raio  r.  As  seccoes 
transversais  paraielas.  perpendiculares  a base,  sao  quadradas. 

A base  de  5 e uma  regiao  eliptica  Iimitada  pela  curva 

9xz  + 4yJ  — 36.  As  seegoes  transversais  perpendiculares  ao  eixo 

x sao  triangulos  isosceles  retos  com  hipotennsa  na  base. 

A base  de  S e uma  regiao  parabolica  {(x.y)  \x2  y as  1}.  As 
seegoes  transversais  perpendiculares  ao  eixo  y sao  triangulos 
eqtiilateros. 

S tem  a mesma  base  do  Exercicio  56,  mas  as  seegoes 
transversais  perpendiculares  ao  eixo  y sao  quadradas. 

A base  de  5 e uma  regiao  triangular  com  os  vertices  (0, 0), 

(3, 0)  e (0, 2).  As  seegoes  transversais  perpendiculares  ao  eixo 
y sao  semicrrculos. 

S tem  a mesma  base  do  Exercicio  58,  mas  as  seegoes 
transversais  perpendiculares  ao  eixo  y sao  triangulos  isosceles 
com  altura  igual  a base. 


A base  de  S e um  disco  circular  com  raio  r.  As  seegoes 
transversais  paraielas,  perpendiculares  a base,  sao  triangulos 
isosceles  de  altura  h e lados  desiguais  na  base. 

(a)  Escreva  uma  integral  para  o volume  de  S. 

(b)  Interpretando  a integral  como  uma  area,  encontre 
o volume  de  S. 

(a)  Escreva  uma  integral  para  um  toro  solido  (o  solido  com 
formato  de  rosquinha  da  figura)  com  raios  r e R. 

(b)  Interpretando  a integral  como  uma  area,  encontre  o volume 
do  toro. 


Resolva  o Exemplo  9 tomando  seegoes  transversais  paraielas  a 
reta  de  intersegao  dos  dois  pianos. 


S3,  (a)  O Principle  de  Cavalieri  afirnia  que  se  uma  famflia  de 
pianos  paralelos  produzem  areas  de  seccao  transversal 
ieuais  para  dois  solidos  S x e S2.  entao  os  volumes  de  S,  e 
■Si  sao  iguais.  Prove  esse  prinetpio. 

(b)  Use  o Principal  de  Cavalieri  para  encontrar  o volume  do 
cilindro  oblfquo  mostrado  na  figura. 


64,  Ache  o volume  comum  aos  dois  cilindros,  cada  qual  com  raio 
r,  se  os  eixos  dos  cilindros  se  interceptam  em  angulos  retos. 


65.  Encontre  o volume  comum  a duas  esferas,  cada  qual  com  raio 
r,  se  o centro  de  cada  esfera  esta  na  superficie  da  outra  esfera. 

66.  Uma  tigela  tem  o formato  de  um  hemisferio  com  diametro  de 
30  cm.  Uma  bola  com  diametro  de  10  cm  e colocada  dentro  da 
tigela  e,  depots  despeja-se  agua  ate  uma  profundidade  de  h 
centimetros.  Encontre  o volume  de  agua  na  tigela. 

67.  Um  buraco  de  raio  r e perfurado  atraves  de  um  cilindro  de  raio 
R > r a angulos  retos  em  relagao  ao  eixo  do  cilindro.  Escreva, 
mas  nao  calcule,  uma  integral  para  o volume  cortado. 

68.  Um  buraco  de  raio  r e perfurado  atraves  do  centro  de  uma 
esfera  de  raio  R > r.  Encontre  o volume  da  porgao 
remanescente  da  esfera. 

69.  Alguns  dos  pioneiros  do  Calculo,  como  Kepler  e Newton, 
foram  inspirados  pelo  problema  de  encontrar  os  volumes  de 
bams  de  vinho.  (De  fato,  Kepler  publicou  em  1715 
Stereometria  doliorum , um  livro  dedicado  aos  metodos  para 
encontrar  os  volumes  de  barris.)  Eles  freqiientemente 
aproximavam  o fonnato  dos  lados  por  parabolas. 

(a)  Um  barril  coni  altura  h e raio  maximo  R e constrmdo  pela 
rotagao  ao  redor  do  eixo  x da  parabola  y — R --  ex’. 

— h/2  x hj 2,  onde  c e uma  constante  positiva.  Mostre 

que  o raio  de  cada  extremo  do  barril  e r ~ R — d,  onde 
d — ch2/4. 

(b)  Mostre  que  o volume  intemo  do  barril  e 

V = } trh{2R2  + r2  - f d2) 
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70.  Suponha  que  a regiao  tk  tern  area  A e esta  acima  do  eixo  x. 
Quando  l3i  e girado  ao  redor  do  eixo  x,  eie  varre  um  solido 
com  volume  V, . Quando  01  e girado  ao  redor  da  reta  y=  -k 


(onde  k e um  numero  positivo).  ele  varre  um  solido  com  vo- 
lume V2.  Expresse  V2  em  termos  de  Vi , k e A. 


FIGURA  1 


Calculo  de  Volumes  por  Cascas  Cilindricas 

Alguns  problemas  de  volume  sao  muito  dificeis  de  lidar  pelos  metodos  das  se^oes  ani 
riores.  Por  exemplo,  vamos  considerar  o problems  de  encontrar  o volume  de  um  soli 
obtido  pela  rota^ao  ao  redor  do  eixo  y pela  regiao  limitada  por  y - 2x2  - r e y = 0 (v« 
a Figura  1).  Se  a fatiarmos  perpendicularm^pte  ao  eixo  >\  obteremos  uma  arruela.  M 
para  caleularmos  os  raios  interno  e externo  da  arruela,  teriamos  de  resolver  a equa$ 
eubica  y — 2a*2  — x3para  x em  termos  de  v;  isto  nao  e facil. 

Felizmente  existe  um  metodo,  chamado  Metodo  das  Cascas  Cilindricas,  que  e m; 
facil  de  usar  em  casos  como  esse.  A Figura  2 mostra  uma  casca  cilmdrica  de  raio  inter 
ru  raio  externo  r2  e altura  h.  O seu  volume  V e calculado  pela  subtra^ao  do  volume  V) 
cilindro  interno  do  volume  V2  do  cilindro  extenio: 

V = V2  - Vi 

— rrr\h  — Tir]h  ~ 7r{rl  ~ ri)h 
~ t r(r2  + ri)(r2  — r^)h 
= 27 h(r2  ~~  r?) 

Se  fizermos  Ar  = r2  — r\  (a  espessura  da  casca)  e r = |(r2  + r f ) (o  raio  medio  da  case 
entao  a formula  para  o volume  de  uma  casca  cilmdrica  se  toma 


V — 2irrh  Ar 


FIGURA  2 


e pode  ser  memorizada  como 

V — [circunferencia]  [altura]  [espessura] 

Agora  considere  S como  o solido  obtido  pela  rotasao  ao  redor  do  eixo  y da  regiao 
limitada  por  y — f(x)  [onde  f(x)  3*  0],  y = 0,  x — a e x — b,  onde  b > a ^ 0.  (Veja  a 
Figura  3.) 

Dividimos  o intervalo  [a,  b]  em  n subintervalos  [*.  _ r jcJ  de  mesma  largura  Ax  e cons 
deramos  x,  o ponto  medio  do  i-esimo  subintervalo.  Se  o retangulo  com  base  [x,  _ ,r  xj  e 


FIGURA  3 


y j 

y ~ fix) 

! 

x 

\ 

N 

0 

a b x 

<■ — 

v = Ax) 
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_ altura  /(.V,)  e girado  ao  redor  do  eixo  y,  entao  o resuitado  c urna  casca  cihndrica  com  raio 

met! !°  Jr;,  altura  /(;*•.)  e cspcssura  A.v  (vcja  a Figura  4).  Assim.  pda  Formula  1 seu  volume  e 


x ■ .. . 


\ \ b 

X)  Jtj 


V,  --  ( 2 7TX, ) [ / { A',  ) j A.V 

- Portant0’  uma  aproximacao  para  0 volume  V de  S e dada  pela  soma  dos  volumes  dessas 


cascas: 


v ~ 2 Vi  - 2 2-.vi/(.r,)  A.v 


Of' 


FIGURA  4 


>'»  /(*)  Essa  aProximacao  torna-se  melhor  quando  n — oc.  Mas,  pela  definieao  de  integral  sabe 
rnos  que 

bin  2 2 7rXj j(xj)  A.v  ~ ) 2 7rxf(x)dx 
b x Entao,  o seguinte  pareee  plausivel: 


FIGURA 


ij  O volume  do  solido  na  Figure  3,  obtido  pela  rotacao  ao  redor  do  eixo  y da 
regiao  sob  a curva  y f{x)  de  a ate  b e 

V — | 2 ux fix)  dx  onde  0 ^ a < b 


Usando  o argumento  das  cascas  cilfndricas,  a Formula  2 pareee  razoavel,  porem  inais 
tarde  seremos  capazes  de  prova-la  (veja  o Exercfcio  65  na  Secao  7.1). 

A melhor  maneira  para  se  lembrar  da  Formula  2 e pensar  ern  uma  casca  tfpica,  cortada 

e achatada  coino  na  Figura  5,  com  raio  x,  circunferencia  2 70;,  altura  f(x)  e espessura  A v 
ou  dx: 

| (27 rx)  \J{x)\  dx 


fix) 


fix) 

A.v 


Esse  tipo  de  argumento  sera  util  em  outras  situates,  tais  coino  quando  giramos  ao 
redor  de  outras  retas  alem  do  eixo  y. 

> Ache  0 volume  do  solido  obtido  pela  rotagao  ao  redor  do  eixo  y da  regiao 
limitada  por  y = 2xz  - x3  e y ~ 0. 

SOLUQAO:^  Do  esboyo  da  Figura  6 vemos  que  uma  casca  tfpica  tem  raio  x, 
circunferencia  2nx  e altura /(.v)  = 2x2  — x\  Entao,  pelo  metodo  das  cascas,  o volume  e 


wp 

I 


m 


'Wm 


m 


i 
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V — | {27r.v)(2.v:  - x')dx  2 — j ~ (2x3  — x‘\)  dx 

- 2tt[|a'4  - \x^  = 2 -(8  - f)  = f 7T 

Pode-se  verificar  que  o metodo  das  cascas  da  a mestna  resposta  que  o metodo 
das  fadas. 


FlGURA  6 


r;  A Figura  7 mostra  o grafico  gerado 
pelo  computador  do  solido  do  qua! 
calculamos  o volume  no  Exemplo  1 . 


\ • 


! 


FIGURA  7 


y = x4 


altura  da 


NOTA  n Comparando  a solugao  do  Exempio  1 com  as  observacoes  no  comego  dest 
segao,  vemos  que  o metodo  das  cascas  eilmdricas  e muito  mais  facil  que  o metodo  d; 
arruelas  para  esse  problema.  Nao  ti  vemos  de  encontrar  as  coordenadas  de  maximo  local 
nao  tivemos  de  resolver  a equagao  da  curva  para  x em  termos  de  y.  Contudo,  em  outre 
exemplos,  os  metodos  da  segao  anterior  podem  ser  mais  facets: 

EXEMPLO  2 ; Ache  o volume  de  urn  solido  obtido  pela  rotacao  ao  redor  do  eixo  y da 
regiao  entre  y = x e y =■  jc. 

SOLUQAO  A regiao  e uma  casca  tfpica  sao  mostradas  na  Figura  8.  Vemos  que  a casca  ter 
raio  jc,  eircunferencia  2irx  e altura  x — x2.  Entao  o volume  e 


V = (2ttx)(x 
Jo 


FIGURA  S 


altura  da  casca 


(a  2 — jt~)  dx 


Como  o exemplo  a seguir  mostra,  o metodo  da  casca  funciona  bem  tambem  quanc 
giramos  ao  redor  do  eixo  x.  Simplesmente,  temos  de  desenhar  um  diagrama  para  ident 
hear  o raio  e a altura  da  casca. 

EXEMPLO  3 Use  cascas  eilmdricas  para  encontrar  o volume  do  solido  obtido  pela 
rotacao  ao  redor  do  eixo  x da  regiao  sob  a curva  y = Jx  de  0 a 1 . 

SOLUQAO  Esse  problema  foi  resolvido  usando-se  os  discos  no  Exemplo  2 da  Segao  6.2. 
Para  usar  as  cascas  escrevemos  y - Jx  (na  figura  naquele  exemplo)  como  x = y2  na 
Figura  9.  Pela  rotagao  ao  redor  do  eixo  x,  vemos  que  uma  casca  tipica  tem  raio  y, 
eircunferencia  2 Try  e altura  1 — y2.  Entao  o volume  e 

V — i (2iry)(l  — y ) dy  — 2r>  | (y  — V ‘ ) dy 


FIGURA  9 


Neste  exemplo  o metodo  do  disco  foi  mais  simples 
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EXEMPLO  4 :::: 

y — x — x2  e v 


Encontre  o volume  do  soiido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  lirnitada 
- 0 ao  redor  da  reta  x — 2. 


por 


SOLUQAQ  A Figura  10  mostra  a regiao  e a casca  cili'ndrica  formada  pela  rotacao  ao  redor 
da  reta  x ~ 2.  Esta  tent  raio  2 - x,  circunferencia  27r(2  - x)  e aitura  x ~~  x2. 

O volume  do  soiido  e 


V — | 27r(2  ~ x)(x  — x2 )dx  ~ 2tt  ixJ  — 3x2  + 2 x)dx 
■'O  ai 


X'  + x"  — — 

n 2 


1.  Seja  S o soiido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  mostrada  na 
figura  ao  redor  do  eixo  y.  Explique  por  que  e inconveniente 
fatiar  para  obter  o volume  V de  5.  Esboce  uma  casca  tfpica  de 
aproxima5ao.  Qual  e a circunferencia  e a aitura?  Use  cascas 
para  encontrar  o volume  V. 


y! 


2.  Seja  S o soiido  obtido  pela  rota9ao  da  regiao  mostrada  na 
figura  ao  redor  do  eixo  y.  Esboce  uma  casca  cilmdrica  tfpica,  e 
encontre  sua  circunferencia  e aitura.  Use  cascas  para  encontrar 


o volume  de  S.  Voce  acha  que  esse  metodo  e preferivel  ao 
fatiamento?  Explique. 

3-7  Li  Use  o metodo  das  cascas  cilfndricas  para  achar  o volume 
gerado  pela  rotagao  ao  redor  do  eixo  y da  regiao  lirnitada  pelas 
curvas  dadas.  Esboce  a regiao  e a casca  tipica. 

3.  v = llx,  y = 0,  x — 1,  x ~ 2 

4.  v ~ x3,  y = 0,  x — 1 

5.  y ~ e-*\  y = 0,  x — 0,  x — 1 

6.  y 3 + 2x  — x5,  x + y = 3. 

7.  y - 4(x  - 2)%  y = x2  - 4x  + 7 

8.  Seja  V o volume  de  urn  soiido  obtido  pela  rotacao  ao  redor  do 
eixo  y da  regiao  lirnitada  por  y ~ Vx  e y — xz.  Encontre  V 
pelos  metodos  de  fatiamento  e cascas  cilfndricas.  Em  ambos  os 
casos  desenhe  um  diagrama  para  explicar  seu  metodo. 

9-14  j Use  o metodo  das  cascas  cilfndricas  para  encontrar  o 
volume  do  soiido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  lirnitada  pelas 
curvas  dadas  ao  redor  do  eixo  x.  Esboce  a regiao  e a casca  tfpica. 

9.  x = 1 -f  y\  x = 0,  y — 1 , y ~ 2 

10.  x = x - 0,  y - 1 


i 


jjjf,  y ~ x\  v — 8,  x — 0 

12.  x = 4yr  - v\  -x  = 0 

13.  y — 4,r , 2x  + y = 6 

14.  x + y = 3,  x = 4 - (y  - 1 )2 

15-20  Use  o metodo  das  cascas  cilfndricas  para  achar  o volume 
serado  pela  rotacao  da  regiao  lirnitada  pelas  eurvas  dadas  ao  redor 
dos  eixos  especificados.  Esboce  a regiao  e urna  casca  tfpica. 

15.  y ~ x % y = 0,  x = 1 , x = 2:  ao  redor  de  x — 1 

16.  y — x3,  y — 0.  x — -2.  x = -1;  ao  redor  do  eixo  y 

17.  y ~ x\  y = 0.  x = 1 , x = 2;  ao  redor  de  x ~ 4 

18.  y = 4x  - x2.  y — Sx  - 2x2;  ao  redor  de  x — -2 
19  y — v'  v - 1 . y — 0,  x — 5;  ao  redor  de  v = 3 

20.  y ~ x2,  x — yJ;  ao  redor  de  y — - 1 

21-26  □ Escreva,  mas  nao  calcule.  uma  integral  para  o volume  de 
uni  solido  obtido  pcla  rotacao  da  regiao  lirnitada  peias  eurvas  dadas 
ao  redor  dos  eixos  especificados. 

21.  y = In  x,  y = 0,  x — 2;  ao  redor  do  eixo  y 

22.  y ==  x,  v = Ax- x2;  ao  redo  de  x = 7 

23.  y = x4,  v = sen(TTx/2);  ao  redor  de  x — — 1 

24.  y = 1/(1  +X2),  y — 0,  x — 0,  x — 2;  ao  redor  de  x — 2 

25.  x = V sen  y,  0 =£  y =£  tt,  x = 0;  ao  redor  de  y — 4 

26.  x2  - y2  = 7,  x — 4;  ao  redor  de  y = 5 

27.  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 4 para  estimar  o 
volume  obtido  pela  rotacao  ao  redor  do  eixo  y da  regiao  sob  a 
curva  y — tg  x,  0 ^ x ^ 7r/4. 

28.  Se  a regiao  na  figura  gira  ao  redor  do  eixo  y para  formar  um 
sdlido.  use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 5 para  estimar  o 
volume  do  solido. 
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28-32  Cada  integral  representa  o volume  de  um  solido.  Descreva 


o solido. 

29.  f live' dx 

30.  2nf  :: dy 

Jo 

*'°  1 + yd 

31.  f 2ti(3~  y)(l-  }r  )dy 

32.  1 2k{k  - x)(cos  x ~ sen  x)dx 

I 33-34  D Use  urn  grafico  para  estimar  as  coordenadas  x dos  pontos 
de  interse^ao  das  eurvas  dadas.  Entao  use  essa  informacao  para 
estimar  o volume  do  solido  obtido  pela  rotacao  ao  redor  do  eixo  y 
da  regiao  lirnitada  por  essas  eurvas. 

33.  y = 0,  y ~ x + x2  - x'  34.  y — x4,  y = 3x  - x3 

35—36  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  achar  o 
volume  exato  do  solido  obtido  pela  rotagao  da  regiao  delimitada 
pelas  eurvas  dadas  em  tomo  da  reta  especihcada. 

35.  y — sen2  x,  y — sen4  x,  0 ^ x ^ n;  ao  redor  de  x — tt/2. 

36.  y — x’  sen  x,  y = 0, 0 tt;  ao  redor  de  x = -1 . 

37  -42  □ A regiao  lirnitada  pelas  eurvas  dadas  e girada  ao  redor  dos 
eixos  especificados.  Ache  o volume  do  solido  resultante  por 
qualquer  metodo. 

37.  y = x2  + x - 2,  y — 0;  ao  redor  do  eixo  x 

38.  y ~ x2  - 3.x  + 2,  y = 0;  ao  redor  do  eixo  y 

33.  y — 5,  y — x + (4/x);  ao  redor  de  x — — 1 

40.  x ~ 1 - y\  x — 0:  ao  redor  de  x ~ 2 

41.  x2  + (v  - l)2  ==  1;  ao  redor  do  eixo  y 

42.  x2  + (y  - 1 )2  — 1 ; ao  redor  do  eixo  x 

43-45  □ Use  cascas  cilmdricas  para  encontrar  o volume  do  solido. 

43.  Uma  esfera  de  raio  r. 

44.  O tore  do  Exercfcio  61  da  Se5ao  6.2. 

45.  Um  cone  circular  reto  de  altura  h e base  com  raio  r. 

46.  Suponha  que  voce  fa?a  aneis  para  guardanapos  perfurando 
buracos  com  diferentes  diametros  atraves  de  duas  boias  de 
madeira  (as  quais  tambem  tern  diferentes  diametros).  Voce 
descobre  que  ambos  os  aneis  de  guardanapo  tem  a mesma 
altura  h,  como  mostrado  na  figura. 

(a)  Qual  anel  tem  mais  madeira? 

(b)  Verifique  o item  (a).  Use  cascas  cilfndricas  para  calcular  o 
volume  de  um  anel  de  guardanapo  criado  pela  perfuracao 
de  um  buraco  com  raio  r atraves  do  centro  de  uma  esfera 
de  raio  R e expresse  a resposta  em  termos  de  h. 
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Trabalho 


O termo  trabalho  e usado  na  linguagem  cotidiana  significando  a quantidade  dc  csforco 
necessaria  para  executar  uma  tarefa.  Na  Ffsica  ess  a pa  lavra  tern  um  signiiieado  leenieo 
que  dependc  do  conceito  d eforga.  Intuitivamente,  voce  pocie  pensar  na  forca  quo  descreve 
o empurrar  on  o puxar  de  um  objeto  — por  exempio.  uni  empuirao  horizontal  em  uni  livro 
sohre  uma  mesa  ou  a acao  da  gravidade  terrestre  sobre  uma  bola.  Em  geral,  se  um  objeto 
se  move  ao  longo  de  uma  linha  reta  com  funcao  de  deslocamento  s{t),  entao  a forca  /-'no 
objeto  (na  mesma  direcao)  e definida  pela  Segunda  Lei  de  Newton  do  Movimenlo  como 
o produto  de  sua  massa  m pela  sua  aceleracao: 


¥ — m - 


No  Sistema  Metrieo  International  (SI),  a massa  e medida  em  quilogramas  (kg),  o deslo- 
camento em  metros  (m).  o tempo  em  segundos  (s)  e a forca  em  newtons  (N  ~ Kg-m/s2). 
Entao.  uma  forca  de  I N atuando  em  uma  massa  de  I kg  produz  uma  aceleracao  de  1 m/s2. 
No  sistema  fundamental  norte-americano.  a unidade  de  forca  escolhida  e a libra. 

No  caso  de  aceleracao  constante.  a forca  F tambem  e constante,  e o trabalho  feito  e 
definido  pelo  produto  da  forca  F pela  distancia  d que  o objeto  se  move: 


W = Fd 


trabalho  = forca  x distancia 


Se  F e medida  em  newtons  e d.  em  metros,  entao  a unidade  para  \V  e o newton-metro,  a 
qua!  e chamada  joule  (J).  Se  F e medida  em  libras  (lb)  e d em  pes  (pe),  entao  a unidade 
de  trabalho  e a libra-pe  (ib-pe),  a qua!  e cerca  de  1 ,36  J. 

EX  EM  P LG  1 

(a)  Quanto  trabalho  e feito  quando  se  levanta  um  livro  de  1 .2  kg  do  chao  ate  uma  carteira 
de  altura  0,7  m?  Use  o fato  de  que  a aceleracao  da  gravidade  e g — 9,8  m/s2. 

(b)  Quanto  trabalho  e feito  levantando-se  um  peso  de  20  lb  a uma  altura  de  6 pes  do  chao? 

S0LUQA0 

(a)  A forca  exercida  e igual  e oposta  a forca  exercitla  pela  gravidade,  entao  da  Equacao  1 
temos 

F ~ mg  = (1 ,2)(9,8)  - 11,76  N 
e a Equacao  2 nos  da  o trabalho  executado  como 

W=  Fd  = (1 1 ,76)(0,7)  ~ 8.2  J 

(b)  Aqui  a forca  dada  e F ~ 20  lb;  portanto  o trabalho  feito  e 

W - Fd  = 20  * 6 - 120  lb-pe 

Note  que  na  parte  (b).  ao  contrario  da  parte  (a),  nao  tivemos  de  multiplicar  por  g, 
porque  o dado  era  o peso  (o  qual  e forca)  e nao  a massa  do  objeto. 

A Equacao  2 define  trabalho  desde  que  a forca  seja  constante.  Mas  o que  acontece  se  a 
forca  e variavel?  Suponha  que  o objeto  se  mova  ao  longo  do  eixo  x na  direcao  positiva  de 
x — a ate  x ~ b,  e em  cada  ponto  x entre  a e b uma  forca  f(x)  atua  no  objeto.  onde  ft  uma 
funcao  contfnua.  JDividirnos  o intervalo  fa,  b]  em  n subinten/alos  com  o extremo  x0, x} , .... 
e larguras  iguais  a A.v.  Escolhemos  o ponto  de  amostragem  xf  no  f-esimo  subintervalo 
f-9-i-.v,].  Entao  a forca  naquele  ponto  e f(xf).  Se  n e grande,  entao  Ax  e pequeno,  e como/  e 
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superfTcie  q 
seni  atrito 


(b)  Posi^ao  esticada  da  mola 


FIGURA  1 Lei  de  Hooke 


FIGURA  2 
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contfnua,  os  vatores  de/nao  variant  muito  ao  tango  do  intervalo  xf].  Em  outras 
palavras./e  praticamente  constants  no  intervalo  e entao  o trabalho  Wf  que  e executado  no 
movimento  da  partfcula  de  x<_  s a x,  e dado  aproximadamente  pela  Equacao  2: 

~ f(xp  Av 

Entao  podemos  aproximar  o trabalho  total  por 

m tv  = i/(,v?)A.x 

Parece  que  a aproximacao  torna-se  cada  vez  melhor  qnando  n e grande.  Portanto  defini- 
mos  o trabalho  feito  no  movimento  de  um  objeto  de  a a b como  o limite  dessa  quanti- 
dade  quando  n — > Como  o lado  direito  de  (3)  e uma  soma  de  Riemann,  reconhecemos 
seu  limite  como  uma  integral  defmida  e entao 


in  I W—  lim  ^/(xf)Ax  — j fix)  dx 

| n-*'*  2a  l 

EXEMPLO  2 Quando  uma  partfcula  esta  localizada  a uma  distancia  de  x pes  da 
origem,  uma  forca  de  x2  + 2x  lb  age  sobre  ela.  Quanto  trabalho  e realizado  movendo-a 
de  x — la  x — 3? 

SOLUgAO  W = I " (x2  + 2x)  dx  - ~~  + -V2 

J i 


O trabalho  feito  e de  165  lb-pe. 

No  proximo  exemplo  usaremos  uma  lei  da  Ffsica:  a Lei  de  Hooke  estabelece  que  a 
forca  necessaria  para  manter  uma  mola  esticada  x unidades  alem  do  seu  comprimento  na- 
tural e proporcional  a x: 

fix)  ~ kx 

onde  k e uma  constante  positiva  (chamada  constante  elastiea).  A Lei  de  Hooke  vale  desde 
que  x nao  seja  muito  grande  (veja  a Figura  1). 


EXEMPLO  3 i:  lima  for$a  de  40  N e necessaria  para  manter  uma  mola  esticada  do  seu 
comprimento  natural  de  10  cm  para  um  comprimento  de  15  cm.  Quanto  trabalho  e feito 
esticando-se  a mola  de  15  cm  para  18  cm? 


S0LUQA0  De  acordo  com  a Lei  de  Hooke,  a forca  necessaria  para  manter  uma  mola  esticadr 
x metros  alern  do  seu  comprimento  natural  e f(x)  — kx.  Quando  a mola  e esticada  de  10  cn 
para  15  cm,  a quantidade  esticada  e 5 cm  = 0,05  m.  Isto  significa  que /(0,05)  = 40,  assim: 

0,05  k = 40  k = S = 800 

Entao,  fix)  = 800x,  e o trabalho  realizado  para  esticar  a mola  de  15  cm  para  18  cm  e 


= 4(X)|(0,08)2  - (0,05)2]  = 1,56  J 


EXEMPLO  & Um  cabo  de  200  ib  tern  KX)  pes  de  comprimento  e esta  pendurado  sobre  a bord< 
de  um  edificio  alto.  Qual  o trabalho  necessario  para  puxar  o cabo  para  o topo  do  edificio? 

S01UCA0  Aqui  nao  temos  uma  formula  para  a funqao  forca,  mas  podemos  usar  um 
argumento  semelhante  ao  que  nos  levou  a Defmiyao  4. 

Vamos  posicionar  a origem  no  topo  do  edificio  e o eixo  x apontando  positivamente  part 
baixo,  como  na  Figura  2.  Dividimos  o cabo  era  pequenos  pedaqos  iguais  de  comprimento  Ax 
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:: Se  tlvessemos  coiocado  a origem  na 
extremidade  do  cabo  e o eixo  x 
apontando  positivamente  para  cima, 
tertamos  obtido 
JOO 

W=f  2(300  - x)dx 
que  nos  da  a mesma  resposta. 


4 m — *\ 


10  in 


FtGURA  3 
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V — | 
\ 


10 
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Sc  x't  e um  panto  no  /-esimo  intervalo.  entao  todos  os  pontos  nesse  intervalo  sao  Icados  por 
aproximadamente  a mesma  quantidade,  a saber  m . O cabo  pcsa  2 !b  por  pe,  logo  o peso  da  i- 
esima  parte  e 2 Ax.  Assim  o trabaiho  realizado  nessa  /-esima  parte,  em  lb-pe.  e 

2 At  x]  = 2x,  Ax 

foiea  distancia 

Teremos  o trabaiho  total  realizado  somando  toas  essas  aproximacoes,  fazendo  o numero  de 
partes  se  tomar  grande  ( Av  — > 0): 


W = Iirn 


A » 

- xi  Ay  - J Ixdx 


10-000  Ib/pe 


V, 


4 TT 

nr?  Ax  — — (10 
25 


xf)2  Ax 


e,  dessa  forma,  sua  massa  e 

m,  — densidade  x volume 


1.000 


47T 

~25 


(10  - xf)2  Ax  - 160tt(10  - xf)2  Ax 


A forqa  necessaria  para  elevar  essa  camada  de  agua  deve  ser  maior  que  a forpa  da  gravi- 
dade,  e assim 

F,  = mg  ~ (9,8)1  60tt(  10  — xf  )2  Ay 

*»  1.570tt(10  - x?)2  Ax 

Cada  particula  na  camada  deve  se  mover  a uma  distancia  de  aproximadamente  xf.  O tra- 
baiho W,  feito  para  elevar  essa  camada  ate  o topo  e aproximadamente  o produto  da  fore  a 
F,  e da  distancia  xf: 

Wi  - Fix?  » 1.570wrf(10  - xf)7  Ax 

Para  encontrar  o trabaiho  total  realizado  para  esvaziar  o tanque,  adicionamos  as 
contribuiqoes  de  cada  uma  das  n camadas  e entao  tomamos  o limite  quando  n 


(V: 


* ^ t ^ JO  ^ 

^ 1 570jtx;  (10-  xs  y Ax  1 .570ju(  1 0 - x)~ 


tlx 


= 1.570jc(^>- 3,4x10°  J 


wm  - 


EMEI^PLO  5 Um  tanque  tern  o formato  de  um  cone  circular  invertido  de  altura  10  m e 
raio  da  base  4 m e esta  cheio  de  agua  ate  uma  altura  de  8 m.  Calcule  o trabaiho  necessario 
para  esvaziar  o tanque  bombeando  toda  a agua  pelo  topo  do  tanque.  (A  densidade  da  agua 
e de  1 .000  kg/m3.) 

S0LUQA0  Vamos  medir  as  profundidades  a partir  do  topo  do  tanque  introduzindo  uma 
coordenada  vertical  como  na  Figura  3.  A agua  se  estende  de  uma  profundidade  de  2 m ate 
uma  profundidade  de  10  me  entao  dividimos  o intervalo  [2,  10)  em  n subintervalos  com 
extremos  .y(>,  Xi, . . . ,xn  e escolhemos  xf  no  /-esimo  subintervalo.  Isso  divide  a agua  em  n 
camadas.  A /-esima  camada  e aproximada  por  um  cilindro  circular  de  raio  r,  e altura  A.y. 
Podemos  calcular  r,  por  similaridade  de  triangulos  usando  a Figura  4,  como  a seguir: 

,n  r‘  r,  = 1(10  - -xf) 

10  — Xj  10 

Entao  uma  aproximayao  para  o volume  da  /-esima  camada  de  agua  e 


188! 


■K1 


1 

, JO 

, 20x?  Y4]10 

= 1 .57071  j ( 100*  - 20 Jp  + x ) dx^  1 .570ji 

50  x“ + — 

J 2 

3 4 2 

FIGURA  4 
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Exercicios 


t.  Calcule  o trabalho  feito  para  cmpurrar  um  carro  dc  8 m 
cxercendo  uina  forga  constante  de  900  N. 

2.  Quanto  trabalho  e feito  por  um  Jevantador  de  pesos  ao  levantar 
uma  barra  de  60  kg  do  solo  ate  uma  altura  de  2 m? 

3.  Uma  particula  e movida  ao  longo  do  eixo.t  por  uma  forca  que  mede 
10/(  1 4-  .v)2  lb  em  um  ponto  x pes  da  origem.  Calcule  o trabalho 
realizado  ao  mover  a particula  da  origem  ate  a distancia  de  9 pes. 

4.  Quando  uma  particula  esta  local  izada  a lima  distancia  de  ;c 
metros  da  origem,  uma  forca  de  cosf ttx/3)  newtons  atua  sobre 
ela.  Quanto  trabalho  e feito  ao  mover  a particula  de  x 1 ate 
x = 2?  Interprete  a sua  resposta  considerando  o trabalho  feito 
de  x — 1 a x ~ 1 ,5  e de  x ~ 1,5  a x = 2, 

5.  A figura  a seguir  mostra  o graft co  de  uma  fungao  forca  (em 
newtons)  que  cresce  ate  seu  maximo  valor  e depots  permanece 
constante.  Quanto  trabalho  e realizado  pela  forca  ao  mover  um 
objeto  a uma  distancia  de  8 m? 


A labela  a seguir  mostra  valores  de  uma  fungao  forca  f ix) , 
onde  x e medido  em  metros  e/(jc).  em  newtons.  Use  a Regra 
do  Ponto  Medio  para  estimar  o trabalho  realizado  pela  forca 


ao  mover  um  objeto  dc 

x — 4 ate  x = 20. 

V 

A 

6 

8 

10 

; 2 14 

16 

18 

2() 

fix) 

5 

> v 

7 0 

a. 8 

9.6  | 8.2 

6 i 

5.2 

4 , l 

7.  Uma  forga  de  10  lb  e necessaria  para  manter  uma  mola 
esticada  4 pel  alem  do  seu  comprimento  natural.  Quanto 
trabalho  e realizado  para  estica-la  do  seu  comprimento  natural 
ate  6 pol  alem  do  seu  tamanho  natural? 

8.  Uma  mola  tem  o comprimento  natural  de  20  cm.  Se  uma  forga  de 
25  N e necessaria  para  mante-la  esticada  a um  comprimento  de  30 
cm,  qua]  o trabalho  necessario  para  estica-la  de  20  cm  a 25  cm? 

9.  Suponha  que  um  trabalho  de  2 J seja  necessario  para  estiear  uma 
mola  de  seu  comprimento  natural  de  30  cm  para  42  cm.  Quanto 
trabalho  e necessario  para  estica-la  de  35  cm  para  40  cm? 

10.  Se  o trabalho  necessario  para  estiear  uma  mola  1 pe  alem  do  seu 
comprimento  natural  e de  12  lb-pe,  qua!  o trabalho  necessario 
para  estica-la  9 pol  alem  do  seu  comprimento  natural? 

11.  Qual  a distancia  alem  de  seu  comprimento  natural  que  uma 
forga  de  30  N consegue  manter  esticada  a mola  do  Exercfcio  9? 

12.  Se  um  trabalho  de  6 J e necessario  para  estiear  uma  mola  de  10  cm 
para  12  cm  e um  trabalho  de  10  J e necessario  para  estica-la  de 
12  cm  para  14  cm,  qual  e o comprimento  natural  da  mola? 

1 3—20  ::  Mostre  como  aproximar  o trabalho  requerido  por  uma 

soma  de  Riemann.  Em  seguida,  expresse  o trabalho  como  uma 

integral  e calcule-a. 


13.  Uma  corda  de  50  pes  de  comprimento  pesa  0,5  lb/pe  e esta 
pendurada  sobre  a borda  de  um  edificio  com  120  pes  de  altura. 

(a)  Qual  o trabalho  necessario  p;sra  puxar  a corda  ate  o topo  do  edificio? 

(b)  Qual  o trabalho  necessario  para  puxar  metade  da  corda  do  edificio? 

14.  Uma  corrente  que  se  encontra  sobre  um  piso  tem  10  m de 
comprimento  e sua  rriassa  e de  80  kg.  Quanto  trabalho  e necessario 
para  erguer  uma  de  suas  extremidades  a uma  altura  de  6 m? 

15.  Um  cabo  que  pesa  2 lb/pe  e usado  para  erguer  800  lb  de  carvao 
por  um  poco  de  mina  de  500  pes  de  profundidade.  Encontre  o 
trabalho  realizado. 

16.  Um  balde  que  pesa  4 lb  e uma  corda  de  massa  desprezivel  sao 
usados  para  tirar  agua  de  um  poco  com  80  pes  de 
profundidade.  O balde  comeca  com  40  lb  de  agua  e e puxado  a 
uma  velocidade  de  2 pes/s.  mas  a agua  vaza  por  um  buraco  no 
balde  a uma  taxa  de  0,2  lb/s.  Encontre  o trabalho  realizado 
para  puxar  o balde  ate  o topo  do  poco. 

17.  Um  balde,  furado,  de  10  kg  e levantado  do  chao  ate  uma  altura 
de  12  m,  com  velocidade  constante,  com  a ajuda  de  uma  corda 
qua  pesa  0,8  kg/m.  Inicialmente  o balde  contem  36  kg  de  agua, 
mas  a agua  vaza  a uma  taxa  constante  e o balde  acaba  ficando 
vazio  justamente  quando  ele  atinge  os  12  m de  altura.  Quanto 
trabalho  foi  realizado? 

18.  Uma  corrente  de  10  pes  pesa  25  lb  e esta  pendurada  em  um 
teto.  Encontre  o trabalho  necessario  para  levantar  a 
extremidade  inferior  da  corrente  ate  o teto  de  modo  que  ela  se 
junte  com  a extremidade  superior. 

19.  Um  aquario  de  2 m de  comprimento,  1 m de  largura  e 1 not  de 
profundidade  esta  cheio  de  agua,  Encontre  o trabalho  necessario 
para  bombear  metade  da  agua  fora  do  aquario.  (Use  o fato  de 
que  a densidade  da  agua  e de  1 .000  kg/m'.) 

20.  Uma  piscina  circular  tem  um  diametro  de  24  pes,  os  lados  tem  5 
pes  de  altura  e a profundidade  da  agua  e de  4 pes.  Quanto 
trabalho  e necessario  para  bombear  toda  a agua  pelo  lado  da 
piscina?  (Use  o fato  de  que  a densidade  da  agua  e de  623  lb/pe-- .) 

Vi  Um  tanque  esta  cheio  de  agua.  Encontre  o trabalho 

necessario  para  bombear  a agua  pela  saida.  Nos  Exercicios  23  e 24 

use  a densidade  da  agua  iguai  a 623  lb/pe3. 

21.  b 3 m H 22. 


b~ ■ 4 pes-~3 


pi,£:fr 


\„ 

semicirculo 


hemisferio 


GAiCULO 


:diiora  Thomson 


£3.  Suponha  que  para  o tanque  do  Exercfcio  21  a bomba  tenha 
. quebrado  apos  ter  sido  feito  o trabalho  de  4 .7  X HP  j.  Qua!  a 
profubdidade  da  agua  que  permaneceu  no  tanque? 

26.  Resol va  o Exercfcio  22  se  o tanque  estiver  com  a metade  de 
oleo,  que  tern  densidade  de  920  kg/nr'. 

27.  Quando  um  gas  se  expande  etn  um  cilindro  de  raio  r.  a press ao 
a um  dado  momento  e tima  funcao  do  volume:  P — P(V).  A 
forca  exercida  pelo  gas  no  pistao  (veja  a ligura)  e o produto  da 
press  ao  pela  area:  F — nr'P.  Mostre  que  o trabalho  feito  pelo 
gas  quando  o volume  expande  de  C para  V-2  e 

w — f PdV 

Jv, 

cabeca  do  cilindro 


28.  Em  unia  maquina  a vapor  a pressao  P e o volume  V de  vapor 
satisfazem  a equacao  PV'  A = k,  onde  k e uma  constante.  (Isso 


i j ..  , , . , xmm 

t verciaoe  para  uma  expansao  adtabattca,  que  e uma  expans^P 
onde  nao  ocorre  a transference  de  calor  entre  o cilindro  e a sua  ^ % 
\ i/.inhanca.)  Use  0 Exercfcio  27  para  calcular  o trabalho 
pelo  motor  em  urn  cicio  quando  0 vapor  comeca  a uma  pressao  ’ 
de  160  Ib/poE  e um  volume  de  100  pol3  e se  expande  ate  ura  ir| 
volume  de  800  pol'.  ?S§. 

29.  A Lei  de  Newton  da  Gravitacao  Universal  afirma  que  dots  corpos 
com  massas  mx  e m2  atraem  um  ao  outro  com  uma  forca  de  v 


onde  ;■  e a distancia  entre  os  corpos  eGe  a constante 
gravitational . Se  um  dos  corpos  e (ixo.  encontrc  0 trabalho 
necessario  para  mover  o outro  corpo  de  r ~ a para  r --  b. 

30.  Use  a Lei  de  Newton  da  Gravitacao  Universal  para  calcular  0 
trabalho  necessario  para  lanqar  verticalmente  um  satelite  de 
1000  kg  a uma  orbita  de  1 .000  km  de  altura.  Voce  pode 
super  que  a massa  da  Terra  e 5,98  X 10 24  kg  e esta 
concert  trada  no  seu  centre.  Use  o raio  da  Terra  iguai  a 
637  X HU  me  G ~ 6,67  x 10" n N-mykg2. 


o»5  Valor  Medio  de  uma  Funcao 


E facil  calcular  o valor  medio  de  uma  quantidade  finita  de  mimeros  vi,  y. 


>i  + >’2  + * * • + y„ 


\ | T 
? * nwd 

> 

A t 


Mas  como  calcular  a temperatura  media  durante  o dia  se  infinitas  leituras  de  temperatura 
sao  possiveis?  A Ligura  1 inostra  o graftco  de  uma  funcao  temperatura  Tit),  onde  t 6 
medido  em  horas;  7 , em  C;  e 7m(sd  e uma  estimativa  para  a temperatura  media. 

Em  geral  tentamos  calcular  o valor  medio  da  funcao  v = f(x),  a x *£  b.  Comecamos 
dividindo  o intervalo  [a.b]  em  n subintervalos  iguais,  cada  qua!  com  comprimento 
A.r  (b  — a)/n.  Entao  escolhemos  pontos  x ? , . , . , x*  em  sucessivos  subintervalos  e cal- 
culamos  a media  dos  numeros  fix? ) , . . . , fix*): 

fix?)  + - ~ • + f(x?) 

n 

(Por  exemplo,  se  f representa  a funcao  temperatura  e n = 24,  isso  signs lica  que  temos 
tomadas  de  temperatura  a cada  hora  e entao  calculamos  a media.)  Como" Ax  = (b  - a)/ru 
podemos  escrever  n = (b  — a)/ Ax.  e o valor  medio  toma-se 

fix f)  4-  - • • + f{x*)  1 

— rz  “ T If(xf)  Aa-  + •-.-  + fix*)  lx] 


- 2 fix?)  Ax 

b - a f_, 

Se  n aumenta,  podemos  calcular  o valor  medio  de  urn  grande  niimero  de  valores  isual- 
mente  espacados.  (Por  exemplo,  podenamos  calcular  a media  de  medicoes  de  temperatura 
tomadas  a cada  minuto  ou  ate  a cada  segundo.)  O valor  limite  e 


1 fix?)  lx 


’ .fix)  dx 


pela  defmicao  de  integral  definida. 

Portanto  definimos  o valor  medio  de/no  intervalo  [a.  b)  como 
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Voc&  sempre  pode  cortar  o topo  de 
uma  montsnha  (bidimensional)  a uma 
certa  altura  e usa-lo  para  preencher  os 
vales  de  tal  maneira  que  a montanha 
se  tome  completamente  plana. 


,U  = T—-~\".nx)dx 

b — a ? 

Encontre  o valor  medio  da  funcao  fix)  ~ i + A-3  no  intervalo  [-1.2]. 
SOLUQAQ  Com  a = — 1 e b — 2,  temos 

fmiii  — t j ./ (-*)  dx  — , . | (1  + x2)  dx 

1 [ *1  2 = ? 

"3L  3 J-I  ” " C 

A seguinte  questao  surge:  existe  urn  numero  c no  qual  o valor  da  funcao  / e exatamentt 
iguai  ao  valor  medio  da  funcao.  isto  e.  /(c)  - /»!?  O seguinte  teorema  mostra  que  isso  £ 
verdade  para  uma  funcao  contfnua. 


numero  c em  [a,  b\  tal  que 


? Se  / e contfnua  em  [a,  b],  entao  existe  um 


h fix)  dx  — f(c)(b  - a) 


O Teorema  do  Valor  Medio  para  as  Integrals  e uma  conseqiiencia  do  Teorema  do  Valor  Medit 
para  as  derivadas  e do  Teorema  Fundamental  do  Calculo.  A prova  e descrita  no  Exercfcio  23. 

A interpretagao  geometrica  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  as  Integrals  e que,  para  a: 
funcoes  positivas  /,  existe  um  numero  c tal  que  o retangulo  de  base  [a,  b ] e altura  f(c)  ten 
a mesma  area  que  a regiao  sob  o grafico  de  / de  a a b.  (Veja  a Figura  2 e uma  interpre 
tacao  mais  pictorica  na  nota  da  margem.) 

>'4 

v = fx) 


!./<<  ) »/„*» 


FIGURA  3 


:IGURA  2 I 

Como  fix)  — 1 + x2  e contfnua  no  intervalo  [-1, 2],  o Teorema  do  Valor 
Medio  para  as  Integrals  diz  que  existe  um  numero  c em  [-1 , 2]  tal  que 

(1  + x2)dx  = f(c)[ 2 - (-1)] 

Nesse  caso  especffico,  podemos  calcular  c explicitamente.  Do  Exempio  1 sabemos  que 
— 2-  entao  o valor  de  c satisfaz 

f(c)  = 2 


Portanto  I + c2  = 2 e assim  c*  = 1 

Dessa  forma,  nesse  caso,  existem  dois  numeros  c — ± 1 no  intervalo  [-1 , 2]  que  satis- 
fazem  o Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals. 

Os  Exemplos  1 e 2 estao  ilustrados  na  Figura  3. 

;■  x S Mostre  que  a velocidade  media  de  um  earro  em  um  intervalo  de  tempo 
[A,  if]  e a mesma  que  a media  de  suas  velocidades  durante  a viagem. 

SOLUgAO  Se  s(t)  e o deslocamento  do  carro  no  intervalo  de  tempo  t,  entao,  per  definite 
a velocidade  media  do  carro  no  intervalo  e 


CALCUIQ 


Editera  Tfeomson 


A.s  s{t2)  ~ sit]) 

A/  h — /, 

For  outro  lado,  o valor  da  funcao  velocidade  no  intervalo  e 

1 rh  , , j c,: 

V Sr, id  ~ ‘ , V{t)  dt  = s’ it)  dt 

h - 1 1 A r2  - u Jh 

= — - — UU2  ) - V/,  )J  inr-  oh;  \ 


s(t2 ) - .v(/, ) 


velocidade  media 


Exercicios 


Encontre  o valor  medio  da  funcao  no  intervalo  dado. 

1.  fix)  - ,r\  [-1,1] 

2.  fix)  = 1/A.  [1,4] 

3.  r/(x)  = cos  .x,  [0,  7t/2] 

4.  g(x)  = x2yl  1 + JT3,  [0,2] 

5.  /(/)  « r<r'\  [o.  5] 

6.  /(0)  - sec  0 tg  0,  [0,  tt/4] 

7.  /Hv)  = cos4.v  senx,  [0, 77] 

8.  /Hr)  =*  3/(1  + r)2,  [1,6] 

(a)  Encontre  o valor  medio  de / no  intervalo  dado. 

(b)  Encontre  c tal  que  /m«< j ~ f(c). 

(c)  Esboce  o grafico  de/e  um  retangulo  cuja  area  e a mesma  que  a 
area  sob  o grafico  de/. 

9.  /(,*)  = <* -3)/  [2,5] 

10-  /<*)=  VI,  [0,4] 

11.  /(.r)  = 2 sen  a - sen  At,  [0, jt] 

12.  /(*)  = 2jc/(1  + x2)\  [0,2] 

13.  Se  / e continua  e ]?/(*)  dx  — 8.  mostre  que  / assume  o valor 
4 pelo  menos  uma  vez  no  intervalo  [1 . 3|. 

14.  Encontre  os  valores  de  b tais  que  o valor  medio  de 
fix)  — 2 + 6x  - 3.x2  no  intervalo  [0,  b\  € igual  a 3. 

15.  A tabela  da  valores  de  uma  funcao  continua.  Use  a Regra  do 
Ponto  Medio  para  estimar  o valor  medio  de/em  [20, 50]. 


16.  O grafico  da  velocidade  de  um  carro  acelerado  esta  mostrado  a seguir. 

(a)  De  uma  estimativa  da  velocidade  media  do  carro  nos  12 
primeiros  segundos. 

(b)  Em  que  instante  a velocidade  instantanea  foi  igual  a 
velocidade  media? 


17.  Em  uma  certa  cidade  a temperatura  (em  °F)  / horas  depois  das 
9 horas  foi  aproximada  pela  funcao 

TTl 

Til)  = 50  + 14  sen  — 

12 

Calcule  a temperatura  media  durante  o perfodo  entre  9 h e 21  h. 

18.  Se  uma  xfcara  de  cafe  tern  uma  temperatura  de  95  °C  em  uma 
sala  cuja  temperatura  ambiente  e de  20  °C,  de  acordo  corn  a 
Lei  do  Resfriamento  de  Newton,  a temperatura  do  cafe  apcis  1 
minutos  sera 

Tit)  - 20  + 15e’m 

Qtial  e temperatura  media  do  cafe  durante  a primeira  meia  bora? 

19.  A densidade  linear  de  um  bastao  de  8 m de  comprimento  e 
12/ V'-v  + J kg/m,  onde  x e medido  em  metros  da  ponta  do 
bastao.  Encontre  a densidade "m^dia  do  bastao. 

20.  Se  um  corpo  em  queda  livre  parte  do  repouso,  entao  o seu 

deslocamento  e dado  por  s = - Seja  a velocidade  apos  um 

tempo  T igual  a vr.  Mostre  que,  se  calcularmos  a media  das 
velocidade s em  relacao  a t,  obteremos  vm6d  = \vT,  mas  se 
calcularmos  a media  das  velocidades  em  relacao  a s,  teremos 

t-Xned™  3 l’ I "■ 

21.  Use  o resultado  do  Exercfcio  77  na  Se^ao  5,5  para  calcular  o 
volume  medio  de  ar  inalado  pelos  pulmoes  em  urn  ciclo 
respiratorio. 

22.  A velocidade  v do  sangue  que  circula  em  uma  veia  com  raio  R 
e comprimento  / a uma  distancia  r do  eixo  central  e 

vir)  = •—  (R2  - r2) 

4 T]l 

onde  Pea  diferenca  de  pressao  entre  as  extremidades  da  veia  e r;  e 
a viseosidade  do  sangue  (veja  o Exemplo  7 da  Secfto  3.3).  Encontre 
a velocidade  media  (em  relacao  a r)  no  intervalo  0 r R. 
Compare  a velocidade  media  com  a velocidade  maxima. 

23.  Prove  o Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals  usando  o Teo~ 
rema  do  Valor  Medio  para  derivadas  (veja  a Sefao  4.2)  para  a 
funcao  Fix)  = ^ fit)  dt. 

24-  Se/m.d[a,  b\  denota  o valor  medio  de/no  intervalo  [a,  b]  e 
a < c < b,  mostre  que 


f«*A  ^3  = 7 /med  (/T  c]  + b—^-  fmal  [C,  b ] 

0 - a b -a 
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Proleto ' ■ Apl  icado 


SB  Unde  Sentar  nos  Cinemas 


Uma  sala  de  cinema  tern  uma  tela  que  esta  posicionada  a 10  pes  acima  do  chao  e tem  25  pes  de 
altura.  A primeira  liieira  de  poltronas  esta  colocada  a 9 pes  da  tela  e as  fiieiras  estao  separadas 
por  3 pes.  O chao  da  area  com  assentos  esta  inclinado  a um  angulo  de«  = 20°  acima  da  linha 
horizontal  e a distancia  da  linha  inclinada  ate  o seu  assento  ex.  A sala  tem  21  fiieiras  de 
poltronas,  portanto  0 a i A 60.  Suponha  que  voce  decide  que  o melhor  lugar  para  sentar  e a 
liieira  onde  o angulo  9 formado  entre  a tela  e os  seus  olhos  e o maximo.  Admita  que  os  seus 
olhos  estao  a 4 pes  acima  do  solo,  como  mostrado  na  figura.  (No  Exercicio  58  da  Se<jao  4.7, 
vimos  uma  versao  mais  simples  desse  problema,  onde  o solo  e horizontal,  mas  esse  projeto 
envolve  uma  situaqao  mais  complicada  e requer  tecnologia.) 


1.  Mostre  que 


0 = arccos 


a2  + bc  — 625 


onde 


lab 

a2  - (9  + x cos  ct)2  + (31  ~x  sen  a)2 
e bz  ~ (9  + x cos  a)2  + (x  sen  a - 6)2 

2.  Use  o grafico  de  9 como  uma  fun^ao  de  x para  estimar  o valor  de  x que  maximiza  9.  Em  qua! 
fileira  voce  deve  sentar?  Qual  € o angulo  de  visao  9 nessa  fileira? 

3.  Use  seu  sistema  algebrico  computacional  para  diferenciar  9 e encontrar  um  valor  numerico 
para  a raiz  da  equacao  dd/dx  — ().  Esse  resultado  confirma  a sua  resposta  no  Problema  2? 

4.  Use  o grafico  de  9 para  estimar  o valor  medio  de  9 no  intervalo  0 *£  x 60.  Entao  use  o seu 
CAS  para  computar  o valor  medio.  Compare  com  os  valores  maximo  e minimo  de  9. 


Re  visao 


VERIFICACAO  DE  CONCE1TOS 


(a)  Desenhe  duas  curvas  tipicas  y — f(x)  e v = g(x) , onde 
f(x)  > g(x)  para  a x b.  Mostre  como  aproximar  a 
area  entre  essas  curvas  por  uma  soma  de  Riemann  e 
esboce  os  correspondentes  retangulos  de  aproxima^ao. 
Entao  escreva  uma  aproximaqao  para  a area  exata. 

(b)  Explique  como  a situa<jao  rnuda  se  as  curvas  tem  equa£oes 
x = /(>’)  e x = g(y ),  onde  /( v)  > g(v ) para  c *£  y d. 

Suponha  que  Sueli  fique  a frentc  de  Catia  em  uma  corrida  de 
1 .500  m.  Qual  e o significado  ffsico  da  area  entre  suas  curvas 
de  velocidade  para  osjtnmeiros  minutos  de  corrida? 

(a)  Suponha  que  S e um  solido  com  sec§oes  transversais 

conhecidas.  Explique  como  se  aproxima  o volume  de  S por 
uma  soma  de  Riemann.  Entao  escreva  uma  expressao  para 
o volume  exato. 


(b)  Se  S e um  solido  de  revolu^ao,  como  voce  encontra  as 
areas  das  secqoes  transversais? 

4.  (a)  O que  e volume  de  uma  casca  cilindrica? 

(b)  Explique  como  usar  cascas  cilindricas  para  encontrar  o 
volume  de  um  solido  de  revolu9ao. 

(c)  Por  que  voce  usaria  o metodo  das  cascas  em  vez  do  de 
fatiamento? 

5.  Suponha  que  voce  empurre  um  li  vro  sobre  uma  mesa  de  6 m 
de  comprimento  exercendo  uma  for§a  f(x)  acada  pento  de 
x ~ 0 a x — 6.  O que  Qfix)  dx  representa?  Se  fix)  e medida 
em  newtons,  quais  sao  as  unidades  para  a integral? 

6.  (a)  Qual  e o valor  medio  da  funcao / no  intervalo  [a,  £>j? 

(b)  O que  diz  o Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals?  Qual 
e a sua  interpretacao  geometrical? 


— EXERCICiOS 

1-6  Encontre  a 4rea  da  regiao  limitada  pelas  curvas  dadas.  3.  y = ex  — 1 . y = x2  ~ x,  x — 1 

1.  y = x2  — x ~~  6,  y = 0 4.  x + y = 0,  x — y 2 + 3 y 

2.  y = 20  - x2,  y = x2  - 12  5.  y = senf'rrJc/2),  v — x2  ~ lx 
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8.  y = -\/x , y = x“  , x = 2 

7'~'n  ::  Encontre  o volume  do  soli  do  obtido  pela  rotacao  da  regiao 
Hmitada  pejas  curvas  dadas  ao  redor  dos  eixos  especificados. 

7.  y — 2x,  v — x2;  ao  redor  do  eixo  x 

8.  x = 1 + v2,  y x - 3;  ao  redor  do  eixo  y 

9.  x — 0.  x = 9 - v2;  ao  redor  de  x = -1 

10.  y = x2  + 1,  y — 9 - x3;  ao  redor  de  y = -1 

11.  .r  - y3  - a2,  x - a + ft  (onde  a > 0,  h > 0);  ao  redor  do  eixo  y 


;? : ■!  Monte,  mas  nao  avalie,  tuna  integral  para  o volume  do 

sdlido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  limitada  pelas  curvas  dadas  ao 
redor  dos  eixos  especificados. 

12.  y — cos  .v,  y = 0,  x = 3w/2,  x — 5tt/2:  ao  redor  do  eixo  y 

13.  y — a:3,  v x2;  ao  redor  de  y ~ 1 

14.  y = x y ~ 8,  x = 0;  ao  redor  de  x — 2 

15.  Encontre  os  volumes  dos  solidos  obtidos  pela  rotacao  da  regiao 

limitada  pelas  curvas  y ~ x e y = x2  ao  redor  das  seguintes  retas: 
(a)  O eixo  x (b)  O eixo  y (c)  y ~ 2 

16.  Seja  2ft  a regiao  no  primeiro  quadrante  limitada  pelas  curvas 
y — x3  e y = 2x  — x2.  Calcule  as  seguintes  quantidades: 

(a)  A area  de  2ft. 

(b)  O volume  obtido  pela  rotacao  de  Sft  ao  redor  do  eixo  x. 

(c)  O volume  obtido  pela  rotacao  de  2ft  ao  redor  do  eixo  y.~' 

17.  Seja  31  a regiao  limitada  pelas  curvas  y ~ tg(x2),x  — 1 e 

y — 0.  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n ~ 4 para  estimar  o 
que  se  segue: 

(a)  A area  de  2ft. 

(b)  O volume  obtido  pela  rotacao  de  Sft  ao  redor  do  eixo  x. 

18.  Seja  2ft.  a regiao  limitada  pelas  curvas  y — 1 - x3  e 
v — x6  — x + !.  Estirae  as  seguintes  quantidades: 

(a)  As  coordenadas  no  eixo  x dos  pontos  de  intersecao  das 
curvas. 

(b)  A area  de  31. 

(c)  O volume  gerado  pela  rotacao  de  2ft.  ao  redor  do  eixo  x. 

(d)  O volume  gerado  pela  rotacao  de  9ft  ao  redor  do  eixo  v. 

12  --22  Cada  integral  representa  o volume  de  urn  solido.  Descreva 


o solido. 

r ^ ~ 

19.  2 7T.V  COS  X dx 

Jo 

20.  j 2 77  cos/  dx 

21.  P 2'7rv(4  — V2)  dv 

JO 

22.  f 7t[{2  - x2)2  - (2 
Jo 

23.  A base  de  um  sdlido  e urn  disco  circular  de  raio  3.  Ache  o 
volume  do  sdlido  se  secedes  transversals  paralelas 
perpendicLilares  a base  sao  triangulos  retos  isosceles  com  a 
hipotenusa  estendida  ao  longo  da  base. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 

31. 

32. 


A base  de  um  sdlido  e a regiao  limitada  pelas  parabolas 
v ~ -s-  " e y — 2 — x".  Encontre  o volume  do  sdlido  se  as 
secedes  transversais  perpendiculares  ao  eixo  x sao  quadrados 
com  um  lado  sobre  a base. 

A altura  de  um  monumento  e de  20  m.  Uma  seccao 
transversal  horizontal  a uma  distaneia  de  x metros  do  topo  e 
um  triangulo  equilatero  com  lado  x/4  metros.  Encontre  o 
volume  do  monumento. 

(a)  A base  de  um  sdlido  e um  quadrado  com  vertices  local iza- 
dos  em  ( 1 . 0).  (0.  1),  (-1,0)  e (0,  - 3 ).  Cada  seccao 
transversal  perpendicular  ao  eixox  e um  semicirculo.  Ache 
o volume  do  sdlido. 

(b)  Mostre  que  cortando  o sdlido  da  parte  (a)  podemos 
rearranja-lo  para  format'  um  cone.  Assim.  calcule  seu 
volume  mais  simplesmente. 

Uma  forca  de  30  N e necessaria  para  manter  uma  mol  a 
esticada  do  seu  coinprimento  natural  de  12  cm  a um 
comprimento  de  15  cm.  Quanto  trabalho  e efetuado  ao  esticar  a 
mola  de  12  era  para  20  cm? 

Um  elevador  de  1 .600  ib  e suspenso  por  um  cabo  de  200  pes 
que  pesa  10  !b/pe.  Quanto  trabalho  e necessario  para  suspender 
o elevador  do  porao  para  o terceiro  andar  a uma  distaneia  de 
30  pes? 

Um  tanque  cheio  de  agua  tern  o formate  de  um  paraboldide 
de  revolugao,  como  mostrado  na  figura;  isto  e,  seu  formato  e 
obtido  pela  rotacao  de  uma  parabola  ao  redor  de  um  eixo 
vertical. 

(a)  Se  a sua  altura  e de  4 pes  e o raio  do  topo.  de  4 pes,  ache  o 
trabalho  necessario  para  bombear  a agua  para  fora  do 
tanque. 

(b)  Qual  a profundidade  da  agua  remanescente  no  tanque 
depois  de  um  trabalho  de  4.000  pe-lb? 


Ache  o valor  medio  da  funtjao  /(f)  — / sen(r  ) no  inters  alo  [0,  30]. 

Se  / e uma  funcao  contfnua,  qual  e o limite  quando  h 0 do 

valor  medio  de  / no  intervalo  [x,  x + ft]? 

Seja  Sft,  a regiao  limitada  por  y — x2,  y ~ 0 e x — ft,  onde 

ft  > 0.  Seja  2ft2  a regiao  limitada  por  y = x2,  x — 0 e y — ft2. 

(a)  Existe  algum  valor  de  ft  tal  que  2ft.j  e 9U  tem  a mesma 
area? 

(b)  Existe  algum  valor  de  ft  tal  que  2ft t varre  o mesrno  volume 
quando  girado  ao  redor  do  eixo  x e do  eixo  v? 

(c)  Existe  algum  valor  de  ft  tal  que  2ft i e 2ft2  varrem  o mesmo 
volume  quando  girados  ao  redor  do  eixo  x? 

(d)  Existe  algum  valor  de  ft  tal  que  2fti  e 9ft2  varrem  o mesmo 
volume  quando  girados  ao  redor  do  eixo  y? 


P r o lil  c in  a s 0 ii  e ii  t © s 


v * St  - 21  x’ 


i. 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  3 


1.  (a)  Encontre  um a fungao  contmua  positiva,/,  tal  que  a area  sob  sen  srafico.  de  Cafe 

,4{/)  = r'  para  todo  t > 0. 

(b)  Um  solido  e gerado  pela  rotacao  da  regiao  abaixo  da  curva  v ~ f(X).  ond e/e  uma  funcac 
positiva  e x 2*  0,  em  torno  do  eixo  .v.  0 volume  gerado  pela  parte  da  curva,  de  x = 0 ate 
x — b,  e If,  para  todo  b > 0.  Encontre  a fungao  f. 

Z.  Existe  uma  reta  que  passa  pela  origem  e que  divide  a regiao  iimitada  pela  parabola 

v = x — x2  e o eixo  a-  em  duas  regiOes  de  areas  iguais.  Qual  e a inclinacao  dessa  reta? 

3.  A figura  mostra  uma  reta  horizontal  y = c interceptando  uma  curva  y — 8.r  — 27x3. 

Ache  o numero  c tal  que  as  regioes  sombreadas  sejam  iguais. 

4.  Um  vjdro  cihndrico  de  raio  r e comprimento  L e cheio  com  agtta  e entao  inclinado  ate  que  a 

agua  remanescente  no  vid.ro  cubra  exatamente  a sua  base. 

(a)  Determine  uma  maneira  de  “fat jar'  a agua  em  secedes  transversals  paralelas  retangu lares 
e entao  monte  uma  integral  definida  para  o volume  de  agua  no  vid.ro. 

(b)  Determine  uma  maneira  de  “fatiar"  a agua  em  secedes  transversals  paralelas  que  sao 
trapezios  e entao  monte  uma  integral  definida  para  o volume  de  agua. 

(c)  Encontre  o volume  de  agua  no  vidro  avaliando  uma  das  integrals  na  pane  (a)  ou  (b). 

(d)  Ache  o volume  de  agua  no  vidro  a partir  de  considers  goes  puramente  geoinetricas. 

(e)  Suponha  que  o vidro  e inclinado  ate  que  a agua  cobra  exatamente  a metade  da  base.  Em 
que  direcao  voce  pode  “fatiar”  a agua  em  secedes  transversais  triangulares?  As  secedes 
transversals  retangulares?  As  secedes  transversais,  que  sao  segmentos  de  cireulo? 
Encontre  o volume  de  agua  no  vidro. 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  5 


5.  (a)  Mostre  que  o volume  de  um  segmento  de  altura  h de  uma  esfera  de  raio  r e 

V - | 7th20r  - h) 

(b)  Mostre  que  se  uma  esfera  de  raio  I e fatiada  por  um  piano  a uma  distancia  x do  eentro 
de  maneira  que  o volume  de  um  segmento  e o dobro  do  volume  do  outro  segmento,  entao 
x e uma  solucao  da  equacao 

3x:'  - 9x  + 2 * 0 

onde  0 < x < 1 . Use  o Metodo  de  Newton  para  encontrar  o valor  de  x com  precisao  de 
quatro  casas  decimals. 

(c)  Usando  a formula  para  o volume  de  um  segmento  de  uma  esfera,  pode-se  mostrar  que  ; 
profundidade  x na  qual  uma  esfera  flutuante  de  raio  r afunda  na  agua  e uma  raiz  da  equacac 

A-3  - 3 nr  + 4 rh  = 0 

onde  s e o peso  especilico  da  esfera.  Suponha  que  uma  esfera  de  madeira  de  raio 
0.5  m tenha  um  peso  especifico  de  0,75.  Calcule.  com  precisao  de  4 casas  decimals,  a 
profundidade  na  qual  a esfera  afundara. 

(d)  Uma  tigela  hemisferica  tern  raio  de  5 pol  e a agua  esta  enchendo  a tigeia  a uma  taxa  de 
02  pol  7s. 

(i)  Com  que  rapidez  o nfvel  de  agua  esta  subindo  na  tigela  no  instante  em  que  a agua  ten 
profundidade  de  3 pol? 

(ii)  A um  certo  instante,  a agua  esta  com  uma  profundidade  de  4 pol.  Quanto  tempo  vai 
levar  para  encher  a tigela? 


V A 

' I 


n / 

// 

/A' 


/> 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  9 


8.  O Princfpio  tie  Arquimedes  estabelece  que  a fofca  de  empuxo  era  urn  objeto  partial  ou 

totalmente  submerse  era  uni  fluido  e igual  ao  peso  do  fluido  que  o objeto  desloea.  Enfao.  para 
um  objeto  tie  densidade  Po  boiando  parcialmente  submerso  em  urn  fluido  de  densidade  pf . a 
ibrea  de  empuxo  e datla  por  F p,g  J*',  A{y)  cly,  onde  g e a aceieracao  da  gravidade  e A(  v),  a 
area  de  uraa  seccao  transversal  u'pica  do  objeto.  O peso  do  objeto  e dado  por 

W — pt>cj  j ,4(  y)  c/v 

(a)  Mostre  que  a porcentagem  do  volume  do  objeto  acima  do  ruve]  da  superiicie  do  fluido  e datla  po 

P:  - Po 


11. 


100 


Ps 


•030  kg/m1.  Que 


(b)  A densidade  do  gelo  e de  917  kg/nr',  e a densidade  da  ague  do  mar  e de 
porcentagem  do  volume  tie  um  iceberg  esta  acima  da  agua? 

(c)  Urn  cubo  tie  gelo  llutua  em  um  eopo  completamente  cheio  com  agua.  A agua  iransbordara 
quando  o gelo  derreter? 

(d)  Uraa  esfera  de  raio  0.4  m e peso  desprezivel  esta  flutuando  em  um  grande  lago  tie  agua 
doee.  Qual  o trabalho  necessario  para  submergir  a esfera  completamente?  A densidade  da 
agua  e de  1 .000  kg/m1. 

v = o 


i y = -h 


7.  A agua  em  uma  tigela  aberta  evapora  a uraa  taxa  proportional  a area  da  superffeie  da  agua.  (Isso 
significa  que  a taxa  de  diminuicao  do  volume  e proporcional  a area  da  superiicie.)  Mostre  que  a 
profundidade  da  agua  diniinui  a uma  taxa  eonstante.  independentemente  do  formato  da  tigela. 

8.  Uma  esfera  de  raio  .1  intercepta  uma  esfera  menor  de  raio  r de  maneira  que  a intersecao  e um 
circulo  de  raio  r.  (Em  ontras  palavras,  elas  se  interceptam  em  um  circulo  maximo  da  esfera 
pequena.)  Encontre  r de  forma  que  o volume  dentro  da  esfera  pequena  e fora  da  esfera  grande 
seja  o maximo  possfvel , 

9.  A figura  mostra  uma  curva  C com  a seguinte  propriedade:  para  cada  ponto  P no  meio  da 
curva  y — as  areas  A e B sao  iguais.  Ache  uma  equacao  para  C. 

10.  Um  copo  descartavel  cheio  de  agua  tern  o formato  de  um  cone  com  altura  h e angulo  semivertical 
0 (veja  a figura).  Uma  bola  e colocada  cuidadosamente  no  copo,  causando  um  deslocamento  de 
agua  e,  portanto,  derramando-a.  Qua!  e o raio  da  bola  que  causa  o major  transbordamento  de  agua? 


Uma  clepsidra,  ou  relogio  de  agua,  e um  frasco  com  um  pequeno  furo  no  fundo  pelo  qual  a 
agua  passa.  O relogio  e calibrado  para  medir  o tempo  colocando-se  inarcas  no  frasco  que 
correspondem  ao  nfveJ  de  agua  a intervalos  de  tempo  iguais.  Seja  x — f{y)  uma  funcao  con- 
tfnua  no  intervalo  [0,  b\  e suponha  que  o frasco  seja  formado  pela  rotaqao  do  grafico  de  / ao 
redor  do  eixoy.  Seja  V o volume  tie  agua  e h a altura  do  ravel  de  agua  no  tempo  t. 

(a)  Determine  V como  uma  funcao  de  h. 

(b)  Mostre  que 
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dV  - dh 
~~T  "*  MJM) J‘ 

dt  dt 

(c)  Suponha  que  ,4ea  area  do  buraco  no  tun  do  do  frasco.  Da  Lei  de  Torricelli,  teroos  a tax  a 

de  mudanca  do  volume  de  agua  dada  por 

dV  , 

— — = k A v h 
dt 

onde  k e uma  constante  negativa.  Determine  a formula  para  a funcao / tal  que  dh/dt  e urn; 
constants  C.  Qual  a vantagem  em  ter  dh/dt  — C ? 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  12 


x — f(y) 


::;y  T 

V — 

. . 

12.  Um  frasco  ciUndrico  de  raio  r e altura  L e parcialmente  cheio  com  um  Ifquido  de  volume  V. 
Se  o frasco  e girado  ao  redor  do  seu  eixo  de  simetria  com  uma  veiocidade  angular  co,  cons- 
tante. entao  o frasco  induzira  um  movimento  rotacional  do  liquid©  ao  redor  do  mesmo  eixo. 
Eventual mente,  o Ifquido  girara  na  mesma  veiocidade  angular  do  frasco.  A superffcie  do 
Ifquido  se  tornara  convexa,  como  indicado  na  figura,  porque  a forga  centrffuga  nas  partfculas 
do  Ifquido  aumenta  com  a distancia  do  eixo  do  frasco.  Pode-se  mostrar  que  a superffcie  do 
Ifquido  e um  paraboldide  de  revolucao  gerado  pela  rotacao  da  parabola 


V / 


ao  redor  do  eixo  y,  onde  pea  aceleracao  da  gravidade. 

(a)  Determine  h como  uma  fungao  de  (o. 

(b)  A que  veiocidade  angular  a superffcie  do  Ifquido  tocara  o fundo  do  frasco?  A que 
veiocidade  o Ifquido  entomara? 

(c)  Suponha  que  o raio  do  frasco  e de  2 pes,  a altura,  de  / pes  e o frasco  e o Ifquido  estao  giranci 
com  a mesma  veiocidade  angular.  A superffcie  do  Ifquido  esta  a 5 pes  abaixo  do  topo  do  trasc 
no  eixo  central  e esta  a 4 pes  abaixo  do  topo  do  frasco,  a 1 pe  de  distancia  do  eixo  central. 

(i)  Determine  a veiocidade  angular  do  frasco  e o volume  do  lluido. 

(ii)  A que  distancia  da  borda  do  tanque  esta  o Ifquido  na  parede  do  frasco? 

13.  Se  a tangente  em  um  ponto  P de  uma  curva  y = x“  intercepta  a curva  novamente  no  ponto  Q 
seja  A a area  da  regiao  limitada  pela  cur\a  e pelo  segmento  de  reta  PQ.  Seja  B a area  da 
regiao  definida  da  mesma  maneira  come9ando  com  Q em  vez  de  P.  Qual  a relayao  entre  A e B 

14.  Suponha  que  estejamos  planejando  fazer  tacos  com  uma  tortilha  arredondada  com  8 polegad; 
de  diametro,  curv’ando  a tortilha  como  se  fosse  uma  parte  arredondada  extrafda  da  casca  de 
um  cilindro  circular.  Queremos  rechear  a tortilha  ate  a borda  (e  nao  mais)  com  came , queijo  > 
outros  ingredientes.  Nosso  problema  e decidir  como  curvar  a tortilha  a fim  de  maximizai  o 
volume  de  comida  que  ela  possa  conter. 

(a)  Comecamos  posicionando  um  cilindro  circular  de  raio  r ao  longo  de  um  diametro  da 
tortilha  e envolvendo-a  em  tomo  do  cilindro.  Seja  a a distancia  do  centro  da  tortilha  ate 
um  ponto  P sobre  o diametro.  (veja  a figura).  Mostre  que  a area  da  seccao  transversal  do 
taco  recheado  no  piano  passando  por  P e perpendicular  ao  eixo  do  cilindro  e 


A(.x)  = r \/ 16  -x 


e escreva  uma  expressao  para  o volume  desse  taco  recheado. 

(b)  Determine  (aproximadamente)  o valor  do  r que  maximiza  o volume  do  taco. 
(Use  uma  aproximacao  grafica  do  seu  CAS). 


As  tecnicas  deste  capital  lo  nos 
possibilitam  estimar  a altura  de 
urn  foguete  um  minuto  apos  o 
lan^amento  e calcular  a sua 
velocidade  de  escape. 


Com  o Teorema  Fundamental  do  Caiculo  podemos  integrar  uma  funcao  se  co~ 
nhecermos  uma  antiderivada,  isto  e,  uma  integral  indefinida.  Aqui  resumimcs  as 
integrals  rnais  importantes  aprendidas  ate  agora. 


r xBTl 

xn  dx  — — ~ + C 
J n + 1 

in  r6  — 1 ) 

| — dx  In  i .v  1 + C 

X 

| e " dx  = e x + C 

..... 

f a'r 

a ' dx  = + C 

In  a 

j sen  x dx  = — cos  x + 

C 

| cos  x dx  — sen  jc  + C 

j sec2.v  dx  = tg  a'  + C 

cs» 

j cossec  vc  dx  — — cotg  x + C 

| sec  x tg  x dx  — sec  jc 

+ c 

| cossec  x cotg  x dx  = —cossec  x + C 

| senh  a dx  — cosh  x + C 

| cosh  x dx  — senh  x + C 

j tg  x dx  — In  | sec  x | 

+ c 

| cotg  x dx  — In  | sen  x \ + C 

x"  + cr 


— dx 


is 


+ C 


Neste  capitulo  desenvolveremos  tecnicas  para  usar  essas  formulas  basicas  de 
integragao  para  obter  as  integrais  indefinidas  de  fungoes  mais  complicadas. 
Aprendemos  o metodo  mais  importante  de  integragao,  o Metodo  da  Substituigao, 
na  Segao  5.5.  A outra  tecnica  geral,  integragao  por  partes,  e apresentada  na 
Segao  7.1.  Entao  aprenderemos  metodos  que  sao  especiais  para  as  classes 
particulares  de  fungoes,  tais  como  fungoes  trigonometricas  e racionais. 

A integragao  nao  e tao  direta  quanto  a diferenciagao;  nao  existem  regras  que 
nos  garantam  a obtengao  de  uma  integral  indefinida  de  uma  fungao.  Portanto,  na 
Segao  7.5,  discutiremos  uma  estrategia  para  integragao. 


7.1  Integragao  por  Partes 

Cada  regra  de  diferenciagao  tern  outra  eorrespondente  de  integragao.  Por  exemplo.  a Regi 
de  Substituigao  para  a integragao  corresponde  a Regra  da  Cadeia  para  a diferenciagai 
Aquela  que  corresponde  a Regra  do  Produto  para  a diferenciagao  e chamada  integrate 
par  partes. 

A Regra  do  Produto  estabeleee  que  se  / e g sao  fungoes  diferenciaveis,  entao 

~~r  F f(x)g(xi)  =-  f(x)g!(x)  + g(x)f'(x) 
dx 

Na  notagao  para  as  integrais  indefinidas  essa  equacao  torna-se 


} [ f(x)g'(x)  + g{x)f'{x)\  dx  - f(x)g(x) 


4: 
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E util  usar  o seguinte  padrao: 
u — □ dv  □ 

du  — D v = □ 


Oil 


j j{x)g\x)dx  + j g(x)f!(x)  dx  — f(x")g( x) 
Podeinos  rearranjar  essa  equayao  como 


j{x)g’(x)  dx  — f(x)g(x)  — g(x)f'{x)dx 


A Formula  1 . denominada  formula  de  integrant)  por  partes,  e rnais  facilmente  lembrada  com 
a seguinte  nota^ao:  sejam  u — f{x)  e v — g(x).  Entao  as  diferenciais  sao  du  = f'(x)dx  e 
dv  — g (x)  dx  e.  assim.  pela  Regra  da  Substituigao,  a formula  da  integrate  por  partes  toma-se 


u dv  — uv 


V du 


; h M • ■ Encontre  | x sen  x dx  . 

SOLU^AO  USANDO  A FORMULA  1 Suponha  f(x)  — x e g\x)  = sen  x.  Entao  f’(x)  — 1 e 
g(x)  = -cos  x.  (Para  g podemos  escolher  qualquer  antiderivada  de  g' .)  Assim,  usando  a 
Formula  1 . temos 


| xsen  xdx=f(x)g(x)  - j g(x)f'(x)  dx 

— x(~COS  x)  - j (-cos  x)  dx 


— —X  COS  X + 


[ COS  X dx 


— —x  cos  x + sen  x + C 

E sabio  verificar  a resposta  derivando-a.  Se  fizermos  assim,  obteremos  x sen  x,  como 
esperado. 

SOLUQAO  USANDO  A FORMULA  2 Seja 


Entao 

e desse  modo 


u — x dv-  sen  x dx 

du  — dx  . v — cos  .v 


x sen  x dx  — j x sen  x dx  — x ( -cos  x)  - (-cos  x)  dx 


m 


wn 


as 


— —x  COS  X + I COS  X dx 

— ~x  cos  x + sen  x 4-  C 

NOTA  o Nosso  objetivo  ao  usar  a integracao  por  paites  e obter  uma  integral  mais  simples 
que  aquela  de  partida.  Assim,  no  Exemplo  1 iniciamos  com  j x sen  x dx  e a expressamos  em 


£ comum  escrevermos  j 1 dx 
como  j'  dx. 

Verifique  a resposta  derivando. 


James  Stewart  CAPITUL0  7 TECNiCAS  DE  INTEGRACAO  473 


termos  da  integral  mais  simples  j cos  x dx . Se  tivessemos  escolhido  a - sen  x e dv 
entao  du  = cos  x dx  e v = x2/2;  assim,  a integracao  per  partes  daria 


x sen  x dx  — (sen  x) 


— — x~  cos  .a'  dx 

O ! 


.v  dx. 


Embora  isso  seja  verdadeiro,  j jTcos  x dx  e uma  integral  muito  mais  dificil  que  aqueh 
que  comepamos.  Em  geral,  ao  decidir  sobre  uma  escolha  para  u e dv,  geraimente  ten  tamo; 
escolher  u — /( x)  como  uma  fun^ao  que  se  toma  mais  simples  quando  derivada  (ou  ac 
menos  nao  mais  complicada),  de  maneira  que  dv  — g'(x)  dx  possa  ser  prontamentt 
integrada  para  dado  v. 


Avalie  J in  x dx. 

SOLUQAO  Mao  temos  aqui  muita  escolha  para  u e dv.  Seja 

u — in  x dv  — dx 

1 

Entao  du  — — dx  v — x 

x 

Integrando  por  partes,  temos 


r dx 

j In  x dx  — x In  x 

- E— 

J x 

— x In  x 

: — j dx 

= x In  x 

: — x + C 

A integrapao  por  partes  e eficaz  nesse  exemplo  t porque  a derivada  da  funcao 
fix)  = In  x e mais  simples  que  /. 

eKeMPLi;  Encontre  ( de’dt. 

S0LU£A0  Mote  que  t2  se  toma  mats  simples  quando  difereneiada  (enquanto  e'  pennanece 
inalterada  quando  a derivamos  ou  a integramos).  Assim,  escolhemos 

u — f dv  — C dt 

Entao  du  — 2t  dt  v = e! 

A integracao  por  partes  results  em 

: 3 ■ | fe!  dt  ■ r e1  - 2 j te  dt 

A integral  que  obtivemos,  j te'dt  6 mais  simples  que  a integral  original,  mas  ainda  na 
e obvia.  Portanto  usamos  a integracao  por  partes  mais  uma  vez,  mas  agora  com  u = t e 
dv  = e‘  dt.  Entao  du  — dt,  v ~ e‘,  e 

| te‘  dt  — te’  - | e’  dt 


— te’  - e'  + C 
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Urn  metodo  mais  facii  usando 
numeros  complexos  e dado  no  Exerctcio 
48  do  Apendice  G. 


A Fsgura  1 iiustra  o Exemplo  4 
mostrando  OS  graficos  de  f{x)  — e'  sen  v 
e Fix)  — jCfsen.r  cos  x).  Como  uma 
verificagao  visual  de  nosso  trabaiho, 
note  que  fix)  = 0 quando  F tem  urn 
maxirno  ou  um  mlnimo. 


12 

/"  ' F 


I f i 


-4 


FIGURA  1 


Co.loca.ndo  isso  na  Equacao  3.  temos 

j fe  dt  ~ fe  - 2 | ie  dt 

---  fe  - 2{te  - e + C) 

— Fe  - he  + 2e’  + C,  onde  C}  = —2C 

Avalie  | cFsen  xdx. 


S01UQA0  Nem  e 1 nem  sen  x toma-se  mais  simples  quando  derivada,  mas  tentamos  escolher 
u — ex  e dv  ~ sen  x dx  de  quakjuer  maneira.  Entao  du  ~ ex  dx  e v = —cos  x.  Assim, 
integrando  por  partes  obtemos 

| ex  sen  xdx--  — excosx  + j ex cos  xdx 

A integral  que  obtivernos,  j Ceos  x dx  , nao  e mais  simples  que  a integral  original,  mas 
pelo  menos  nao  e mais  complicada.  Como  tivemos  sucesso  no  exemplo  anterior 
integrando  por  partes  duas  vezes,  insistiremos  e integraremos  por  partes  novamente. 
Dessa  vez  usaremos  u ~ ex  e dv  — cos  x dx.  Entao  du  — e ’ dx,  v = sen  x,  e 

j e v cos  x dx  — r'sen  x — j ex  sen  xdx 

A princfpio.  pareee  que  nao  conseguimos  nada,  ja  que  chegamos  a f e’  sen.x  dx . isto  e. 
onde  comecamos.  Contudo,  se  colocarmos  a Equacao  5 na  Equacao  4 obteremos 

j ex  sen  xdx  ~excosx  4-  e'  sen  a-  — J ex  sen  x dx 

Isso  pode  ser  considerado  como  uma  equacao  para  ser  resol vida  para  a integral 
desconhecida.  Adicionando  | e'  sen  x dx  para  am  bos  os  lados,  obtemos 

2 j e.  'sen  a;  dx  ~ ~~ex  cos  .v  4-  ex  sen  a 


Dividindo  por  2 e adicionando  a constante  de  integracao,  temos 


ex  sen  A'  dx 


• <r'(seii  v — cos  .v)  4-  C 


Se  combinarmos  a formula  de  integracao  por  partes  com  a Parte  2 do  Teorema 
Fundamental  do  Calculo,  poderemos  avaliar  as  integrais  definidas  por  partes.  Avaliando 
am  bos  os  lados  da  Formula  1 entre  a e b , supondo  f e if  continuas  e usando  o Teorema 
Fundamental  do  Calculo,  obtemos 


i b f{x)g’(x)  dx  = f(x)g{x)}>'i  - b g(x)f’(x)  dx 

da  ♦ a 


uu 


Como  tg'A  s*  0 para  x 0,  a integral  no 
Exemplo  5 pode  ser  interpretada  como  a 
area  da  regiao  mostrada  na  Figura  2. 


FIGURA  2 


A Equagao  7 e chamada  formula  de 
redugao  porque  o expoente  n tem  sido 
reduzkjb  a«-  / en-2. 
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Calcule  ‘ te"1*  dx. 

o 


SOLUQAO  Seja 


Entao 


it  ----- 

du  = 


tg-’* 

dx 

1 4-  ,x"~ 


dv  — dx 
v — x 


Como  a Formula  6 da 


teC  dx  = x te'1*  L,  - 


i)  ft  v 


jo  i i A" 


— dx 


■■■  1 * hC  1 - 0 * tg  1 0 - T — ---  d\ 

JO  1 + A'2 


* - \[-±^dx 
4 -!0  1 + x~ 


Para  avaliar  essa  integral  usamos  a substituicao  t ~ 1 + x1  (porque  u tem  outro  signifi- 
cado  nesse  exemplo).  Entao  dt  = 2xdx  e,  assim,  xdx  = dtj 2.  Quando  x = (),/=  1; 
quando  x=  1 , t ~ 2;  portanto 


ft 

A 

\ C2  dt  » t , I 

— — T d 

a =2  — = 4 In  r J 

Jo 

1 + X “ 

J ! j - ' ,J 

— | (In  2 “ In  1)  ~ | In  2 


Assim 


t.2  * 


In  2 
o 


Prove  a formula  de  redu9§o 


| sen” a dx  ~ 


1 , n - 1 

— cos  x sen'1  * H 

n n 


2 v dx 


onde  n 5=  2 e um  inteiro. 

S0LUCA0  Seja  u — sen'1  1 dv  — sen  a dx 

Entao  du  — ( n — 1 ) sen”  2x  cos  xdx  v — —cos  a 

assim  a integracao  por  partes  resulta 

| serf  xdx  — —cos  a seir_3*  + (n  — 1)  j sen"-2*  cos2*  dx 
Como  cos2*  — 1 — sen2*,  temos 

j sen”* dx  — — cos  * sen""J  * + (n  — 1)  j sen n~zx  dx  — (n  — 1)  | sen'  a dx 


Como  no  Exemplo  4,  resolvemos  essa  equacao  para  a integral  desejada  levando  o ultimo 


CALCIFIC  Editors  Thomson 


terrno  do  lado  direito  para  o lado  esquerdo.  Entao/temos  . • . . ' 

n | sen ”x  dx  — —cos  a sen " A + (n  1)  j sen r "'xdx 


r i n « — -i  * . 

| sen'' X dx  — cos  a; sen"  x +■ sen"  "xax 


A formula  de  redugao  (7)  e util  porque  usando-a  repelidas  vezes  podemos  eventualmente 
expressar  j sen  nx  dx  em  termos  de  j sen  x dx  (se  n e impar)  ou  j (sen  x)°  dx  = j dx  (se  n e par). 


7,1  Exercicios 


Avalie  a integral  usando  a integragao  per  panes  com  as  escol 
has  de  u e dv  indicadas. 


1*  j 

a In  a dx  ; « = In  x,  dv  — 

A dX 

2.  j 

B see2 Odd ; u = 7.  cfo  — 

sec2  0 dO 

Avalie  a integral. 

3i 

’ a cos  5 a 7x 

4. 

J xe ' dx 

5i 

’ re'n  dr 

6. 

J*  t sen  2 ( dt 

M 

' jt  sen  TTA  dx 

8. 

j ' xz  cos  mx  dx 

\l 

* ln(2Ar+  1)  dx 

10. 

J ' sen  ’ x dx 

f arctg  4r  7r 

12. 

f P'  In  P dp 

,,j 

|T  (In  a)3  dx 

14. 

fMt 

13  J 

f c2il  sen  30  70 

16. 

J e "i!  cos  20  70 

”-J 

p v senh  y dy 

18. 

J y cosh  ay  dy 

mJ 

f f sen  3 / c/r 
!o 

20. 

+ 1 )e  ' dx 

21. 

* 

.2  In  a 

fi  — ^ 

’ A 

22. 

r4  r 

f \*t  In?  dt 

23, 

J 

J y 

f At7  rfy 

Fo 

24. 

j*  x cossec2  x d. 

25. 

j-'2  , 

f COS  A 7x 

26. 

£ x5x  dx 

27. 

1*  cos  x ln(sen  a)  7a 

28. 

j arctg(l/x)7x 

29. 

J*  cosfln  x)  dx 

30. 

f-r = dr 

0 x/d  + r~ 

J a-4  (In  xf  i 


32.  £ d send  - s)  ds 


??  3B  Primeiro  fag  a uina  substituigao  e entao  use  a integragao 

por  partes  para  avaliar  a integral. 


33.  | sen  y'x  dx 
35.  [^03cos(02)d0 


34.  |5  <r'dx 
36.  | xVA/x 


U V)  v Avalie  a integral  indefinida.  Uustre  e verifique  se  sua 

resposta  e razoavel  usando  o gralico  da  fungao  e de  sua 
antiderivada  (C  ~ 0). 


41.  (a)  Use  a formula  de  redugao  do  Exemplo  6 para  mostrar  que 


x sen  2.x  _ 

sen  ~x  dx  = — — + C 

2 4 


(b)  Use  a parte  (a)  e a formula  de  reducao  para  avaliar 
j sen 'a  dx . 


42.  (a)  Prove  a formula  de  redugao 


1 , n — 1 r , 

cos  x dx  ~ — cos"  a sen  a + cos  x dx 

n n < 


(b)  Use  a parte  (a)  para  avaliar  J cos2a  dx. 

(c)  Use  as  partes  (a)  e (b)  para  avaliar  j cos4*  dx. 


43.  (a)  Use  a formula  de  reducao  do  Exemplo  6 para  mostrar  que 


2 n — 1 f-/2 

sen  "a  dx  = I sen  ' ~xdx 

n Jo 


onde  « s 3 2 e urn  inteiro. 


(b)  Use  a parte  (a)  para  avaliar  j(‘""$en'x  dx  e j,"'  sen-*  dx 


37. 

J X COS  TTA  dx 

38. 

| a 3/2  In  a dx 

m 

■ 

* 

39. 

j (2x  + 3)ex  dx 

40. 

J A V dx 

i|| 
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(c)  Use  a parte  (a)  para  rnostrar  que , para  as  potencias  impares  de  seno, 

f tt/2  , , . 2*4*6 2 n 

sen'"'  'x  dx  = - — - — 

Jo  3*5*7 (2  n + i) 


44.  Prove  que,  para  as  potencias  pares  de  seno. 


Asen2,Ix  dx  ~ 
Jo 


1*3*5 (2 n — 1)  t t 

2-4*6  ~*"-  * 2n  T 


45 -48  Use  a integrayao  por  partes  para  provar  a formula  de  reduyao. 


45.  | (In  xfdx  ~ x(ln  x)"  ~ n | (In  x)n  Xdx 


46,  | x aexdx  = rV  — n j xn~  }ex dx 


47.  | Or  + a2)n dx 


x{x2  4-  a2)” 


(x2  a2)"'"1  dx  (n  ¥=■  — s) 

n + 1 J 


2n  + I In  + 1 J 

C ts  x sec""2*  n — 2 r „ , , 

48.  ( sec  x — — - — 4 sec  x dx  (n  1 ) 

J n — 1 /i  — 1 J 

49.  Use  o Exercicio  45  para  encontrar  j (In  x Y dx . 

50.  Use  o Exercicio  46  para  encontrar  | x4exd.x . 

51-52  G Encontre  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas  dadas. 

51.  y = xeJ>A\  y = 0,  x = 5 

52.  v = 5 In  x , ■>’  — x In  x 

|p  53-54  Use  um  grafico  para  encontrar  as  coordenadas 

aproximadas  de  x dos  pontos  de  intersecao  das  curvas  dadas.  Entao 
ache  (aproximadamente)  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas. 

53.  y = x sen  x,  y ~ (x  - 2)2 

54.  y — arctg  3x,  y - x!2 

55-58  Use  o metodo  das  cascas  cilfndricas  para  encontrar  o 
volume  gerado  pela  rotayao  da  regiao  limitada  pelas  curvas  dadas 
ao  redor  dos  eixos  especificados. 

55.  y — cos(irx/2),  y ~ 0,  0 x 1;  ao  redor  do  eixo  y 

56.  y = e \ y — e~'x,  x ~ 1 ; ao  redor  do  eixo  y 

57.  y = e"x,  y — 0,  x = — 1 , x = 0;  ao  redor  de  x = 1 

58.  y — e\  x = 0,  y = tt;  ao  redor  do  eixo  x 

59.  Encontre  o valor  medio  de /(x)  — x2  In  x no  interv'alo  [1,3). 

60.  Um  foguete  acelera  pela  queima  do  combustfvel  a bordo;  assim, 
sua  massa  diminui  com  o tempo.  Suponha  que  a massa  inicial 
do  foguete  no  lanyamento  (incluindo  o combustfvel)  seja  m. 


que  o combustfvel  seja  consumido  a uma  taxa  r,  e que  os  gases 
de  exaustao  sejam  ejetados  a uma  velocidade  cons  tan  te  ve 
(relativa  ao  foguete).  Um  modelo  para  a velocidade  do  foguete 
a um  tempo  t e dado  pela  seguinte  equayao: 

m - rt 

vij)  = ~~(}t  — vr  In 

m 

onde  pea  aceleracao  da  gravidade  e t nao  e muito  grande.  Se 
g = 9,8  m/s2,  m ~ 30 .OCX)  kg,  r — 160  kg/s  e»f  = 3.000  m/s, 
ache  a altitude  do  foguete  I minuto  apos  o lanyamento. 

61 . Uma  partfcula  que  se  move  ao  longo  de  uma  linha  reta  tem 
velocidade  igual  a v(t)  — / V"!  metros  por  segundo  apos  t 
segundos.  Qual  a distancia  que  essa  partfcula  percorrera  durante  os 
primeiros  t segundos? 

62.  Se  /( 0)  = p(0)  =0e/e  g"  sao  contfnuas,  mostre  que 

jj/(x)/'(x)  dx  — f (a)g'{a)  - f'{a)g(a)  + | °f"{x)g(x)dx 

63.  Suponha  que /(l)  = 2,/(4)  — 7 ./'(!)  = 5,/'(4)  = 3 e que/'  seja 
contfnua.  Determine  o valor  de  f xf  n{x)dx 

64.  (a)  Use  a integrayao  por  partes  para  rnostrar  que 

j f(x)  dx  — xf(x)  - j xf'(x)  dx 

(b)  Se  f e g sao  fun9oes  inversas  e /'  e contfnua,  prove  que 

1 f (xj  dx  — bf(b)  "**■  af(a ) — j g(y)  dy 

Ja  ' ‘ ^ J/  ia) 

[Sugcstao:  Use  a parte  (a)  e faya  a substituicao  y — fix).] 

(c)  No  caso  onde/ e g sao  funyoes  positivas  e b > a > 0,  desenh 
um  diagrama  para  dar  uma  interpretayao  geometrica  a parte  (b 

(d)  Use  a parte  (b)  para  avaliar  j In  x dx  . 

65.  Chegamos  a Formula  6.3.2,  V = |*  2rrxf(x)  dx , utilizando 
cascas  cilfndricas,  mas  agora  podemos  usar  a integrayao  por 
partes  para  prova-la  usando  o metodo  do  fatiamento  da  Secao 
6.2,  ao  menos  para  o caso  onde  / e um  a um  e,  portanto,  tem 
uma  funyao  in  versa  g.  Use  a figura  para  rnostrar  que 


irb2d  — rra  2c 


irf/j)}2  dy 


Faya  a substituiyao  y ==  f(x)  e entao  use  a integrayao  por  parte 
na  integral  resultante  para  provar  que  V ~ J*  2vx /(x)  dx. 


x ~ g(y)  y = fix) 


. j 


0 a 


478 


CALCULO 


Editora  Thomson 


88. 


f*  sen''*  dx. 

(a)  Mostre  que  hn+z  ^ E,h-i  "s  A*. 

(b)  Use  o Exercfcio  44  para  mostrar  que 

Ito+2  2 n +_l_ 

~kT  “ ^r+T 

(C)  Utilize  as  partes  (a)  e (b)  para  mostrar  que 
2n  + i hn*\ 

2tT+2  " U, 

e deitaa  que  Im+x/hn  — i- 

(d)  Use  a parte  (c)  e os  Exercfeios  43  e 44  para  mostrar  que 


iim  — * — 


in 

2 n - ] 


Essa  formula  geralmente  e escrita  como  urn  produto  infinito: 
tt  _ 2 24  4 6 6 

2^  1*3  3*5  5*7’ 

que  e ehamado  produto  de  Wallis. 


(e)  Construnnos  os  retanguSos  como  a seguir.  Cornece  com  um 
quadrado  de  area  1 e cokxjue  os  retangulos  tie  area  } 
ahemadamente  ao  I ado  ou  no  topo  do  retangulo  anterior  fveja 
a figure).  Encontre  o llrnite  da  relacao  largura/altura  desses 
retail  eui  os. 






i 

1 

T 

1 

1 

1 

L 

i 

i ! 

! ! 

J 1 

■ 

/pi 


Integrals  Trigonometricas 


vwTSSKKSJSGK  1-  ~ 


Nesta  se^ao  usaremos  as  identidades  trigonometricas  para  integrar  certas  combi  naqoes  de 
funcoes  trigonometricas.  Comecaremos  com  as  potencias  de  seno  e cosseno. 


XEiWrLu 


Avalie  cos3 .v  dx. 


SOLUCAO  A simples  substituicao  u = cos  x nao  ajuda,  porque  assim  du  — —sen  a dx . 
Para  integrarmos  as  potencias  de  cosseno,  necessitarfamos  de  um  fator  extra  sen  x. 
Similarmente,  uma  potencia  de  seno  precisaria  de  um  fator  extra  cos  a.  Dessa  forma, 
podemos  separar  um  fator  cosseno  e converter  o fator  cos2.*  restante  em  uma  expressao 
envoi vendo  o seno  usando  a identidade  sen2.*  + cos2.*  — I: 

cos  A = cosbr  * cos  x = ( 1 — sen2*)  cos  a 

Podemos  entao  avaliar  a integral  substituindo  u = sen  x,  assim  du  = cos  x dx  e 

I cos  a dx  — | cos  a • cos  a dx  —1(1—  sen2*)  cos  * dx 


(1  — ic)du 


iir  4-  C 


— sen  a — 3 sen  '.*  4-  C 

Em  geral  tentamos  escrever  urn  integrando  envolvendo  as  potencias  de  seno  e cosseno 
em  uma  forma  onde  temos  somente  um  fator  seno  (e  o restante  da  expressao  em  termos  de 
cosseno)  ou  apenas  urn  fator  cosseno  (e  o restante  da  expressao  em  termos  de  seno).  A 
identidade  sen2.*  4-  cos2*  = 1 nos  permite  a interconversao  de  potencias  pares  de  seno  e 
cosseno. 


XEMPLO  2 n Encontre  j sen)*  cos  A dx 
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r-  A Figura  1 mostra  os  graficos  do 
integrando  sen5*  cos2*  no  Exempto  2 e 
sua  integral  indefinida  {com  C = 0}. 
Qual  s qua!? 


S0LUQA0  Podenamos  converter  cosfv  para  1 - sen2*,  mas  ficanamos  com  uma  expressao 
em  termos  de  sen  x sem  urn  fator  extra  cos  *.  Em  vez  disso,  separamos  um  unico  fator 
de  seno  e reescrevemos  o fator  serf*  restante  em  termos  de  cos  x: 

sen  '*  cos2*  = (sen2*)2  cos2*  sen  v — (1  - cos2*)2  cos2*  sen* 

Substituindo  u — cos  x,  temos  du  - -sen  * dx  e assint 

j sen5*  cos2*  dx  = j (sen2*)2  cos2*  sen  * dx 


FIGURA  1 


— j (1  — cos2*)2  cos2*  sen*  dx 

— | (1  — u^)2u2(—du)  — - | (u1  — 2 u4  + u6)du 


ir  u ' 

2 

5 7 


= — I cosJ*  + f cos5*  — | cos'*  + C 


Nos  exemplos  anteriores,  urna  potencia  impar  de  seno  ou  cosseno  nos  permitiu  separ; 
um  unico  fator  e converter  a potencia  par  remanescente.  Se  um  integrando  content  potei 
cias  pares  tanto  para  seno  como  para  cosseno.  essa  estrategia  falha.  Nesse  caso,  podemc 
a prove!  tar  as  identidades  dos  angulos-metade  (veja  as  Equacoes  1 7 b e 17a  no  A pen  dice  D 


sen  2*  — |(1  — cos  2*) 


cos2*  = 1(1  4-  cos  2*) 


D 0 Exemplo  3 mostra  que  a area  da 
regiao  exposta  na  Figura  2 e 17-/2. 


FIGURA  2 


EXEMPLO  3 □ Avalie  sen2*  dx. 

Jo 

S0LUQA0  Se  escrevermos  sen2*  = 1 — cos2*,  a integral  nao  e mais  simples  para  se 
avaliar.  Usando  a formula  do  angulo-metade  para  sen2*,  contudo,  temos 

j sen2*  dx  — | | (1  — cos  2x)  dx  ~ [If*  — I sen  2x)]o 
Jo  " Jo 

— _ i sen27r)  — f(o  — | senO)  = It t 

Note  que  mentalmente  fizemos  a substituigao  u — 2x  quando  integramos  cos  2*.  Outro 
metodo  para  se  avaliar  essa  integral  foi  dado  no  Exercicio  41  na  Segao  7.1. 

EXEMPLO  4 □ Ache  |sen4*r/*. 

S0LUQA0  E possfvel  avaliar  essa  integral  usando  a formula  de  reducao  para  j sen ."*  dx 
(Equacao  7.1 .7)  junto  corn  o Exemplo  1 (como  no  Exercicio  41  na  Segao  7.1),  entretanto, 
outro  metodo  e escrever  sen1*  = (sen2*)2  e usar  uma  formula  do  angulo-metade: 

| sen4*  dx  — | (sen2*)2  dx 

if  1 — cos  2*\2  , 


= | j (1  — 2 cos  2*  + cos2  2*)  dx 
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Como  cos'1  2 a ocorre.  precis  am  o.s  usar  outra  formula  do  angulo-metade 


cos-1 2 A'  — s(1  + cos  4.r) 


Isso  resulta  em 


| sen 4a  dx  — | j []  - 2 cos  2 a + |(l  + cos  4a)]  dx 
= 5 J (2  ~ 2 cos  2a  + | cos  4a)  dx 
— 4(2 x -•  sen  2a  + | sen 4a)  4-  C 

Para  resumir.  listamos  as  regras  a seguir  quando  avaliamos  as  integrais  da  forma 
j sen '"a  cos ''a  c/a.  onde  m ^ 0 e « ^ 0 sao  inteiros. 


(a)  Se  a potencia  do  cosseno  e fmpar  (n  — 2 k + I),  guarde  um  fator  cosseno  e use 
cos  “a  — 1 — sen  ’a  para  expressar  os  fatores  remaneseentes  em  termos  de  seno: 


j sen  '"x  cos21* ’a  dx  ~ | sen"1  a (cos  V)*  cos  a dx 

— | sen"1  a (1  — sen  V)*' cos  x dx 

Nesse  caso,  substitua  u - sen  a. 

(b)  Se  a potencia  de  seno  e fmpar  (m  — 2k  + 1),  guarde  um  fator  seno  e use 

sen-A  ~ 1 - coslx,  para  expressar  os  fatores  remaneseentes  em  termos  de  cosseno: 


sen2*''  'a  cos"a  dx  ~ (senzx)k  cos"a  sen  a dx 


~ (I  --  cos2*)*  cos"*  sen  a dx 


hntao  substitua  u — cos  a.  [Note  que  se  ambos  os  fatores  de  seno  e cosseno 
sao  fmpares,  podemos  usar  (a)  ou  (b).j 

(c)  Se  as  potencias  de  seno  e cosseno  sao  pares,  utilizamos  as  identidades  dos 
angulos-metade 

sen2A  = |(1  - cos  2a)  cos2*  = |(1  + cos  2a) 

Algumas  vezes  e util  usar  a identidade 

sen  x cos  a — I sen  2.x 


Podemos  empregar  uma  estrategia  semelhante  para  avaliar  as  integrais  da  forma 
f tg"'A‘  sec”*  dx.  Como  (d/dx)  tg  x = sec2*,  podemos  separar  um  fator  sec2A  e con- 
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verier  a potencia*  (par)  de  secante  remanescente  para  uma  expressao  envoi  vendo  a tangente 
utilizando  a identidade  sec2*  = 1 + tglv.  Ou,  como  {d/dx)  sec  x --  sec  x tg  x.  podemos  sepa- 
rar  urn  fator  sec  x tg  x e converter  a potencia  (par)  de  tangente  remanescente  para  secante. 


SXEMPIO  5 Avalie  j tg6v  sec4*  dx. 

SOLUQAO  Se  separamos  um  fator  sec2*,  poderemos  expressar  o fator  remanescente  sec2* 
em  termos  de  tangente  usando  a identidade  sec2*  = 1 + tg1*.  Podemos  entao  avaliar  a 
integral  substituindo  u — tg  x com  du  — sec  A dx: 

| tg6*  sec  4xdx—  J tg6*  sec2*  sec  2xdx 


~ tg6*  ( 1 + tg2*)  sec2*  dx 


| n6(  1 ? u2)du  = (u6  + u 8 ) du 


1 r C 

1 9 


tg7x  + I tg':,x  + C 


EXEMPL0  6 □ Ache  | tg50  sec70  dd. 

SOLUQAO  Se  separarmos  um  fator  sec20  como  no  exempio  anterior,  ficaremos  com  um 
fator  sec50,  que  nao  e facilmente  convertido  para  tangente.  Contudo,  se  separarmos  um 
fator  sec  0 tg  0,  poderemos  converter  a potencia  remanescente  de  tangente  para  uma 
expressao  envolvendo  apenas  a secante  usando  a identidade  tg20  = sec20  — 1 . Podere- 
mos entao  avaliar  a integral  substituindo  u = sec  0,  assim  du  ~ sec  0 tg  0 dd: 


tg5  0 sec70  dd 


tg40  sec60  sec  0 tg  0 <70 


— j (sec20  - 1 )2  sec('0  sec  0 tg  0 dd 

— j (u2  — 1 )2u6du  — | (u 10  — 2 m8  + u6)du 

un  u9  u7 

2 — + — + C 

n 9 7 

— ji  sec!l0  — % isec^  + I sec70  + C 


Os  exemplos  anteriores  mostram  as  estrategias  para  avaliar  as  integrals  da  forma 
f tgmx  sec”  xdx  para  dois  casos,  resumidos  aqui. 
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(a)  Se  a potencia  da  sec  ante  e par  in  = 2k,  k S3  2),  guarde  urn  fator  de  sec  v e use 
sec2;v  1 + tg;:x  para  expressar  os  f stores  remanescentes  em  termos  de  tg  x: 


tgmjc  sec24*  dx  — tg"x  (sec  a)*'1  sec**  dx 


= | tg"rx  ( 1 + tg'.vV  1 sec  A dx 


Ass  ini,  substitua  u = tg*. 

(b)  Se  a potencia  da  tangente  e impar  (m  = 2k  4-  1 ),  guarde  um  fator  de  sec  x tg  x e 
use  tgA  — secA  —1  para  expressar  os  fat  ores  remanescentes  em  termos  de  sec  x. 

f tg2i'‘  A sec”*  dx  = | ( tgA  )*  sec"’  *x  sec  x tg  x dx 


— | (sec  A — l)"’sec"  A sec  x tg  x dx 


Entao  substitua  u — sec  x. 


Para  outros  casos  as  regras  nao  sao  tao  simples.  Talvez  seja  necessario  usar  as  identi- 
dades.  a integra^ao  por  partes  e,  ocasionalmente,  um  pouco  de  engenhosidade.  Algumas 
vezes  precisaremos  integral  tg  x utilizando  a formula  estabelecida  em  (5.5.5). 


j tg  x dx  — In  | sec  x j + C 


Tamhem  precisaremos  da  integral  indeftnida  de  secante: 


Poderiamos  verificar  a Formula  1 diferenciando  o lado  direito.  ou  como  a seguir.  Prtmeiro 
multiplicamos  numerador  e denominador  por  sec  x + tg  x: 


j sec  x dx 


sec  x A tg  x 

sec  x dx 

sec  x + tg  x 


C sec2*  + sec  x tg  x , 
^ — dx 


J sec  x + tg  x 

Se  substituirmos  u -=  sec  x + tg  x,  entao  du  = (sec  x tg  x + sec  A)  dx , assim  a integral 
toma-se  j (1/h)  du  - In  | u \ + C.  Entao,  temos 

| sec  x dx  — In  j sec  x + tg  x ] + C 
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EXEMPLO  7 ::  Ache  j IgA  dx. 

SOLUCAO  Aqui  apenas  tg  x ocorre;  entao  u samos  tgA  = sec  A - 
fetor  IgA  em  ternios  tie  sec  A; 

| tgA  dx  — | tg  x tgA  dx 

— ! tg  x (sec A - 1 ) dx 


para  reescrever  um 


= j tg  x sec  A:  dx  - J tg  x dx 


□ Essas  identidades  envolvendo 
produtos  estao  analisadas  no 
Apendice  D. 


— — 5 In  ! sec  x 1 + C 

2 

Na  primeira  integral  suhstitumios  mentalmente  u = tg  * de  modo  que  du  = sec  A dx. 

Se  uma  potencia  par  de  tangente  aparece  com  uma  potencia  jmpar  de  secante,  e util 
expressar  o integrando  completamente  em  termos  de  sec  x.  As  potencias  de  sec  x podem 
requerer  a integracao  por  partes,  como  mostrado  no  exemplo  a seguir. 


EXEMPLO  8 □ Ache  j sec \xdx. 

SOLUQAO  Aqui  integramos  por  partes  com 


u ~ sec  x 


dv  — sec  A dx 


du  = sec  x tg  x dx  v = tg  x 

Entao  j secA  dx  = sec  x tg  x — j sec  x tgA  dx 

= sec  x tg  x — | sec  x (sec2*  — 1)  dx 

= sec  * tg  * - ( see  A dx  + j sec  x dx 

Usando  a Formula  1 e resolvendo  a integral  requerida.  temos 

j sec  A dx  — | (sec  x tg  x + In  | sec  * + tg  *])  + C 

As  integrals  como  as  do  Exemplo  8 podem  parecer  muito  especiais,  mas  elas  ocorrei 
freqiientemente  nas  aplicacoes  de  integracao,  como  veremos  no  Capftulo  8.  As  integrals  d 
forma  Scotg'A  cossecA  dx  podem  ser  encontradas  por  metodos  similares  por  causa  da  ider 
tidade  1 + cotgA  — cossecA. 

Finalmente,  podemos  usar  outras  identidades  trigonometric  as: 

| jTj  Para  avaliar  as  integrals  (a)  fsen  mx  cos  nx  dx  , (b)  J sen  mxsen  nx  dx  ou 
j (c)  f cos  mx  cos  nx  dx , use  a identidade  correspondente: 

(a)  sen  A cos  B — |[sen(A  — B)  + sen  (A  + B)] 

(b)  sen  A sen  B — l [cos(/l  — B)  — cos(A  + 5)] 

(c)  cos  A cos  B — \ [cos(A  — B)  + cosCA  + 5)] 
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EXfcMPLO  9 Avali e j sen  4*  cos  5*  dx . 

SOLU^AO  Hssa  integral  pode  ser  avaliada  utilizando-se  integracao  por  partes,  mas  e mais 
tacil  usar  a identidade  na  Equacao  2(a),  como  a seguin 

j sen  4x  cos  5*  dx  — j |[sen(—  x)  + sen  9x  J dx 

— | | (—sen  A'  4-  sen  9 x)  dx 
~ I (cos  x — | cos  9a:)  + C 


Exercicios 


1-47  c Avalie  a integral. 
1.  | sen ’a  cos2*  dx 

j*3ir/4  < . 

3.  ) sen*  cos  A dx 

5.  | cos5*  sen4*  dx 

7.  J cos ~ 0 dO 

9.  sen4  (3 t)dt 

11.  J (1  + cos  O f do 

13.  j sen4*  cos2*  dx 
Jo 

15.  j sen  * y;co$  * dx 
17.  I cos2a  t g i dx 


C 1 — sen  a , 

19.  | — dx 

J COS  X 


25,  J sec4 1 dt 

TT/3 

27.  f tg5  x sec4  a dx 
29.  J'  tg3  x sec  a dx 


_ 

— 

31. 

j tg  A dx 

32.  j 

sen  A cosA  dx 

33. 

n te~8 
f~~-dO 
' cos  e 

34.  \ 

cos  A dx 
o 

35. 

cote2 a dx 

‘ rr/6 

36.  j* 

seir(mx)  dx 

37.  ! 

j cotg?  a cossec3  a da 

38.  f 

sen  42  0)d0  “ 

0 

39.  ) 

| cossec  a dx 

40.  [ 

‘ cos b0d0 

D 

41.  | 

\ sen  5a  sen  2a  dx 

42.  f 

a cosA  dx 

43.  | 

cos  10  cos  50  d0 

44.  j* 

77/2 

sen*  cosA  dx 

45.  | 

' 1 - A dx 

46.  f 

1 

cos  0 cos5{sen  0)  dO 

47. 

sec  x 

t sec2(/2)  tg4(r)  dt 

J 

cotg'P  sen4 0 dO 

48.  Se  f fgA  sec  x dx  ~ I, 

expresse  o v 

Jo 

em  termos  de  I . 

20.  I cos2*  sen  lx  dx 


38,  | cossecA  cotg6  * dx 


sen  2a 
. dx 

COS  A - 1 


; 49-52  Avalie  a integral  indefinida.  Ilustre  e verifique  se  sua 
resposta  e razoavel  colocando  em  um  grafico  o integrando  e sua 


22.  J see4  (t/2)  dt 

antiderivada  (tome  C = 0). 

21. 

J'  sec  A tg  a dx 

49.  j 

| senA  dx 

50. 

| senA  cos4*  dx 

23. 

j * tg2. x (Lx 

24.  J'  tg4  a dx 

51.  j 

| sen  3a  sen  6a  dx 

52,  | 

r 4 x 

sec  — dx 
1 2 

26.  J sec4  0 IgA  dO 
28.  j tg3(2r)  sec5(2x)  dx 


30,  j IgA  sec6*  dx 


53.  Encontre  o valor  medio  da  funyao/(*)  = senA  cosA  no  inter- 
valo  f—  7 r,  ttJ. 

54.  Avalie  ) sen  a cos  a dx  por  quatro  metodos:  (a)  a substituigao 
u — cos  a,  (b)  a substituipao  u = sen  x,  (c)  a identidade 

sen  2a  = 2 sen  x cos  x e (d)  integragao  por  partes.  Explique  os 
aspectos  diferentes  de  suas  respostas. 
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fiAE  55-56  Hncontre  a area  da  regiao  limitada  pelas  cur.  as  dadas. 

pp|S 

l 55.  v — sen  a.  y — senlx,  a-  = 0.  a — rr/2 
pff  56.  y = sen  a,  y = 2 sen :'a.  a — 0,  x = rr/2 

|g  57-58  Use  um  graft co  do  integrando  para  estimar  o valor  da 
:?/  integral.  Entao  utilize  os  metodos  desta  scyao  para  provar  que  sua 
estimativa  estava  correta. 


57.  cos3a  dx 


58.  i sen  Irrx  cos  5trxdx 


59-82  Encontre  o volume  obtido  pela  rotacao  da  regiao  limitada 

pelas  curvas  dadas  ao  redor  dos  eixos  especificados. 

59.  y = sen  x,  a - rr/2,  x ~ tt,  y ~ 0;  ao  redor  de  eixo 

60.  y — tglx,  v — 0,  x — 0,  a - ~/4;  ao  redor  de  eixo  x 

61.  y — cos  a,  y = C),  a = 0,  x — rr/2;  ao  redor  de  y = 

62.  y ~ cos  a.  y = 0,  a = 0,  a — rr/2;  ao  redor  de  v — 1 

63.  Uma  partfcula  se  move  em  uma  linha  reta  com  a funyao 
velocidade  lit)  — sen  cot  covcot.  Encontre  sua  funyao  de 
posiyao  s — fit ) se  /( 0)  ~ 0. 

64.  A eletricidade  domestica  e fomecida  na  forma  de  corrente 
altemada  que  varia  de  155  V a - 155  V com  uma  freqiiencia  de 


60  ciclos  por  segundo  (Hz).  A voltagem  entao  e dada  pela 
seguinte  equayao: 

E(t)  155  sent  120ir/) 

onde  re  o tempo  em  segundos.  Os  voltfmetros  leem  a 
voltagem  RMS  (raiz  da  media  quadratics),  que  e a raiz 
quadrada  do  valor  medio  de  [EU)]2  em  um  ciclo. 

(a)  Calcule  a voltagem  RMS  da  corrente  domestica. 

(b)  Muitos  fomos  eletricos  requerem  a voltagem  RMS  de 
220  V.  Encontre  a amplitude  A correspondente  necessaria 
para  a voltagem  E(i)  — A sen (120 tt/). 

85-67  Prove  a formula,  onde  m e n sao  inteiros  positivos. 

65.  J sen  mx  cos  nx  dx  — 0 


66. 

fit  , 

Jo  s 

,e  m A n 

! X 

sen  mx  sen  nx  ax  = 

i 

j ...  T 

[ Tt  S 

e m = n 

Jo  5 

;e  m =£  n 

67. 

j cos  mx  cos  nx  dx  ~ 

= i 

-1 

J — TT 

[77  S 

;e  m — n 

68.  A serie  finita  de  Fourier  e dada  pela  soma 

A 

f{x)  = 2 a„  sen  nx 

r~\ 

— a,  sen  a 4-  a2  sen 2a  + • * • + u:vsen  Nx 
Mostre  que  o m-esitno  coefieiente  am  e dado  pela  formula 
1 C*  - 

a,„  = — fix)  sen  mx  dx 


.3  Substituiyao  Trigo nometrica 


- a-2  th 
a1  — x 


Para  achar  a area  de  um  ctrculo  ou  uma  elipse.  uma  integral  da  forma  j yfo 2 
aparece,  onde  a > 0.  Se  a integral  fosse  J xy‘ a2  ~ a2  dx,  a substituiyao  u ~ 
poderia  ser  eficaz,  mas,  como  esta.  j -fa2  — x2  dx  e mais  dificil.  Se  mudarmos  a variave 
de  x para  0 pela  substituiyao  x — a sen  6,  entao  a identidade  1 - sen2#  = cos’#  permitira  que 
nos  livremos  da  raiz,  porque 


ye;2  — a2  ~ -sja2  — r/2  sen-  # — y#20  — sen'#)  — ya"  cos2#  — a jcos  #] 

Note  a diferenya  entre  a substituiyao  u — a1  — a2  (na  qual  uma  nova  variave]  e um; 
funyao  da  velha)  e a substituiyao  x — a sen  # (a  variave!  velha  e uma  funyao  da  nova). 

Em  geral  podemos  fazer  uma  substituiyao  da  forma  a — git)  usando  a Regra  d; 
Substituiyao  ao  contrario.  Para  simplilicar  nossos  calcuios,  presumimos  que  g tern  um; 
funcao  inversa,  isto  e,  g e um  a um.  Nesse  caso,  se  trocarmos  u por  x e x por  t na  Regra  d; 
Substituiyao  (Equayao  5.5.4)  obteremos 


fix)  dx  — j f(g(i))g'(l)  dt 


Esse  tipo  de  substituiyao  e chamado  substituiyao  inversa. 
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FIGURA  1 

sen  0 = 4 
_•> 


Podemos  fazer  a substituicao  inversa  .v  ~ a Sen  0 desde  que  esta  defina  uma  funcao  um 
a um.  isso  pode  ser  conseguido  pela  restricao  de  0 no  intervale  [ - - v/2.  rr/2]. 

Na  tabela  a seguir  listainos  as  substituicoes  trigonometrieas  que  sao  eficaz.es  para  as 
expressoes  radicals  dadas  em  razao  de  cert  as  identidades  trigonometrieas.  Inn  cada  caso  a 
lestiieao  de  0 c impost  a para  assegurar  que  a tuncao  que  define  a substituicao  seja  uni 
a um.  (Estes  sao  os  mesmos  intervalos  usados  no  Apendice  D na  dcliniyao  de  func5es  inversas) 


EXEMPLQ  1 n Avalie 


dx. 


SOLUCAO  Seja  x ~ 3 sen  0.  onde  —tt/2  ^ 0 77/2.  Entao  dx  = 3 cos  0 dO  e 

v/9  - x2  = s o - 9 sen 2 0 = v 9 cos1#  = 3 (cos  0 \ = 3 cos  0 

(Note  que  cos  0 s»  0 porque  - rr/2  *£  6 tt/2.)  Entao  a Regra  de  Substituicao  In  versa 

fornece 


\/9  - .C 


dx  — 


3 cos  0 
9 sen 2() 


3 cos  0d$ 


r cos “0  r 

— ) — — — dO  --  cot  2 0 dO 
J sen"  0 J 

= j (cossec2#  ---  1 ) dO 


= — cotg  0 — 0 + C 

Como  esta  e uma  integial  indefmida,  devemos  retornar  a variavel  v original.  Isso  pode  ser 
leito  usando-se  as  identidades  trigonometrieas  para  expressar  cotg  0 em  termos  de 
sen  0 — -t/3  ou  pelo  desenho  de  um  diagrama,  como  na  Figura  1 , onde  0 e interpretado 
como  um  angulo  de  um  triangulo  retangulo.  Como  sen  0 — x/ 3 . denonunamos  o lado  oposto 
e a hipotenusa  como  tendo  comprimentos  x e 3.  Pelo  Teorema  de  Pitagoras  o comprimento 
do  lado  adjacente  e v 9 ""  am  ass  ini  podemos  ler  o valor  de  cotg  0 diretamente  da  figura: 

cotg  e = dlxjl 

X 

(Embora  0 > 0 no  diagrama,  essa  expressao  para  cotg  0 6 valida  quando  0 < 0.)  Como 
sen  0 ~ x/3,  temos  0 ~ sen  !(  jc/3)  e assim 


C) 


.r 


dx 
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tXfcMPLO  2 Eneontre  a area  limitada  pela  el  ipse 

x2  \ — — 1 

a 2 bl 

SOLUCAO  Resolvendo  a equacao  da  elipse  para  y,  ternos 

v2  x~  a 2 — x~  b — 

— 1 -7  = — ou  v = ±—  \ cr  — ..r 

b~  cr  cr  - ci 

Porque  a elipse  e simetriea  em  relacao  a ambos  os  eixos.  a area  total  A e quatro  vezes  a 
area  do  primeiro  quadrante  (veja  a Figura  2).  A parte  da  elipse  no  primeiro  quadrante  e 
dada  pela  fungao 

b j - 7 n - 

y — — v cr  — X“  0 x a 
a 


- } a l a is  j j “““  ^ j 

e,  dessa  forma,  2 A =-  j y a A ax 

Jo  a 

Para  avaliar  essa  integral  substituimos  x = a sen  0.  Entao  dx  — a cos  0 dO . Para  mudar 
os  liniites  de  integra^ao  notamos  que  quando  a — 0,  sen  0 = 0,  logo  8 — 0;  quando 
a*  = a , sen  8 — 1 , assim  0 = it/ 2.  Tambem 

yl  a 2 — x2  ~ \/a2  — a 2 sen 2 0 ■ y«2  cos  0 — a | cos  0 j ~ a cos  0 

ja  que  0^0^  tt/2.  Portanto 

- ,.\  4 - T Ja2  - a2  dx  = 4—1  a cos  0 * a cos  0 dO 

a Jo  a Jo 

= 4«0  I cos2  0 d()  = 4«0  i | ( 1 + cos  20)  r/0 
Jo  Jo 

= 2ab[d  +•  |sen20]o  = 2aA 

= 7 rah 

Mostramos  que  a area  de  uma  elipse  com  semi-eixos  a e b e ttwA.  Em  particular, 
tomando  a = b = r,  provamos  a famosa  formula  que  diz  que  a area  de  um  circulo  de 
raio  re  tjt\ 

NOTA  □ Como  a integral  no  Exemplo  2 era  a definida,  mudamos  os  extremos  c 
integrayao  e nao  tivemos  de  converte-los  de  volta  a variavel  x original. 

r 1 

EXEMPLO  3 : Ache  —^7 =====■  a.v. 

J ry.F  + 4 

S0LUQA0  Seja  x — 2 tg  0.  - tt/2  < 0 < tt/2.  Entao  Jx  = 2 sec  0 r/0  e 

-yA2  4-  4 = y 4(  tg‘0  + l)  = y'4  sec-0  = 2 | sec  0j  2 sec  0 


+ 0 - 0 


dx  _ r 2 sec 20d0 1_  r sec  0 ^ 

x -y  x 2 + 4 J 4 tg' 0 ’ 2 sec  0 4 tg  0 


Assim,  temos 
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•/*’  + 4 


Para  avaliar  ossa  integral  trigonometrica  colocamos  tudo  em  termos  de  sen  8 e cos  ft 

Sec^ 1 cos'  # cos  # 

Eg  # cos  # seir#  sen2# 

Portanto,  iazendo  a suhstituieao  u = sen  #.  temos 

i,  f.  , ;r~>  V'" 

a v x .4  4 J serr#  4 J 

4 ( u)  C 4 sen  # + C 
cossec  # 


Usamos  a Figura  3 para  determinar  que  a cossec  # - sjx 1 + 4/x  e assim 


+ 4 


EXEMPLQ  4 ::  Ache  \ 


Exenmlo  * S"bsl"ui?a°  «8<>»om<lrica * = 2 tg  0 aqui  (como  no 

P‘°  3)-  Mds  * sllbsIllu‘92o  direta  « = C + 4 e mais  simples,  porque  da  = 2x  dx  e 


f 4 ' 2 i y // 


+ C = yA2  + 4 + C 


NOTA  o O Exempio  4 ilustra  o fato  de  que  mesmo  quando  as  substitutes 
igonometncas  sao  possiveis,  eias  nem  sempre  dao  a solu?ao  mais  facil  Voce  deve 
pnrnerro  visuahzar  urn  metodo  mais  facil. 


Vx'  + 4 


Acalie  j f onde  a > () 

y x — a- 


SOLUCAO  1 Seja  x=  a sec  ft  onde  0 < 0 < rr/2  ou  rr  < 8 < 3rr/2  Entao 
dx  = a sec  # tg  # dO  e 7 


Portanto 


v'r3  a'  = I)  = vV  tg-’ft  = a I tg  e I = a tg  » 


v‘x2  — a: 


a sec  # tg  # 
a tg  # 


J sec  0 dO  ~ Jn  | sec  # + tg  # j + C 
O triangulo  da  Fignra  4 mostra  que  ,g  ft  . vV^yfl,  asslm  temos 

f dx  _ , * 

J y a~  - a a c 

“ H*  + V*2  - a2|  - Jn  fl  + c 
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Escrevendo  C]  — C — In  a,  temos 


;••; =■  In  | x 4-  yx2  - a2  j + C? 

v-v-  — a* 


S0LUgA0  2 Para*  > 0 a substituigao  hiperbolica  x — a cosh  t tambem  pode  set  usada. 
Usancio  a identidade  coshrv  - senh2y  — 1 , temos 

\Lx2  — a2  = yVr2(cosh2f  — 1)  — a1  senh 2t  — a senh/ 

Como  dx  = a senh  t dt , obtemos 

r dx  “ i*  o senh  t <7/  r 


r dx 

Jj5= 


V*4-  ~ <r 


« senh  r 


= \ dt  — t + C 


Como  cosh  t — x/a,  temos  t ~ cosh ~1(x/a)  e 


j*  dx  j 

x\ 

/ i , ~ cosh  5 

— 

J V*2  - a2 

\ a / 

Embora  as  Formulas  1 e 2 paregarn  muito  diferentes,  elas  sao  realmente  equivalentes  a 
Formula  3.9.4. 

NOTA  q Como  o Exemplo  5 ilustra,  as  substituigoes  hiperbolicas  podem  ser  utilizadas 
no  lugar  de  substituicoes  trigonometricas  e elas,  as  vezes,  nos  levam  a respostas  mais 
simples.  Mas  geralmente  usamos  substituigbes  trigonometricas,  porque  as  identidades 
trigonometricas  sao  mais  familiares  que  as  identidades  hiperbolicas. 


0 


Encontre  j v n 7— -*■■■■-  3/,  dx. 
k (4.x 2 + 9)3/2 


SOLUQAO  Primeiro  notamos  que  (4x2  + 9)3/2  ~ (y4x:2  + 9)3;  logo,  a substituigao 
trigonometrica  e apropriada.  Embora  ^/5jc2™+~9  nao  seja  exatamente  uma  expressao  da 
tabela  de  substituigoes  trigonometricas,  ela  se  toma  parte  delas  quando  fazemos  a substi- 
tuigao preliminar  u — 2x.  Quando  combinamos  esta  com  a substituigao  da  tangente, 
temos  x — f tg  0 , o que  da  dx  — f sec 2 0 dO  e 

\/4x’  ! 9 = y 9 tg20  + 9—3  sec  0 

Quando  * = 0,  tg  0 — 0,  assim  0=9;  quando  x = 3 i/3/2,  tg  0 — y'3,  assim  0 = ir/3. 


n/3  T tg 


(4x2  + 9)3/2 


8 '■a  3 In  in 

— r~7  7 sec  Odd 


to  27  sec1 6 


3 f55'/3  tg'd  3 rV3  sen  d ,,, 

— j6  dO  = i(S  — yr 

6 Jo  sec  0 Jo  cos“# 


3 f rr/3  1 ~ COS  0 ^ 

....  sen  Odd 


Agora  substituimos  u — cos  0 de  modo  que  du  — -sen  0 dd.  Quando  0 — 0,  u — 1; 
quando  0 - rr/3,  u - 
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: A Figura  5 mostra  os  g calicos  do 
integrando  no  Exemplo  7 e de  sua 
integral  indefinida  (com  C = 0).  Qua! 
e quai? 


F1GURA  5 


®Pt3  Exercicios 


Port  an  to 


r?v'3/:  a' 

•;  1.2  1 --  It  ; J-  1/2  . 

■ V • -i 

c/a  “ 

V*  (4a“  + 9f  " 

4 ■ — chi  = * U 

*•  ) ir  ' b 

.....  u ■ 

■ .)  du 

I 1“  2 C r « 

- „ -i 

ifi  j 
1 

ltd  |f!|(  + 2)  - 

It  j. 

(1  + 1 

}1  « 

Avalie  — 7=============^  dx. 

J v'3  --  2x  - x2 


SOLUCAO  Podemos  transformer  o integrando  em  uma  funeao  para  a qua!  a substituicao 
trigonometrica  e apropriada  completando  o quadrado: 


3 --  2a  ---  a2  = 3 - (a2  + 2a)  = 3 + I - (a2  + 2a  + I) 
~ 4 — (a  4-  .1  }- 

Isso  suaere  a substituicao  a ~ x + 1 . Entao  du  — dx  e x — tt  — K assim 


r u — 1 

: V dx  = j — ■ ■■  ■ du 


* V 3 --  2a  - a2  ' v 4 u1 

Agora  substitujmos  it  = 2 sen  6,  obtendo  du  — 2 cos  6 dO  e v 4 ” ul  ^ 2 cos  8,  dessa  forma 


x r 2 sen  8 — 1 

r ^ , dx  = 2 cos  Odd 

v" 3 - 2a  — a*  ■ 2 cos  0 


= | (2  sen  0 - 1 ) dO 
= -2  cos  ^ - 0 + C 


— y 4 — w 2 — sen " 1 i “ 1 + C 


— / x + .1  \ 

•V'3  - 2a  - a2  - sen ‘’I  — - — ; + C 


1-3  Avalie  a integral  usando  a substituicao  trigonometrica 
indicada.  Esboce  e rotule  o triangulo  retangulo  associado. 


Avalie  a integral, 
i a’ 


dx:  x — 3 sec  0 


J rfr  - 9 

2.  | xs  v'9  - a2  dx:  .a  ~ 3 sen  ft 

3.  ! ■ - c/a;  a = 3 tg  0 


6.  } A ’ yA2  + 4 c/\ 


7.  j*  , , . -T  4a 

V A “ V 20  — A- 


dx 

va2  + :i  6 


10  /:rr=',! 
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| •y"  1 4 A'  ci.\ 


J (tt’-  ....  JC2)3--'2 


v ..2  •“  7 

r ' v 1 + A’ 

j .v  \/4  9.x 2 dx 

Jo 

j y5  + 4 x - x dx 


j g dx 


r dx 

• (x2  + 2.x  + 2? 

C.xJT-  x * dt 


^ r vJv2 


V V.v  +4  dx 


14  | 

•'  wy'5  w2 


i6.  r — 

J x \ 16  v 2 - 9 


18,  j _4„  . 

1 [(ax)2  - /.»'  ]" 2 


* f t 


22.  j v-V2  + 1 dx 


• Jt2  — 6 1 4-  13 


*’  y'4x  — x 2 

„„  r dx 

28.  rrryr 

J (5  - 4.x  - x~)m 

„„  COS  t 

30-  X -7=1=* 

V ! + sen  t 


31.  (a)  Use  a substituicao  trigonometrica  para  mostrar  que 



j — ■ = ln(;x  4-  N/.v2  + a2)  4-  C 

J yx - + a- 

( b)  Use  a substituicao  hiperbolica  x ~ a senh  t para  mostrar  que 


Essas  formulas  estao  interligadas  pda  Formula  3.9.3. 
32.  Avalie 


O R x 


Avalie  a integral 

j*  dx 
J x v x~  - 2 

Coloque  ern  tun  graft co  o integrando  e a integral  indefinida  e 
verilique  se  sua  resposta  e razoavel. 

Use  o graft co  para  aproximar  as  raizes  da  equagao 
t \ 4 - .v-  = 2 --  -v.  Entao  aproxime  a area  limitada  pela 
curva  v ~ x2  y4  — x3  e a reta  y = 2 — x. 

Urrta  barra  carregada  de  comprimento  L produz  um  campo 
eletrico  no  ponto  P{a,  b)  dado  por 

ez-d  A b 

EiP)  = j 7T—  dx 

v - >•  4 VTC.4.1 ' + h ) ' 

onde  A e a densidade  de  carga  por  unidade  de  comprimento 
da  barra  e e».  a permissividade  do  vacuo  (veja  a figura). 

Avalie  a integral  para  determinar  uma  expressao  para  o campo 
eletrico  EiP). 


r dx 

( ^ \ 

7= — “-senh  s 

I — j 4*  C 

39. 

J yj-  + a - 

V a J 

pel  os  arcos  dos  circulos  de  raios  r e R.  (Veja  a figura.) 


J fx2  + a~Y  2 

A 

||  (a)  pela  substituicao  trigonometrica. 

(b)  pela  substituicao  hiperbolica  v = a senh  t. 

33.  Eneontre  o valor  medio  de  f(x)  = Vx‘  - 1/x,  15x^7. 

34.  Eneontre  a area  da  regiao  limitada  pela  hiperbole 
9.x3  - 4v2  = 36  e a reta  x = 3. 

a 

35.  Prove  a formula  A = \r2B  para  a area  de  um  setor  circular 
com  raio  r e angulo  central  6.  [ Sugestao : Suponha 

0 < 0 < 7t/2  e coloque  o centro  do  ctrculo  rta  origenv. 
assim  ele  tera  a equa^ao  x2  + y2  — r2.  Entao  A e a soma  da 
area  do  triangulo  POQ  e a area  da  regiao  PQR  na  figura. j 


40.  Um  tanque  reservatorio  de  agua  tern  o formate  de  um  cilindro 
com  diametro  de  10  pes.  Ele  esta  montado  de  forma  que  as 
secedes  transversals  circulates  sao  verticals.  Se  a profundidade 
da  agua  e 7 pes.  qual  porcentagem  da  capacidade  total  esta 
sendo  usada? 

41.  Um  to.ro  e gerado  pela  rotagSo  do  cfrculo  x2  + (y  ~ R)2  = r2 
ao  redor  do  eixo  x.  Ache  o volume  limitado  pelo  tore. 


Integrate  de  Funcoes  Racionais  por  Fracoes  Parciais 

Nesta  setrao  moslraremos  como  integrar  cjualquer  funcao  racional  (uni  quoeiente  de 
polinomios)  expressando-a  como  uma  soma  de  fracoes  mais  simples,  chamadas  fragoes 
parciais . que  ja  sabemos  como  integrar.  Para  ilustrar  o rnetodo.  observe  que  levando  as 
fracoes  2/(x  - 1)  e \/{x  4-  2)  a um  denominador  comum  obtemos 


.v  - 1 


1 2(x  + 2)  - (x  - 1)  x + 5 

+ 2 “ (x  - 1 }(x  + 2)  ~ x2  + x - 


Se  revertermos  o procedimento,  veremos  como  integrar  a funcao  no  lado  direito  dessa 
eauacao: 


x + 5 


X " + X 


dx 


dx 


X - 1 x + 2 . 

2 in  I a'  - 1 1 - Ini*  + 2 


C 


Para  ver  como  esse  metodo  de  fracoes  parciais  funciona  em  geral.  consideramos  a 
I II  neat)  racional 


fix) 


P(x) 

Q(x) 


onde  P e Q sao  polinomios.  E possivel  expressar  / como  urna  soma  de  fracoes  mais 
simples  desde  que  o grau  de  P seja  menor  que  o grau  de  Q.  Essa  funcao  racional  e 
denominada  propria.  Lembre-se  de  qne  se 


P{x)  = a„x”  + a» i.r' 


+ (1{X  + (Iq 


onde  a„  t*  0,  entao  o grau  de  P e n,  e escrevemos  deg(P)  — n. 

Se  f e impropria,  isto  e,  deg(P)  2s  deg(0.  entao  devemos  ter  uma  etapa  preliminar 
divkiindo  P por  Q (por  divisao  longa)  ate  o restante  R(x)  ser  obtido,  tal  que 
deg(P)  < deg (Q).  A divisao  e 

, pm  „ . . m x) 

fix)  — —7  — >S.\)  + — — - 

Q{x)  Q(x) 

onde  S e R sao  polinomios  tamhem. 

Como  o exemplo  a seguir  mostra,  algumas  vezes  essa  etapa  preliminar  e tudo  o que 
preci  samos. 


t-j  4-  x 

c^&MPlO  1 Ache  - — dx. 

J x 1 

S01UQA0  Como  o grau  do  numerador  e major  que  o grau  do  denominador,  primeiro 
devemos  fazer  a divisao  longa.  Isso  nos  pennite  escrever 


x~ 


— dx  — 


X*  + X 


dx 


— — + — + 2x  + 2 In  j x — 1 | + C 


x - 1 
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A proxima  etapa  e fatorar  o denominador  Q(x)  o maximo  posssvei.  Pode  ser  mostrado 
que  qualquer  polinomio  Q pode  ser  fatorado  como  um  produto  de  fatores  lineares  (da 
forma  ax  4 b)  e fatores  quadraticos  irredutiveis  (da  forma  ax 1 4 bx  4-  c.  onde 
b 2 - 4 ac  < 0).  For  exemplo,  se  Q(x)  — r ' - 16,  poderiamos  fatorado  como 

(J(x)  - (a-2  - 4}(x2  4 4)  = (a  - 2) (a  4 2)(  v2  4 4) 

A terceira  etapa  e expressar  a funqao  racional  propria  R(x)/Q(x)  (da  Equaqao  1)  como 
uma  soma  de  fragoes  parciais  da  forma 


(ax  4 by 


Ax  4 B 

(ax2  4 bx  4 cV 


Um  teorema  na  algebra  garante  que  e sempre  possivel  fazer  isso.  ExpHcamos  os  detalhes 
para  os  quatro  casos  que  oeorrem. 

CASO  I o O denominador  0(x ) e um  produto  de  fatores  lineares  distintos. 

Isso  significa  que  podemos  escrever 

Q(x)  — (a i A 4 bi)(a2x  4 b2)  ' • ‘ (at x 4 bk) 

onde  nenhum  fator  e repetido  (e  nenhum  fator  e mutiplo  constante  do  outro).  Nesse  case 
o teorema  das  frayoes  parciais  estabelece  que  existem  constantes  Ai,  At,  . - - ♦ A*  tal  que 


0(a)  a jA  4 b\  a 2 x 4 bj 


at  x + bt 


Essas  constantes  podem  ser  determinadas  como  no  exemplo  seguinte. 


EXEMPLO  2 g Avalie  f 


a2  4 2a  — 1 
2a3  4 3a2  — 2a 


SOLUQAO  Como  o grau  do  numerador  e menor  que  o grau  do  denominador,  nao  pre- 
cisamos  dividir.  Fatoramos  o denominador  como 

2a3  4 3a2  - 2a  - a (2a2  4 3a  - 2)  = a (2a  - 1)(a  4 2) 

Como  o denominador  tern  tres  fatores  lineares  distintos,  a decomposipao  em  tragoes 
parciais  do  integrando  (2)  tern  a forma 


a2  4 2a  — 1 A B C 

x(2x  — 1)(a  4 2)  x lx  — 1 a 4 2 


c Outro  metodo  para  achar  A,  B e C e 
dado  na  nota  apos  este  exemplo. 


Para  determinar  os  valores  de  A,  B e C multiplicamos  ambos  os  lados  dessa  equacao 
pelo  produto  dos  denominadores,  x(2x  ~ l)(x  4 2),  obtendo 


a2  4 2a  — 1 = A (2a  - 1 )(x  4 2)  4 Bx(x  4 2)  4 Ca(2a  - 1) 


Expandindo  o lado  direito  da  Equapao  4 e escrevendo-a  na  forma-padrao  para  os 
polinomios,  temos 

if]  a2  4 2a  - 1 - (2A  ABA  2C)x 2 4 (3 A 4 IB  - C)a  ~ 2A 
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r a Figura  1 mosira  os  grancos  do  inte- 
grando  e de  sua  integral  indefinida  (com 
K =~  0).  no  Exemplo  2.  Qua!  e qual? 


!" 

_ "• 

i 

\ -- 

\ 

v 

/>/ 
\l  1 

, 1.  i 


FIGURA  1 


'Ii  Podemos  con  fen  r nosso  results  do 
tomando  o denominador  comum  dos 
term  os  e depois  soma-ios. 


Os  polinomios  na  Equacao  5 sao  idenbcos.  entao  sens  cddicientes  devem  ser  iguais.  O 
coeficiente  de  a:  do  lado  direito.  2.4  + B -f  2C.  deve  ser  igual  ao  coeficiente  de  x:  do 


lado  esquerdo.  ou  seja.  : 

1 . Do  niesmo  modo. 

os  coeficiente; 

> de  a 

sao  iguais  e os  termos 

constantes  tambem.  Lssc 

• resulta  no  seguinte 

sistema  de  eqi 

iaeoej 

; para  A . B e C: 

2A  + B 

•f  2 C = i 

3A  + 2 B 

C - 2 

Resolvendo,  obtemos  A 

— 2 A 

= Lb  - J e c = - 

-- . e assim 

r X“  + 2a  — 

1 dx  1 ( 1 1 

1 1 

i 

- 5 - )dx 

• 2 a ■ + 3x~ 

2a  ' ' j 1 2 a 

5 2a  - I 

10 

x + 2 1 

— r In  [a j + 

To  In  1 2a  1 

1 fo 

In  1a  + 2|  + K 

Integra ndo  o termo  do  meio  fizemos  mentalmente  a substitui^ao  u = 2; 
em  chi  — 2 dx  e dx  ~ du/2. 


. que  resulta 


NOTA  n Podemos  usar  urn  metodo  alternative  para  encontrar  os  coeficientes  A.  B e C 
no  Exemplo  2.  A Equacao  4 e uma  identidade;  isto  e verdadeiro  para  cada  valor  de  x. 
Vamos  escolher  valores  de  x que  simplificam  a equacao.  Se  coJocarmos  x — 0 na  Equa- 
cao 4,  logo  o segundo  e o terceiro  membros  do  lado  direito  desaparecerao,  e a equacao 
sent  -'2 A — — J,  ou  A — L Da  mesma  maneira,  x = { dti  5B/4  = { e _v  — ~~2  da  IOC  — 1, 
assim  B = | e C = - pp  (Voce  pode  argumentar  que  a Equacao  3 nao  e valida  para  .v  = 0, 
{ ou  -2.  entao,  por  que  a Equacao  4 deveria  ser  valida  para  aqueles  valores?  De  fato.  a 
Equacao  4 e valida  para  todos  os  valores  de  a,  ate  para  x — 0,  | e -2.  Veja  o Exercfcio 
67  para  uma  explicagao.) 


Jit 


AC 


d-d 

1 


■ 


Encontre 


dx 


— . onde  a t6  0. 


S0LUQA0  O metodo  das  fra^oes  pareiais  da 


e,  portanto, 


1 A _ B _ 

(a  — a)  (a  + a)  x --  a x + a 


A (a  4-  a)  + B{  x a)  = l 


Usando  o metodo  da  nota  anterior,  colocamos  x ~~  a nest  a equacao  e obtemos  A (2a)  1. 

assim  A = 1/(2 a).  Se  pusermos  x ~ — a , obteremos  B(  — 2a)  — 1 e,  dessa  forma. 

B — - 1/(2 a).  Entao 


2 a 


I In  ! a 


In  j a + a | j + C 


dx 
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Como  In  -v  - in  y ln(x/y),  podemos  escrever  a integral  como 


r d v 1 ! x — a t 

— T ^ “ln  i — , i + C 

J x ” — a 2a  \ x + a \ 


Veja  os  Exercfcios  53-54  para  duas  maneiras  de  usar  a Formula  6.. 


CASO  i!  f 1 Q{x)  e um  produto  de  fatores  lineares,  mas  alguns  deles  sao  repetidos. 

Suponha  que  o primeiro  fator  linear  Fox  4-  bd)  seja  repetido  r vezes;  isto  e.  («ix  4-  b\ 
oeorre  na  fatoracao  de  <9(x).  Entao,  em  vez  de  urn  unico  terrno  Aj/Fnx  + b\)  na  Ecjuacao 


usanamos 


- 4 + 4 — — 

a x + hi  («iX  + b,Y 


(«ix  + b\Y 


Para  ilustrar  podenamos  escrever 

x5  - x + 1 _ A B t C D E 

x2(x  - ])3  x x2  x - 1 (x  - l)2  (x  ~ l)-’ 

mas  preferimos  entrar  em  detalhes  em  um  exemplo  simples. 


r x ' — 2x“  4-  4x  4-  1 

EXEMPLO  4 □ Encontre  — ax. 

-■  x'  — X~  “ X + 1 

SOLUQAO  A primeira  etapa  e dividir.  O result  ado  da  divisao  longa  e 

x4  - 2x2  + 4x  + 1 ' 4x 

; = x + 1 + — 

x3  — X~  ~ x 4-  1 x — x~  ~~  X 4-  1 

A segunda  etapa  e fatorar  o denominador  Q(x)  ~ x3  — x2  — x + 1 . Como  Q(  1 ) = 0, 
sabemos  que  x — 1 e um  fator  e obtemos 

x3  - x2  — x 4-  I = (x  --  l)(x3  1)  — (x  — l){.x  — l)(x  + 1) 

= (x  — 1 P(x  4-  1) 

Como  o fator  linear  x ■-  1 oeorre  duas  vezes,  a deeomposicao  em  fracoes  parciais  e 

4x A B 4 C 

(x  — |)2(x  4-  1)  x — 1 (x  — l )2  x 4-  1 

Multiplicando  pelo  rmnimo  denominador  comum,  (x  - l)2(x  + 1),  temos 

|T!  4x  - Aix  - 1 )(x  4-  1)  + B(x  4-  1)  + C(x  - l)2 

- (A  + Ox2  + (B  - 2 C)x  4-  {-A  4 B f C) 


□ Outro  metorio  para  achar  os 
coeficientes: 

Fapa  x — 1 em  (Si:  B — 2. 

Faca  x — ~ 1 : C — ~ 1 
Faga  x — 0:  A ~ B + C — 1. 


Agora  equacionamos  os  coeficientes: 


A + C - 0 


B - 2 C = 4 


■A  + B + C - 0 
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Resol' vendo;  obternos  A =1,8  — 2 e C 
f .V*  2 a " A 4 a:  A j ^ 


. assim 


j (a 


a-  + In  \x  -■  1 


x - 1 


In  I x A 1 I + K 


A x 


. \x  - i ] 

+ In  i i + K 

i a A 1 j 


~ Q(-x)  eon  tem  fatores  quadraticos  irredutiveis,  nenhum  dos  quais  se  repete. 

Sc  Q(x)  tem  o fa  tor  ax2  A bx  A c,  onde  b~  — 4 ac  < 0.  entao,  alem  das  fracoes  parciais 
nas  Equacoes  2 e 7.  a expressao  para  R(x)/Q(x)  tera  uni  termo  da  forma 


Ax  A B 


ax  “ + bx  A c 


ondc  A e B sao  as  constantes  a ser  determinadas.  Por  exemplo,  a fun^ao  dada  por 
fix)  = v/[(.x  - 2)(a_  A !)(.x2  A 4)]  tem  uma  deconiposicao  em  fracoes  parciais  da  forma 


A Bx  A C Dx  A E 

A 


(x  - 2) (a 2 A 1 )(.x2  + 4)  x - 2 a2  A 1 ’ a2  4-  4 

O termo  dado  em  (9)  pode  ser  integrado  completando-se  o quadrado  e usando-se  a formula 


dx 


— tr 


a~  a 


A C 


c 2x2  — x + 4 

EXtMPLO  5 Avalie  r- ---dx. 

J x + 4.v 

SOLUQAO  Como  x A 4a  = xf.r  A 4)  nao  pode  ser  mais  fracionado,  escrevemos 

2a2  - a A 4 _ A_  Bx  A C 

a" (a  A 4)  x x^  A 4 

Multiplicand©  por  a (x2  A 4) , temos 

2 a2  - A A 4 = A (a  2 A 4)  A ( Bx  A C)x 
= (A  + B) x2  A Cx  A 4A 
Equacionando  os  coefieientes,  obternos 

A A B — 2 C — - I 44  — 4 

Entao  A ~ 1 ,B—  1 eC  = — 1.  e,  dessa  forma. 

1 V - i \ 

dx 


r 2 a “ — a A 4 

_ ff  1 , M 

j A3  A 4a 

J ( A r A2  A 4 J 
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Para  integrar  o seguodo  termo  o dmdlmos  em  duas  partes: 


X 


dx 


Fazemos  a substituipao  u ~ a2  + 4 na  prirneira  das  integrals  qe  modo  que  du  = 7x  dx. 
Avaliamos  a segunda  integral  usando  a Formula  10  com  a = 2: 


2a1 


4 


X ( A “ + 4) 


dx 


dx  + 


x"~  +•  4 
4) 


c/a 


1 


(/a 


A"  + 4 
;)  + 


EXEMP1 


Avalie 


4a' 


3a  + 2 


dx 


•-  4.x"1  — 4a  + x 

SOLUCAO  Como  o grau  do  denominador  nao  e menor  que  o do  numerador,  primeiro 
dividimos  e obtemos 


4a2  - 3a  + 2 _ a - 1 

4 A'2  — 4x  + 3 4a2  — 4x  + 3 

Note  que  o termo  quadrat! co  4a2  — 4a  + 3 e irredutivel,  porque  seu  discriminante  e 
b 2 — 4 ac  — — 32  < 0.  Isso  significa  que  este  nao  pode  ser  fatorado,  entao  nao  precisamos 
usar  a tecniea  da  fragoes  parciais. 

Para  integrar  a funcao  dada  completamos  o quadrado  no  denominador: 

4a2  - 4a  + 3 = (2a  - l)2  + 2 

Isso  sugere  que  faqarnos  a substituiqao  u — 2a  — 1 . Entao,  du  — 2 dx  e a — ( u + ])/2, 
assim 


r 4a2  - 3 a + 2 
• 4 a'-  ~ 4 a + 3 


dx  =1(1+ 


x - 1 


4a"  — 4a  + 3 


dx 


X + j 


j * U | * 

= x + 4 -T— ; - du  - 4 

- u + 2 


2 4- 


du 


= x + i In  (id  + 2)  - 2 * -U  tg 

*4  \/  Z 


— a + |ln(4A2  - 4a  + 3)  — —7 = tg' 

4 y 2 


+ c 

2a  - 1 


+ C 


NOTA  □ O Exemplo  6 i lustra  o procedimento  geral  para  se  integrar  uma  fragao  parcial 
da  forma 


Ax  + B 
ax 1 + bx  + c 


onde  b 2 — 4ae  < 0 


CALCULG 


editors  Thomson 


□ Seri  a extremamente  tedioso  o 
calculo  manual  dos  va lores  nurmericos 
dos  coeficientes  no  Exernplo  7.  A 
maioria  dos  sistemas  algebricos 
computacionais,  contudo,  encontra  os 
va  lores  numericos  muito  rapidamente. 
Por  exemplo,  o cornando  Maple 

con  vend,  parfrac.  x) 
ou  o comando  do  Mathematica 
Apart  [f] 

dao  os  seguintes  valores: 

A = - 1 , C — D — -•  ] . 

£=fr  F — ■■■•  | , <3 
/=-■!.  ./  - | 


Complelamos  o quad  ratio  no  denominador  e entao  fazemos  a subsiihiicao  que  traz  a 
integral  para  a forma 


Cu  + D 


du  — C 


du  + D 


da 


u"  •+•  cr 


Entao  a primeira  integral  e run  logaritmo,  e a segunda  e expressa  em  termos  de  tg 


orsu  tv  ::  QLx)  content  futures  quadraticos  irreduiiveis  repetidos. 

Se  Qdx)  tern  um  fator  {ax''  + hx  + cY , onde  b~  — 4 ac  < 0.  entao,  em  vez  de  uma  unica 
fracao  parcial  (9).  a soma 

pjyi  4 ) a 4-  B\  t AzX  + Bi  ( Arx  + B, 

ax~  + hx  -f  c (at2  + hx  + c)2  (at2  + hx  4-  c)' 


ocorre  na  decomposicao  em  fracoes  parciais  de  R(x)/Q(x).  Cada  um  dos  termos  de  (11) 
pode  ser  integrado  prinieiro  compJetando-se  o quadrado. 

tXkmrLU  s Escreva  a forma  da  decomposicao  em  fracoes  parciais  da  funcao 

x*  4-  x 2 + 1 

x(x  - I Ha 2 4-  x + I H r 4-  1)? 

soiugAo 


x'  + r 4-  1 

x(x  ~ 1 X.r  + X 4-  I )(.vT  f 1 7 

_ A_  ^ B _Cx  4-  D Ex  4 F Gx  + H lx  + J 
X ' x 1 x2  + X + 1 .X2  4-  1 ' ( X 2 + l)2  ' (x2  4-  D3 


Avalie 


x(x2  4-  l)2 


dx. 


SOLUgAO  A forma  da  decomposicao  em  fracoes  parciais  e 


" x 4-  2xc  — x"’  A Bx 

x (x 1 4-  I)2  x x2 


C Dx  4-  E 

i 1 (x2  + 7y 


Multiplicando  por  x{x2  + 1 )2,  temos 

x ! + 2x2  - x + I = A(x2  4-  l)2  + (Bx  + C)x(x2  + 1)  4-  (Dx  + E)x 

= A(x4  4-  2x2  + 1)4-  B(xa  4-  x2)  + C(x3  4-  x)  4 Dx2  4 Ex 
= {A  + B)x*  4-  Cx2  + (2 A 4-  B 4-  D)x2  4-  (C  + E)x  4-  a 


Se  equacionarmos  os  coeficientes,  obteremos  o sistema 


AE  B ------  0 C = - 1 2A  + B -r  D — 2 C 4-  E — - 1 A = 1 

que  tern  a solucao  A — l,B  — — 1 , C = — ],D  — 1 e£  = 0.  Entao 
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r No  2*  e 4£:  termos,  fizemos 
me ntai m e nt e_ a s u bsti tu i cao 
h = .r  + 1 . 
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1 ” x 4 2x2  — x' 
x(x2  + l)2 


dx 


if 1 


dx 


: — r (IX 

i x " 4-  I )-  / 

dx 


x dx 


J x*  4-  j 

= In  I x ! — 5 ln(_x2  4-  1)  — tg-'x 


A'--  4 1 (x~  4 i )■ 

+ K 


2(x'  4 1) 


Notamos  que  algumas  vezes  as  Dadoes  parciais  podem  ser  evjtadas  na  integracao  d 
funcoes  racionais.  Par  exemplo.  embora  a integral 


x*  4 


3 xix2  4 3) 


dx 


possa  ser  avaliada  pelo  metodo  do  Caso  II.I,  e muito  mais  fac.il  observar  que 
u — xix1  4 3)  — x*  4 3a,  entao  du  ~ (3a2  4 3)  dx , e assim 

r + 1 i , . ^ | , r 

dx  — \ In  i X"  4 ox  4 ( 


J xix2  4 3) 


Substituicoes  Racionalizantes 

Algumas  funcoes  nao  racionais  podem  ser  trams  form  adas  em  funcoes  racionais  por  me: 
de  substituicoes  aproprjadas.  Em  particular,  quando  urn  integrando  content  uma  expresst 
da  forma  %jg{x):,  entao  a substituigao  « = 'ijg(x)  pode  ser  eficaz.  Outros  exemplos  apart 
cem  nos  exercfcios. 

c J x 4 4 

EXEMPLO  9 □ Avalie  dx. 

3 X 

SOLUQAO  Seja  u ~ \X  4 4.  Entao  u1  ~ x 4 4,  assim  x — u 2 — 4 e dx  = 2 u du. 
Portanto 


v -T 


dx 


l 

2 li  du  — 2 — — 


du 


- 2 


du 


Podemos  avaliar  essa  integral  fatorando  ul  — 4 em  [u  — 2 ){«  4 2)  e usando  as  fracoes 
parciais  ou  a Formula  6 com  a = 2: 


x 4 4 


v - • dx  - 2 du  4 8 i 
.V  * J 


du 


1 i u - 2 s 

= 2«  4 8 • — In  1 — i 4 C 

2*2  | a 4 2 I 


2yx  4 4 4 2 In 


! v A 


4 4 


4 C 


1-6  ~ Escreva  as  formas  de  decomposi^ao  em  fracoes  parciats  da 
fun^ao  (como  no  Exemplo  7).  Nao  determine  os  va lores  numericos 
dos  coeficientes. 


x 


1.  (a) 
2*  (a) 
3-  (a) 

4.  (a) 

5.  (a) 


2x 


(x  + 3){3x  + 1 ) 

x - 1 

1 2 
X + X 

? 


x~  + 3jt  - 4 
x" 


x 4-  4x  a-  3 

4 

x 

X ! - 1 


X 


6.  (a)  — — 

ix"  + x)(x"  -x+3) 

7-38  □ Avaiie  a integral. 

/x 

dx 

x-6 

r x~9 

9.  f — dx 

•7  (x  + 5)(x-2) 


13  5 


x~  ~ 1 
ax 


dx 


x - bx 
0 (x  + \ r 


K.  irf. 


„ r-  4v-  - 7v  - 12  , 
17,  f -x - dv 

41  vt 


19. 


/ 


>’(>’  + 2)(,y  - 3) 

1 


dx 


27 

27 


(x  + 5)  (x  - 1 ) 
5x2  +3.T-2 


dx 


x'  + 2x“ 
xA 

(x  + 1)3 


dx 


25. 


I 


10 


dx 


(x-lKV  +9) 


/.x  + x + 2x  + 1 

27.  f-  dx 

4 (x‘  +l)(x‘  +2) 

x + 4 

29.  f — dx 

4 XZ  + 2x  + 5 


(b)- 


X'  4-  2x‘  + X 


X — 1 

(b)  — r 


(bV 


(b) 


(b)~ 


(x  - 1 )(x"  + x + 1 ) 
2x  + 1 

(x  + 1)  (x  + 4)~ 

/ + 1 +1 


(r  + i)(r  + 4) 


(b) 


6 3 

X - X 


s,  r — - 

^ a,  ^ 

,0.  /— 


dr 


dt 


7.7 

7 


(/  + 4)(t  - 1 ) 
i x- 1 


r + 3x  + 2 
I 

(x  + a){x  + b) 


dx 


J x~  -4x-I0 

18,  f dx 

J 0 V.- 


18 


4 x 

20.  f 
22.  J 


x ~ x - 6 
;t‘  + 2x  - 1 


dx 


(x  - 3)(x  + 2f 
ds 


dx 


24, 


f 


r 
X 


(x+l)“ 


dx 


__  rx~-x  + 6 

26.  j — dx 


28. 


f 


x + ax 
x2  - 2x-  1 


(x-  l)*(x‘  +1) 


dx 


~x‘  -2x~  +.v  + 1 

m /-j— 7i— rrft 

4 x + bx  +4 


31. 

r 1 

f-r-dx 

32. 

j ..V  - i 

33. 

7 X3  + 2x 

f , ~ -"TTi  dx 

x + xx  + 4 

34. 

35. 

r dx 

4 , 

35. 

* X - X 

37. 

r x ~ 3 

f ? 2 dx 

7 (x  + 2x  + 4)” 

38. 

r1  -r 

. I.  — dx 

4°  v~  + 4.x  + 13 


x 


dx 


• 7 


X'  +1 

1 2x? + 5x 


+ 5:r  + 4 


dx 


/■ 


x + 1 


x{xs+  1 V' 


dx 


39. 


*F  xyx  + 1 


dx 


i* ! 6 v A" 

41  — c/x 

is  X - 4 


40. 


42. 


x •••■  y x + 2 

I 

dx 


dx 


43. 


V**  + .1 


dx 


1 + v'x 

r?  Jx 

44.  j ~~ dx 

.'1/3  x*  4-  x 


45.  j --7= — dx  [Sugesnlo:  Substitua  u — yx.i 

y/x  ~ y'X  ' ' 


46.  j ~rj= Tr  dx  [Suges/do;  Substitua  u — v'x-j 

v x + 


47. 


J <7  + 3ex 


dx 


48. 


COS  X 


$en‘x  + sen  x 


dx 


49-50  □ Use  a integrayio  por  partes,  jumamente  com  as  tecnicas 
desta  scyao.  para  calcular  a integral. 

49.  J ln(x“  - x + 2)  dx  50.  Jx  tg”1  x dx 


?M  51.  Use  um  grafico  de  fix)  — l/(x2  --  2x  — 3)  para  decidir  se 
jp/(x)  dx  e positiva  ou  negativa.  Utilize  o grafico  para  dar 
lima  estimativa  aproximada  do  valor  da  integral  e entao  use  as 
fracoes  parciais  para  encontrar  o valor  exato. 

52.  Plote  a funcao  y = l/(x~  ~ 2x2)  e sua  antiderivada  na  mesma 
tela. 

53-54  Avaiie  a integral  completando  o tjtiadrado  e usando  a 

Formula  6. 


53. 


dx 


x'-  — 2x 


54. 


2x  4-  1 


4x2  + 12x  — 7 


dx 


55.  0 matemdtico  alemao  Karl  VVeierstrass  (1815-1897)  noton  que 
a substituicao  t - tg(x/2)  convene  qualqtier  funcao  racional  de 
sen  x cos  x em  uma  funcao  racional  ordinaria  de  r. 


M 


33-48  Fa^-a  a substituicao  para  expressar  o integrando  como  uma 
fun§ao  racional  e entao  avaiie  a integral. 


«| 


*| , 


yif- 


si 
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(a)  Se  t = tg(-t/2),  ~tt  < x < rr.  esboce  urn  triangulo 
retangulo  oo  use  as  identidades  trigonornetricas  para 
mosirar  que 


(>)  _ _ 

1 

( ±\ 

\ 2 / yi 

4 r2 

\ 2 j 

cos 

(b)  Mostre  que 

COS  X — 

(c)  Mostre  que 


! + r 


i Z-L 

1 + r 


sen  x = — 


2 / 


4 r 


dx  ~ 


■ dt 


56—59  □ Use  a substituipao  do  Exercfcio  55  para  transformar  o 
integrando  em  uma  funpao  racionai  de  t e entao  avalie  a Integra 

r dx 


J 3 - 5 sen  x 

r/2  1 


dx 


57. 


59. 


3 sen  x — 4 cos  x 


dx 


•'  2 sen  x 4 sen  2x 


dx 


Jtt/3  ! 4 sen  x — < 

60-61  D Encontre  a area  da  regiao  sob  a curva  dada  de  a ate  b. 
60.  v = — : , o = 5,  b — 10 


61.  y 


6x  + 8 

a = 2,  b = 3 


Encontre  o volume  do  solido  resultante  se  a regiao  sob  a curva 
v — \/(x2  + 3x  + 2)  de  x = 0 a x = 1 for  girada  ao  redor  do: 
(a)  eixo  x e (b)  eixo  y. 

Um  metodo  de  retardar  o crescimento  de  uma  populacao  de 
insetos  sem  usar  pesticidas  e introduzir  na  populacao  um 
numero  de  machos  estereis  que  cruzam  com  femeas  ferteis, 
mas  nao  produzem  filhotes.  Se  P representa  o numero  de 
femeas  na  populacao  de  insetos,  5,  o numero  de  machos 
estereis  introduzidos  a cada  geragao  e r.  a taxa  de  crescimento 
populacional  natural,  entao  a populacao  de  femeas  esta 
relacionada  com  o instante  t por 


68. 


P 4 S 


. , r dP 

} />[{r  - i )p  ~ 5] 

Suponha  que  uma  popuiagao  de  insetos  com  10.000  femeas 
cresca  a uma  taxa  de  r ~ 0,10  e que  900  machos  estereis  sejam 
adicionados.  Avalie  a integral  para  dar  uma  equagao  relacionando 
a populacao  de  femeas  com  o tempo.  (Note  que  a equacao  resui- 
tante  nao  pode  ser  resol  vida  explicitamente  para  P.) 

64.  Fatore  x4  + ! como  uma  diferenca  de  quadrados  adicionando 
e subtraindo  a mesma  quantidade.  Use  essa  fatoracao  para 
avaliar  f l/(x4  + 1)  dx. 

65.  (a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  encontrar  a 

decomposicao  em  fracoes  parciais  da  funcao 

4;v:3  - 21  x2  4 5x  - 32 


fix)  « 


30.x5 


3x4  4 50.x 3 - 286a  2 - 299x  - 70 


66. 


(b)  Use  a parte  (a)  para  encontrar  \ fix)  dx  (manualmente)  e 
compare  com  o resultado  usando  CAS  para  integrar  / dire- 
tamente.  Comente  qualquer  discrepancy. 

(a)  Encontre  a decomposicao  em  fragoes  parciais  da  funcao 
12.x5  - 7x3  - 13x2  + 8 


fix) 


100.x6  - 80.x5  + 1 16x4  - 80x3  4 4 Lx2  - 20.x  4 4 


67. 


(b)  Utilize  a parte  (a)  para  encontrar  J f(x)  dx  e plote  / e sua 
integral  indefinida  na  mesma  tela. 

(c)  Use  o grafico  de  / para  descobrir  as  caracterfsticas  princi- 
pals do  grafico  de  j fix)  dx. 

Suponha  que  F,  G e Q sejam  polinomios  e 
Fjx)  = Gjx ) 

Q(x)  Q(x) 

para  todo  x,  exceto  quando  Q(x)  — 0.  Prove  que  Fix)  — Gf.x) 
para  todo  x.  (Sugestao:  Use  a continuidade.) 

Se  / e uma  funcao  quadratica  tal  que  /( 0)  = 1 e 

f M , 

| — — -r  dx 

J X2(x  + IF 

e uma  funcao  racionai,  encontre  o valor  de  f'(0). 


A integrate  e mais  desafiante  que  a diferenciacao.  Para  achar  a derivada  de  uma  funcao 
e obvio  qual  formula  de  diferenciacao  devemos  aplicar.  Porem  nao  e necessariamente 
obvio  qual  tecniea  devemos  aplicar  para  integrar  uma  dada  funcao. 

Ate  agora  as  tecnicas  individuals  tern  sido  aplicadas  em  cada  segao.  Por  exemplo, 
usamos  geralmente  a substitute  no  Exercfcio  5.5,  a integrayao  por  partes  no  Exercfcio 
7.1  e as  l’ra95es  parciais  no  Exercfcio  7.4.  Mas  nesta  secao  apresentamos  uma  colepao  de 
integrais  misturadas  aleatoriamente,  e o principal  desafio  e reconhecer  que  tecniea  ou 
formula  devem  ser  usadas.  As  regras  facets  e rapidas  para  a aplicacao  de  um  dado  metodo 
em  uma  determinada  situacao  nao  sao  fomecidas,  contudo,  damos  alguns  conselhos  sobre 
estrategias  que  voce  pode  achar  util. 

Um  pre-requisito  para  a selecao  da  estrategia  e o conhecimento  das  formulas  basicas  de 
integraeao.  Na  tabela  seguinte  juntamos  as  integrais  de  nossas  listas  anteriores  com 
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variLis  formulas  adicionais  que  aprendernos  neste  capftulo.  Muitas  del  as  deveriam  ser 
memorixadas.  h util  conhece-las  iodas,  mas  aqueias  marcadas  com  asterisco  nao  neeessi 
tam  scr  memorixadas.  porque  podem  ser  lacilmente  deduzidas.  A Formula  19  pode  ser  evi- 
tada  usanclo-se  fracoes  parciais  e as  substituieoes  trjgonometricas  podem  ser  utili/adas  no 
Sugar  da  Formula  20. 


As  constantes  de  integracao  foram  omitidas. 


1,  j \ "</ v = (n  9^  - 1) 

n + i 


3.  ) ex  dx  — ex 
5.  | sen  a dx  — cos  a 
7.  | sec  a:  c/a  — tg  v 
9.  ) sec  a tg  x dx  = sec 


2,  | — dx  In  ! a j 
x 


4.  j a ' dx 


x A 


In  a 

6.  | cos  x dx  -----  sen  v 
8.  j cosseclv  dx  — — cotg  x 
10.  J cos  sec  a cotg  a dx  — — cossec  x 


11.  sec  x dx  — In  I sec  a + tg  a I 12.  j cossec  a dx  In  j cossec  a - cotg  x\ 


i 17. 


*19. 


j tg  x dx  — 

In  J sec  x | 

14. 

| cotg  xdx— 

In  | sen  x | 

J senh  x dx  - 

cosh  x 

16. 

j cosh  x 

dx 

— senh  x 

j-  dx 

1 r,  / x \ 

fg  1 1 

a \ a J 

18. 

f dx 

— sen0  (- 

-■  A2  4-  IV 

i 

X" 

j-  dx 

i . x — Q j 

— mi i 

la  i x + a \ 

*20. 

f dx 

— In  |a  + 

- x~  — a" 

1 , = - 
•'  V-c  ± 

a 2 

AA 


- Ha-' 


jfj 

■ 

•#h: 


a i v x~  z;  cv 


Uma  vex  que  estiver  armado  com  essas  formulas  basicas  de  integracao,  se  nao  vir  ime- 
diatamente  como  atacar  uma  dada  integral,  voce  podera  tentar  a seguinte  estrategia  de  qua- 
tro  etapas. 

1-  possfvel,  simpliflque  o integrands  Algunias  vexes  o uso  de  manipulagao  alge- 
briea  ou  identidades  trigonometricas  simplifica  o integrando  e torna  o metodo  de 
integracao  obvio.  Aqui  estao  alguns  exemplos: 

j \ v ( 1 + v v ) dx  = j ( v'a  4-  a)  dx 

sen  0 


tg  0 


dO 


cos"  0 dO 


sec "0  cos  0 

— j sen  0 cos  0 dO  — j j sen  20  dO 
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j ( sen  v + cos  xfdx  ~ j (seir.Y  + 2 sen  x cos  .v  4-  cos'  v)  d.x 
= | ( 1 + 2 sen  x cos  x)  d.x 

t.  Procure  por  uma  sabstitusoio  obvia  Tente  encontrar  alguma  funcao  u = g(x)  no 
integrando  cuja  differencial  ciu  — (fix)  dx  tambem  ocorra,  separadamente  da  constante. 
Por  exemplo.  na  integral 


notamos  que,  se  u — xz  — 1,  entao  du  ~ 2 x dx.  Portanto.  usamos  a substituicao 

it  — x2  - 1 em  vez  do  metodo  das  fracoes  parciais. 

3,  Classiftqy®  § integrando  rfe  acordo  com  s«a  forma  Se  as  Etapas  i#  1 e 2 nao 

Jevaram  a uma  solugao,  entao  olhamos  para  a forma  do  integrando  fix). 

(a)  Fun  foes  tri.gonometri.cas . Se  fix)  e tun  produto  de  potencias  de  sen  x e cos  x, 
de  tg  x e sec  x ou  de  cotg  x e cossec  x,  entao  utilizaremos  as  substituicoes 
recomendadas  na  Secao  7.2. 

(b)  F lingoes  racionais.  Se  / e uma  funcao  racional.  usamos  o procedimento  da 
Segao  7.4  envolvendo  as  fracoes  parciais. 

(c)  Integragdo  por  partes.  Se  fix)  e um  produto  de  uma  potencia  de  x (ou  uni 
polinomio)  e uma  funcao  transcendental  (corno  uma  funcao  trigonometrica, 
exponential  ou  logantmica),  entao  ten  tamos  a integracao  por  partes,  esco- 
Ihendo  u e dv  de  acordo  com  o conselho  dado  na  Secao  7.1 . Se  voce  olhar  as 
funcoes  nos  Exercfcios  7.1 , vera  que  a maioria  e do  tipo  descrito. 

(d)  Radicals . Tipos  particulares  de  substituicao  sao  recomend  ados  quando  certos 
radicals  aparecem. 

(i)  Se  \/±x2  ± a2  ocorre . utilizamos  a substituicao  trigonometrica  de  acordo 
com  a tabela  da  Setrao  7.3.  _____ 

(ri)  Se  ocorre,  usamos  a substituicao  racional izante  u — v ax  + b . Isso 

funciona  mais  comumente  para  ^Jg(x) . 

4.  Tents  novamente  Se  as  Ires  etapas  anteriores  nao  derem  resultado,  lembre-se  de  que 

existem  basicamente  apenas  dots  metodos  de  integracao:  substituicao  e por  partes. 

(a)  Tente  a substituicao.  Mesmo  que  nenhuma  -substituicao  seja  obvia  (Etapa  ny  2), 
alguma  inspiracao  ou  engenhosidade  (ou  ate  mesmo  desespero)  pode  sugerir 
uma  substituicao  apropriada. 

(b)  Tente  por  partes.  Ernbora  a integracao  por  partes  seja  usada  na  maioria  das 
vezes  nos  produtos  da  forma  descrita  na  Etapa  ns:  3(c),  algumas  vexes  e eficaz 
em  funcoes  simples.  Olhando  na  Segao  7.1  vemos  que  ela  funciona  em  tg  lx, 
sen"  'x  e In  x.  Todas  sao  funcoes  inversas. 

(c)  Manipule  o integrando . As  manipulacoe.s  algebricas  (talvez  racionalizando  o 
denominador  ou  usando  as  identidades  trigonometricas)  poclein  ser  uteis  na 
transforma^ao  da  integral  em  uma  forma  mats  facil.  Essas  manipula?oes 
podem  ser  mais  substanciais  que  na  Etapa  ns  1 e podem  envolver  alguma 
engenhosidade.  Aqui  esta  um  exemplo: 


dx 

- cos  X 


1 + COS  X 


j — COS  X 1 

] + cos  X 
— — — dx  - 


dx 


COS  X 


1 + COS  X 
1 - COSAY 


sen  Ay 


, cos  X . 

cossecAv  I dx 

sen  ay 


(d)  Re  lactone  o problefna  aqueles  anteriores . Quando  fiver  adquirido  alguma 
experience  em  integracao,  voce  podera  usar  um  metodo  em  uma  dada  integral 
similar  ao  metodo  ja  usado  em  uma  integral  anteriormente.  Ou  ate  sera  capaz 
de  expressar  a integral  dada  em  termos  de  uma  integral  anterior.  For  exernplo 
a integral  j tg  d sec  ,v  dx  e desalt  adora,  mas  se  utilizamos  a identidade  tgd  ~ 
seed  - 1 . poderemos  escrever 

| tgd  sec  .v  dx  = j seed'  dx  — j sec  x dx 


e se  j see  d dx  tiver  sido  previamente  avaliada  (veja  o Exernplo  8 na  Secao  7.2). 
entao  os  calculos  poderao  ser  usados  no  probJema  presente. 

(e)  Use  vdrios  metodos.  Algumas  vezes  dois  ou  tres  metodos  sao  necessaries  para 
se  avaliar  uma  integral.  A avaliacao  pode  envoi ver  varias  substituigoes 
sucessivas  ou  diferentes  tipos  ou  ate  combinar  a integracao  por  partes  com 
uma  ou  mais  substituiedes. 

Nos  exernplos  a seguir  indicamos  o metodo  de  ataque,  mas  nao  trabalhamos  totalmente 
as  integrals. 


[EM  FLO 


tgd 


dx 


COS  "X 

Na  Etapa  n-2  1 reescrevemos  a integral: 


m 

Mid' 


m 


tgd  r 

— — p-  dx  = { tg- -'x  seed  dx 
cos  xv  J 


A integral  e agora  da  forma  J tgd  sec'd  dx  com  m irnpar;  entao  usamos  o conselho 
dado  na  Segao  7.2. 

Altemativamente,  se  na  Etapa  nL>  1 tivessemos  escrito 


tad  f send  1 

dx  = r — dx 

. > z-*  or  ' v o ao  -•  ■v' 


r send 
7-  dx 


cosd  J cosd  cosd  J cosd 
entao  poderiamos  ter  continuado  como  se  segue  com  a substituigao  u — cos  x: 


f send  r 1 - cosd  , r 1 --  u2 

— (ix  = 7 sen  x dx  — - — (-du) 

- cosd  J cosd  J u 


du  = j ( u 4 — u ’ ) du 


EXEMPL0  2 


e^dx 


De  acordo  com  a Etapa  n®  3(d)(ii)  substitufmos  u — yd.  Entao  v — «2,  assim 
dx  — 2 u du  e 


esxdx  = 2 ue“  du 


O integrando  e agora  um  produto  de  u e da  funcao  transcendental  eu  e,  dessa  forma, 
pode  ser  integrado  por  partes. 
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..  r.  „ f a'  +1 

tXfcMPLO  3 : — ^ dx 

* .v  --  3v~  — l().v 

Nenhuma  simplificayao  algebrica  on  substituicao  e 6b via.  por  isso  as  Etapas  n~  1 e 2 nao 
se  apiicam  aqui.  O integrando  e uma  funcao  racional,  entao  aplicamos  o procedimento 
da  Secao  7.4,  lembrando  que  a primeira  etapa  e dividir. 


f?y??iyspi  n § 


x yin  x 

Aqui  a Etapa  n~  2 e tudo  o que  e necessario.  Substitufmos  u ~ in  x porque  sua  diferen- 
cial  e chi  — dx/x.  que  ocorre  na  integral. 


■XEMPLO  5 


J M 1 + 


Embora  a substituicao  racional  izante 


/l  - v 


funeione  aqui  (Etapa  n-  3(d)(ii)],  isso  leva  a uma  funcao  racional  muito  complicada.  Um 
metodo  mais  facil  e fazer  alguma  manipulacao  algebrica  [como  na  Etapa  nH  1 ou  na 
Etapa  na  4(c)].  Multiplicando  o numerador  e o denominador  por  V 1 — x,  temos 


V 1 + X 


J v'  l - A"2 


-■  v'l  - X2 


— sen  'x  + -y  I x2  + C 


L,J  Podemos  Integrar  Todas  as  Inn  toes  Contmuas? 

A questao  surge:  nossa  estrategia  de  integrayao  nos  permitira  encontrar  a integral  para  toda 
funcao  continua?  Por  exemplo,  podemos  usar  nossa  estrategia  para  avaliar  j e*  dx‘?  A 
resposta  e nao,  ao  menos  nao  em  termos  das  funcoes  que  nos  sao  familiares. 

As  funyoes  com  as  quais  temos  lidado  neste  livro  sao  chamadas  funyoes  elementares. 
Essas  sao  as  funyoes  polinomiais,  as  racionais,  as  de  potencia  (x‘!),  as  exponential  (ar), 
as  logantmicas,  as  trigonometricas  e suas  inversas,  as  hiperbolicas  e suas  inversas  e todas 
aquelas  que  podem  ser  obtidas  pelas  operayoes  de  adiyao,  subtracao,  multiplicayao, 
divisao  e cornposieao.  Por  exemplo,  a funyao 


+ Infcosh  x)  — xe' 


\ x3  + 


e uma  funcao  elementar. 

Se  / e uma  funcao  elementar,  entao  f e uma  funcao  elementar,  mas  j fix)  dx  nao  e 
necessariamente  uma  funyao  elementar.  Considere  f(x)  — ex~.  Como  / e continua,  sua 
integral  existe  e definimos  a funyao  F por 
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cmao  sabemos  pela  Parte  1 do  Teorcma  Fundamental  do  Caleuio  que 

F'{x)  = el 

Entao,  f(x)  = c tem  lima  antiderivada  /A  mas  pode-se  provar  que  /•'  nao  e uma  funcao 
elemental’.  Isso  significa  que  nao  importa  o quanto  tentamos.  nunca  teremos  sucesso  em 
avaliar  j ey  dx  em  termos  das  funcoes  que  conhecemos.  (No  Capituio  i i do  Volume  II 
contudo.  veremos  como  expressar  j ex  dx  con  to  uma  serie  infinita.)  ()  mesmo  pode  ser 
dito  das  integrals  a seguir; 


1 — c/.v 
vv 

j sen  (a*  ) dx 

| cosfe'  )dx 

j v'.v’  + 1 Va 

f • 

dx 

' In  a 

r se  n a 

) C/A 

J X 

De  lato,  a maioria  das  funcoes  elementares  nao  tem  antiderivadas  elementares.  Voce  pode  ter 
a certeza.  entretanto.  de  que  todas  as  integrals  nos  exercfcios  a seguir  sao  funcoes  elementares. 


Exercicios 


n Avalie  a integral, 
-sen  x + sec  x 


dx 


tg.r 

2t 


0 it  - 3)~ 


dx 


1 1 + V 

r In  r dr 


x~\ 


dx 


x — 4 a + 1) 
sen’  0 cosJ  0 dO 


dx 


;i  -/r 


JC 


0 X 2 

V 1 - -V 


dx 


v 

x sen*  xdx 


2.  J‘tg’0dx 

, f 


V 3 ~ .v4 
6.  j x cossec  x cotg . 

3 x - 1 


‘■f.,777;:rh 

— 1 


dx 


12.  J'  sen  v cost  cos  a)  dx 


..  ..VI 4-  In  a 
14.  f dx 


1.  f-'— 

J x In  x 

mX 


dx 


V 1 — a" 


18. 


X i 


dt 


d -riv  - 1 
29.  f _ dw 

J 0 tv  4-  2 
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. f\/  3-2.Y-A"  dx 
35.  j'  A~  sen  x dx 
37,  j cos  ' Q tg-ff  d6 


39. 


X~  + y}\  A" 

41.  | e tg: Odd 
43.  JV'x/l  + e*  dx 
45.  j'.vV  A/v 


dx 


e'Ti'  dx 

20. 

j e'x  dx 

47. 

,■  A -f  a 
4 ! 

t'e  ‘‘dt 

22. 

j ASCII  'xdx 

1 ..r  + a1 

(l  -f  va)84.a 

I) 

24. 

J 

| Im  v?  - I ) dx 

49.  | 

\ x n/4a"+ "j 

• ^2-".2  dx 

26. 

r 3a2  — 2 

51. 

1 

A2  2 A-  - 8 

’ A”  - 2a  — 8 

aV4a2  + 1 

cotg  a ln{sen  a)  dx 

28.  ) 

j sen  7 at  dt 

53.  | 

a senh  mx 

dx 


dx 


30 


■ j:y- 


4 a dx 


C I 1 + A 

\!  . - dx 

32.  f 

2 \ 1 - A 

J 

v 2a  - ! 


4a 


X^'2  1 4-  4 COtg  A 

X...  dx 

E-U 


4 ~ cotg  x 
36.  j sen  4a_  cos  3a  dx 


38. 


r"  5 

' X ,g 


Osec  040 


40.  - 4v 

J v .} v2  - 4v  - 3 " 


42.  j .r  tg1  a 4a 

X^> 


44.  I v 1 + e 4a 


, i 

46.  4.v 


48. 


50. 


52. 


a A -1  r + 1 
dx 


dx 


A (A"  + 1) 

54.  j (a  4-  sen  a) 2 4a 


w 
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55.  I — — — r* 

J x T 4 -1-  4yx 

57.  j -Y  yCv  4-  c dx 
— - dx 


dx 


59. 

61  + .6 
63.  f \l  \e ' dx 


dx 


« 77TTTC 

- V X t 1 1 V 

J arete  Jt 
67.  f ~~dx 


dx 


■ft 


68.  j yy-p 


dx 


56. 


68. 


x In  x 


58.  ;Y-ln{l+x) 


dx 


60. 


62.  -~x  dx 

J (x  4 1 ) 0 - 

r-/?  In(  te  -y  ) 

64.  — — - dx 

•’"/-<  sen  x cos  x 

i*3  u + I 

66.  : du 

J2  u~  — u ' 


] 4 2e"  ---  <?' 


c/x 


j*  InU  4|) 

70.  - fix 

J x " 


71. 


73. 


4 A" 


4(  V 4 4) 


dx 


75.  j sen  x sen  2.v  sen  3x  dx 


77 


/V  X 

1 + x" 

79.  J a senlv  cos  .v  fix 


dx 


12.  I 


74. 


di 


dx 


76.  J (x-  — bx)  sen  2x  dx 
r sec  x cos  2x 


78.  r_: 

^ sen  x + sec  x 


fix 


80. 


/— r 

a sen  v 


sen  x cos x 


dx 


sen  x + cos 


81.  As  ftmeoes  v = e y = xV:  nao  tem  primitivas  expressas  por 
meio  de  fun^cies  elementares,  mas  v = (2:r  + 1)  exl  tem. 
Calcule  J (2r  + 1)  e*2  dx. 


Integracao  Usando  Tabelas  e Sistemas 
Algebricos  Computacionais 


Nesta  se?ao  descrevemos  como  usar  as  tabelas  e os  sistemas  algebricos  computacionais 
para  integrar  as  funedes  que  tem  antiderivadas  elementares.  Voce  deve  ter  em  mente,  con- 
tudo.  que  ate  mesmo  os  mais  poderosos  sistemas  algebricos  computacionais  nao  podem 
achar  formulas  explfcitas  para  as  antiderivadas  de  lu  nodes  do  tipo  el  ou  outras  funedes 
descritas  no  final  da  Seyao  7.5. 


[ , J Tabelas  de  Integrals 

As  tabelas  de  integrals  indefinidas  sao  muito  uteis  quando  nos  deparamos  com  uma  inte- 
gral que  e diffcil  para  se  avaliar  manualmente  e nao  temos  acesso  a um  sistema  algebrico 
computacional.  Uma  tabela  relativamente  curta  de  1 20  integrals  e dada  no  fim  do  livro.  As 
tabelas  mats  extensas  podem  ser  encontradas  no  CRC  Standard  Mathematical  Tables  and 
Formulae,  30.  ed..  por  Daniel  Zwi] linger.  Boca  Raton.  FL:  CRC  Press.  1995  (581 
entradas)  ou  no  Gradshteyn  and  Ryzhik’s  Table  of  Integrals,  Series  and  Products  (Nova 
York,  Academic  Press,  2000),  que  content  centenas  de  paginas  de  integrais.  Devemos  nos 
iembrar,  contudo,  que  as  integrais  nao  ocorrern  freqiientemente  da  maneira  exata  como  sao 
listadas  nas  tabelas.  Geralmente  temos  de  usar  substituiedes  ou  manipulacoes  algebrieas 
para  transformar  uma  integral  dada  em  uma  das  formas  da  tabela. 


EXSMPLQ  1 □ A regiao  limitada  pelas  curvas  y ~ aretg  a%  y = 0 e x — 1 e girada  ao 
redor  do  eixo  y.  Encontre  o volume  do  solido  resultante. 

S0LUCA0  Usando  o metodo  das  cascas  cilmdricas  vemos  que  o volume  e 

V = j 2 ttx  arete  x dx 
Jo  w 

; j A Tabela  de  Integrals  aparece  no  fim  Na  secao  da  Tabela  de  Integrais  com  o ti'tulo  Formas  Tngonometricas  Inver sas  loca- 
do  livro.  lizamos  a Formula  92: 

C , u1  4 1 , it  . „ 

| u tg  u du  — tg  u — — + C 


CALCULO  Editora  Thomson 


Entao,  o volume  e 


V=  2tt  j a t e"!.y  dx  = 2 7T  | tg-U'  

~ L 2 2 

= ~|.(.r'  T 1)  tg  It  ~ .tJo  = 77(2  ig  ! 1 --  1) 
— 77  [2  ( 77/4)  — 1 j — J 77“  — 77 


_ r r a 

EXBrtPLO  2 Use  a Tabela  de  Integrals  para  achar  | --dx . 

* A 4 A"  ~ 

SOLUCAO  Se  olharmos  na  segao  da  tabela  intitulada  Formas  envolvetuio  \ id  — u2,  vere- 
mos  que  a entrada  rnais  proxima  e a de  numero  34: 


f u a /— / it  \ 

T\ , du  = -—yja~  ~ id  + — sen"1  — + C 

-■  v « ~ a ” 2 2 \ a j 

Isso  nao  e exatamente  o que  temos,  mas  poderemos  usa-la  se  fizermos  primeiro  a substi- 
tui^ao  u — 2a: 

f , f (a/2)2  du  1 r id 

J 55^4?*  = J “ 8 J 

Nesse  caso,  usamos  a Formula  34  com  a1  — 5 (assim  a ~ v/5): 


1 r u1 


dx  — | — ^===-  du  ~ — 1 J5  ~ u2  + — sen"1 

v 5 ~ 4 a*  2 8 J y/5  - id  8 V 2 2 


3 u 


= --T  v"5  - 4 a2  + -™  sen-1  — J + C 
8 16  \ v’5  / 


85.  « " cos  u du 


a '"sen  u — n j a"'"1  sen  u du 


EXEMPLG  3 ci  Utilize  a Tabela  de  Integrals  para  achar  J'x3  sen  x dx. 

SOLUCAO  Se  olharmos  na  secao  intitulada  Formas  Trigonometricas , veremos  que  nen- 
huma  das  entradas  explicitamente  tnclui  um  fator  id.  Contudo,  podemos  usar  a formula  de 
reduyao  na  entrada  84  com  n — 3: 

j x'  sen  a dx  — -a’ cos  a + 3 | a2  cos  a dx 

Precisamos  agora  avaliar  j x cos  a dx  . Podemos  usar  a formula  de  redu^ao  na  entrada 
85  com  n — 2,  seguida  pela  entrada  82: 

j a 2 cos  a dx  — a 2 sen  a — 2 | a sen  a dx 


a 2 sen  a — 2(senx  — a cos  a)  + K 


Combinando  esses  caleulos.  temos 


a ~ sen  x dx  — —a’ cos  x + 3a2  sen  a + 6a  cos  x ~ 6 sen  a -f  C 


onde  C — 3K. 
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Use  a label  a de  Integrals  para  encontrar  | v C.v-  + 2.x  + 4 dx  . 

SOLUCAO  Como  a tabela  fornece  formas  envolvendo  /a'2  + a2.  s/a2  - x2  e N x-  - a2, 
mas  nao  -/ax1  + bx~+  c,  prime iro  completamos  o quadrado: 

x2  + 2x  + 4 = (a*  + l)2  + 3 

Se  fizermos  a substituicao  u = x + 1 (assim  x — u — 1),  o integrando  envoi vera  o 
padrao  \/a2  + u2: 

j A\/.r2  + 2;r  + 4 dx  — j (w  — 1 1 \ a ' + 3 da 

— j u v u 2 + 3 du  ~~  j \ i r’  + 3 du 
A primeira  integral  e avaliada  utilizando-se  a substituicao  / = u 2 + 3: 
j u s/u 2 + 3 du  — | j v ’tdt  = i • 3/ 3/2  — |(«2  + 3)?  2 
Para  a segunda  integral  usamos  a Formula  21  com  a — \/3: 

j s/u1  + 3 du  — — s/u2  + 3 + 1 \n{u  + s/u2  + 3) 

Entao 

j xs/x2  + 2 a-  + 4 dx 

= \(xz  + 2.r  + 4) 3/2  — — - sjx2  t 2t  ( 4 ~ § ln(x  + 1 + /x2  + 2.r  + 4)  + C 


Sistemas  Algebricos  Computacionais 

Vimos  que  0 uso  de  tabelas  envolve  combinar  a forma  de  um  dado  integrando  com  as  for- 
mas de  integrandos  nas  tabelas.  Os  computadores  sao  particularmente  bons  para  reco- 
nhecer  padroes.  E do  mesmo  jeito  que  usamos  as  substitutes  junto  com  as  tabelas,  um 
CAS  pode  fazer  substitutes  que  transformam  uma  integral  dada  em  uma  daquelas  que 
ocorrem  em  suas  formulas  armazenadas.  Entao  nao  e surpresa  que  um  sistema  algebrico 
computacional  e muito  bom  com  a integra^ao.  Isso  nao  significa  que  a integraqao  manual 
e uma  habilidade  obsoleta.  Veremos  que  os  calculos  manuais  algumas  vezes  produzem 
uma  integral  indetinida  em  uma  forma  que  e mais  conveniente  que  a resposta.  do  com- 
putador. 

Para  comecar,  vamos  ver  o que  acontece  quando  pedimos  para  uma  maquina 
integrar  uma  funyao  relativamente  simples  y — 1/(3a'  — 2).  Usando  a substituicao 
u — 3a'  - 2,  urn  calculo  manual  facil  nos  fornece 

( — dx  — k In  | 3x  ~ 2 j + C 

J 3a  — 2 

enquanto  Derive,  Mathematica  e Maple  retomam  a resposta 

I In (3a  - 2) 
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CALGULO 


Editors  Thomson 


Esta  e 


Equacao  3.9.3. 


A pi  imeira  coisa  a notar  e que  o sistema  algebrico  computational  omite  a const  ante  de 
integracao.  Em  outras  palavras,  eles  produzem  uma  antiderivada  particular , nao  a mais  geral 
Portanto.  quan do  usarmos  uma  integracao  ieita  por  maquina.  teremos  de  adicionar  uma 
constante.  Segundo,  os  simbolos  do  valor  absoiuto  sao  omitidos  na  resposta  da  maquina 
Isso  e aceitave!  se  o nosso  problema  envolve  apenas  os  valores  de  .v  maiores  que  Mas 
se  estivermos  interessados  em  outros  valores  de  x,  entao  teremos  de  inserir  o simbolo  do 
valor  absoiuto. 

No  proximo  exemplo  reconsideramos  a integral  do  Exemplo  4.  mas,  dessa  vez,  per- 
guntamos  a uma  maquina  a resposta. 


r;Xbsvf?PLv  Use  um  sistema  algebrico  computational  para  encontrar  | ryr3  +■  2a:  4 4 dx. 
SOLUQAO  O Maple  responde  com 


f.r 


4)3 


H2x  + 2)  y.v 


'.x  + 4 


arose  nil 


(1  + x) 


Isso  parece  dilerente  da  resposta  que  encontramos  no  Exemplo  4,  mas  e equivalente, 
porque  o terceiro  termo  pode  ser  reescrito  utilizando-se  a identidade 


As  si  in 


arcsenh  x = ln(x  + v \ 4-  1 ) 


\/3  . n 

— (1  4-  A')  + vdl  + xY  + 1 

= In  —rz  (i  -1-  x + V(1  + x)2  + 3 } 

v 3 

= In  -U  + In  (a  + 1 + y'x2  + 2a  4 4) 
v 3 

O termo  extra  resultante  —j  ln(  1/y  3 ) pode  ser  absorvido  na  constante  de  integracao. 
O Mathematical  da  a resposta 

(f  + t + t)  - Arcsenh 

O Mathematica  combinou  os  dois  primeiros  termos  do  Exemplo  4 (e  o resultado  do 
Maple)  em  um  unico  temio  por  fntoracao. 

O Derive  da  a resposta 

v x"  + 2x  4 4 (2a 2 4 x 4 5)  | ln( v a2  -f-  2a  4 4 + x 4-  1 ) 


arcsenh  (1  4 a)  = In 
3 


O primeiro  termo  e igual  ao  primeiro  termo  da  resposta  do  Mathematica  e o segundo 
termo  e identico  ao  ultimo  termo  no  Exemplo  4. 


tXHVfPkO  B Use  um  CAS  para  avaliar  ) x(x2  4 5'fdx. 
S01UQA0  O Maple  e o Mathematica  dao  a mesma  resposta: 


1 iS  , 5 16 

Tm  + A A 


- 50a14  + 3fV2  + 4.375a10  a 2 1 .875a8  a-  / + | 56.250a4  + 


Esta  claro  que  ambos  os  sistemas  devem  ter  expandido  (a2  4-  5)*  peloTeorema  Binomial 
e entao  integrado  cada  termo. 
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Se  em  vez  disso  integrarmos  manuaimente,  usando  a substituicao  u = x~  + 5.  obteremos 


O Derive  e o ! 1—89/92  tamhem 
dao  ess  a resposta. 


| x (x~  + 5fdx  = '4  ( \ ' + 5)v  + C 

Para  a maioria  dos  propositos,  essa  e uma  forma  mais  convenient^  de  resposta. 


Use  n m CAS  para  encontrar  sen  .v  cos2.r  dx . 


SOLUQAO  No  Exemplo  2 na  Segao  7.2,  encontramos  que 

j sen  5v  cos  zx  dx  — coslr  4-  \ cos  A - f cos 'A  + C 


O Derive  e o Maple  dao  a resposta 


— \ sen4x  cos rr  — A seirix  cos  A - vg  cos  A 


F1GURA  1 


H\  / nr 


FIGURA  2 


ao  passo  que  o Mathematica  responde 

^4  COS  X [92  COS  3x  4 j'20  cos  5x  44g  COS  IX 

Suspeitamos  que  existem  identidades  trigonometricas  que  mostram  que  essas  ties 
respostas  sao  equivalences.  De  fato,  se  pedirmos  para  o Derive,  o Maple  e o 
Mathematica  simplificarern  suas  expressoes  usando  as  identidades  trigonometricas,  eles 
finalmente  produzirao  a mesma  forma  da  resposta,  como  na  Equacao  1 . 

EXEMFf.0  8 : Se  fix)  = x + 60  sen4*  cos5x,  encontre  uma  antiderivada  F de  jLtal  qu< 
F(0)  ==  0.  Desenhe  F para  0 *£  x «£  5.  Onde  F tern  valores  extremos  e pontos  de  inflexao 

S0LUQA0  A antiderivada  de /produzida  por  Maple  e 

F(x)  ~ k x2  — t sen3x  cos6x  — -f  sen  x cos6x  + \ cos4x  senx  + |f  cos "x  senx  + senx 

e notamos  que  F( 0)  = 0.  Essa  expressao  provavelmente  pode  ser  simplificada,  mas  isso 
nao  e necessario,  pois  urn  sistema  algebrico  computacional  pode  plotar  essa  versao  de  7 
tao  facilmente  como  quakjuer  outra  versao.  Urn  grafico  de  F e mostrado  na  Figura  1 . 
Para  local izar  os  valores  extremos  de  F,  desenhamos  o grafico  de  sua  derivada  F — f n 
Figura  2 e observamos  que  F tern  um  maximo  local  quando  x ~ 2,3  e urn  minimo  local 
quando  x ~ 25.  O grafico  de  F"  = f na  Figura  2 mostra  que  F tern  pontos  de  inflexao 
quando  x ~ 0,7;  1 ,3;  1 .8;  2,4;  3,3;  e 3,9. 


Exercicios 


1-4  : Use  a entrada  indicada  da  Tabela  de  Integrals  no  fim  do  livro 
para  avaliar  a integral. 


1,  i 2uZ_.r2_  cjx:  entrada  33  2. 

J x2 


v 3 - 2x 


dx;  entrada  55 


4.  e2£'sen  30  dB : entrada  98 


Utilize  a Tabela  de  Integrals  no  fim  do  livro  para  avaliar  a 


integral. 


3.  j sec xi/x)  dx:  entrada  7 1 


5.  ’ 2x  cos  lx  dx 


S —2========-  dx 

J2  x2  \/4x2  2 
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„ ftg3(1/z)  , 

,3.  f— — * 

15.  ) <rl  seehtV'  }dx 

17.  J*  y yj  6 + 4 y - 4 y " <r/y 

19.  j sen  It  cos  -t  Infsen  x)  dx 

J j - e 


8,  j cossec-’(-*/2)  dx 

/TtTt 

10.  jl..:  ^ dy 
12,  j x1  cos  3a'  dx 

Jo 

147  sen  -'yfcdx 

16.  jx  senfx2)  cos(3xJ)  dx 
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18. 

20. 


x‘  ~ x 
dx 


n 


dx 


dx 


ex(i  + led) 
22.  J'  x V 4x"  — ; 


x4  dx 


23.  i sec  7 dx 

25 


rJ4  + (\nxy 

'•  | dx 

J x 


27.  ) y/e2x  — I dx 
x 4 dx 


29. 


■ v 


24.  jsen*2xc/x: 

26.  j x4e~x  dx 
J o 

28.  j tjtsen(at  — 3)  dt 


rsec"0tg"0 
30.  J^=^r<7 0 


31.  Encontre  o volume  do  solido  obtido  quando  a regiao  sob  a curva 
y = x 'J~4-  x 2 , 0 =s  x 2 e girada  ao  redor  do  eixo  y. 

32.  A regiao  sob  a curva  y --  tg3x  de  0 a jr/ 4 e girada  ao  redor  do 
eixo  .t.  Encontre  o volume  do  solido  resultante. 

33.  Verifique  a Formula  53  na  Tabela  de  Integrals  (a)  por 
diferenciayao  e (b)  pela  substituiyao  t — a 4-  bu. 

34.  Verifique  a Formula  31  (a)  por  diferenciayao  e (b)  pela 
substituiyao  u = a sen  0. 


35. 

| .r’y_5  ~.x2  dx' 

36. 

fx-il  + x:-fdx 

37. 

j sen  ’x  cos  A dx 

38. 

j tg  :x  sec4x  dx 

39. 

| X y 1 + 2x  dx 

40. 

| seirx  dx 

41. 

| tg5x  dx 

42. 

j v\/x2  f 1 dx 

43.  Os  sistemas  algebricos  computacionais  algumas  vezes  precisam  de 
uma  mao  dos  seres  humanos.  Pec  a a sen  CAS  para  avaliar 


| 2 ‘ j4J  - 1 dx 
Se  ele  nao  responder,  peya  para  tentar 


j 2'\.'2::'<  - ! dx 

Voce  acha  que  ele  teve  sucesso  com  essa  forma  de  integrando? 
44.  Tente  avaliar 


j (1  + In  x)  yd  + (x  In  x}2  dx 

com  um  sistema  algebrico  computacional.  Se  ele  nao  retornar 
uma  resposta,  fay  a uma  substituicao  que  mude  a integral 
para  uma  daquelas  que  o CAS  pode  avaliar. 

45  48  Use  um  CAS  para  encontrar  uma  antiderivada  F de / tal 

que  F{  0)  = 0.  Desenhe/  efe  localize  aproxhnadamente  as 
coordenadas  x dos  pontos  extremos  e de  inflexao  de  F. 


45.  /(x)  = 


2 i 

X — 1 


X ■ + X2  + 1 

46.  f(x)  — xe"*  senx,  — 5 x «£  5 

47.  f(x)  — sen4x  cos6*,  0 * x '=  r> 


■■■■■  ; 

- fx 


$§S! 


m 


mi 

A;-V 

lit 


y Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  avaliar  a 48.  fix)  ~ 

integral.  Compare  a resposta  com  o resultado  usando  as  labelas.  Se 
as  respostas  forem  diferentes,  mostre  que  elas  sao  equivaientes. 
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Padroes  em  Integrals 

Neste  projeto  um  sistema  algebrico  computacional  e usado  para  investigar  as  integrals  indefinidas 
de  famflias  de  (undoes.  Observando  os  padroes  que  ocorrem  nas  integrals  de  varies  membros  da 
famflia,  primeiro  voce  vai  sagerir  e,  entao,  provar  uma  formula  geral  para  qualquer  membra 
da  famflia. 

1.  (a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  avaliar  as  seguintes  integrals. 

<1)  j TxTl)(x  + 3)  dx  (n)  j JxT])(x  + 5)  dx 

/ (,  + 2)u  - 5) 

(b)  Baseado  no  padrao  de  suas  respostas  na  parte  (a),  sugira  o valor  da  integral 

r 1 , 

i (x  -f  a)(x  + b) 

se  a r b.  O que  acontece  se  a — £>? 

(c)  Verifique  sua  estimativa  pedindo  para  seu  CAS  avaliar  a integral  na  parte  (b).  Entao 
prove-a  usando  as  fracoes  parciais. 

2.  (a)  Utilize  um  sistema  algebrico  computacional  para  avaliar  as  seguintes  integrals. 

(i)  f sen  x cos  2x  dx  (ii)  | sen  3*  cos  lx  dx 

(iii)  j sen  8.x  cos  3x  dx 

(b)  ) Baseado  no  padrao  de  suas  respostas  na  parte  (a),  sugira  o valor  da  integral 

j_sen  ax  cos  bx  dx 

(c)  Verifique  sua  sugestao  com  um  CAS.  Entao  prove-a  usando  as  tecnicas  da  Se§ao  7.2.  Para 
quais  valores  de  a e b is.so  e valido? 

3.  (a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  avaliar  as  seguintes  integrals. 

(i)  j In  -X  dx  (ii)  j ,x  In  .x  dx  (iii)  j x2  In  x dx 

(iv)  jx’lnxrlx  (v)  jx'lnx<ix 

(b)  Baseado  no  padrao  de  suas  respostas  na  parte  (a),  sugira  o valor  de 

[ x"  In  x dx 

(c)  Utilize  integrayao  por  piutes  para  provar  a conjectura  que  voce  fez  na  parte  (b).  Para  quais 
valores  de  n isso  e vdlido? 

4.  (a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  avaliar  as  seguintes  integrals. 

(i)  jxeKdx  (ii ) j xzex  dx  (iii)  j x3ex  dx 


‘ In  x dx 


xe  x dx 

(ii) 

| x2ex  dx 

(iii)  j x3ex  dx 

x4e*  dx 

(V)  . 

j xsex  dx 

(b)  Baseado  no  padrao  de  suas  respostas  na  parte  (a),  sugira  o valor  de  j x6e  ' dx . Entao  use 
seu  CAS  para  verificar  sua  sugestao. 

(c)  Baseado  nos  padroes  das  partes  (a)  e (b),  fa^a  uma  conjectura  sobre  o valor  da  integral 

j xnex  dx 

quando  n e um  inteiro  positivo. 

(d)  Use  a induqao  matematica  para  provarja  conjectura  que  voce  fez  na  parte  (c). 
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I n tegracao  Aprox i m ada 

Existent  duas  situacoes  nas  quais  e impossfvel  encontrar  o valor  exato  de  uma  integral 
ddinida. 

A primeira  situaeao  surge  do  fato  de  que  para  avaliar  i / ( .v)  dx  usando  o Teorerna 
Fundamental  do  Calculo  precisamos  conhecer  uma  antiderivada  de  /.  Algumas  vezes.con- 
tudo.  e diffcil,  ou  ate  impossfvel.  encontrar  uma  antiderivada  (veja  a Secao  7.5).  Por  exem- 
plo,  e impossfvel  avaliar  as  seguintes  integrals  exatamente: 


H 


dx 


+ x'  dx 


/ 

/ 

] r — 

\i 

\ \ 

\ i 
i i 

j i 

1 I 

\ \ 
\| 
1 

0 . X(,  A',  A,  .A,  X, 

(a)  Aproximacao  por  extremo 
esquerdo 


A.  .A.,  X. 


(b)  Aproximacao  por  extremo 
direito 


(c)  Aproximacao  por  ponto 
medio 


A segunda  situaeao  surge  quando  a funqao  e determinada  por  urn  experimento  eientl- 
fieo  por  meio  de  leituras  de  instrumentos  ou  dados  coletados.  Pode  nao  haver  formula  para 
a fungao  (veja  o Exemplo  5). 

Em  ambos  os  easos  precisamos  encontrar  valores  aproximados  para  as  integrals 
definidas.  Ja  conhecemos  urn  metodo  desse  tipo.  Lembre-se  de  que  a integral  definida  e 
estabelecida  como  o limite  das  somas  de  Riemann;  assim,  qualquer  soma  de  Riemann 
pode  ser  usada  como  uma  aproximacao  para  a integral:  se  dividirmos  [«./>}  em  n subin- 
tervalos  de  comprimentos  iguais  Ax  — (b  - a)/n . entao  temos 

[h fix)  dx  t fix?)  Ax 

• a I- ! 

onde  xf  e urn  ponto  qualquer  no  A e si  mo  subintervalo  [v,  , . .v,|.  Se  xf  e escolhido  como  o 
extremo  esquerdo  do  mtervalo.  entao  xf  = x,..,  e temos 

: m I fix)  dx  : L„  V.  f(xr- , ) Ax 

,-i' 

Se  j (x)  A;  o,  entao  a integral  represents  uma  area  e ( 1 ),  uma  aproximacao  dessa  area  pelos 
retangulos  rnostrados  na  Eigura  1(a).  Se  escolhermos  xf  como  o extremo  direito,  entao 
xf  — X;  e temos 


7 (x)dx  - Rn  - y./(A..)  Av 


[Vfeja  a Figure  1(b).]  As  aproximacoes  Ln  e R„  definidas  pdas  Equacoes  1 e 2 sao  chamadas 
aproximacao  por  extremo  esquerdo  e aproximacao  por  extremo  direito,  respectivamente. 

Na  Secao  5.2  tambem  consideramos  o caso  onde  xf  e escolhido  para  ser  o ponto  medio 

xi  do  subintervalo  [x, i.  x,j.  A Figure  1(c)  rnostra  a aproximacao  do  ponto  medio  Mn,  que 

parece  ser  melhor  que  L„  ou  R„. 


onde 


j ,f(x)dx  ~ M„  — Ax \J(xf  + jixi)  + t-  / (xr, )] 

_ __  b a 
n 

Xi  ~ |(x/....]  + X,')  — ponto  medio  de  [xM,x,J 


FiGURA  1 
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s Outra  aproximacao.  denominada  Regra  do  Trapezio.  resulta  da  media  das  aproximacdes 
nas  Equacoes  I e 2: 


fix)  dx  = 


X f(Xr 5 } -A  V + X /(  V:  ) A. 


Ax 


X +/( X,)) 


Ax 

IP' 

Ax 


? 


(jto)  + /(*]))  + (/(Xi)  + /(.V2»)  + • • • + 1 f(Xn-i)  + A* ,,))) 

[fix  o)  + 2/(x  t ) + 2 f(x2 ) + • • • + 2/(..v„.- , ) + /(x„)] 


V. 

X;-. 

X 

: r;  ,..v.  ...:  ,.  v,  l • r " 

/ 

V\ 

\\ 

' f A 

[fix)  dx  « Tn  - [f(x o)  + 2/4 

Xj)  + 2 f(x2)  + ' 

• + 2/U„-i)  + yujj 

! onde  Ax  : (b  — a)fn  e x,  = a + i Ax 

.v,  a.  a-,  A-;  a.  x 


FIGURA  2 

Aproximacao  por  trapezios 


1 

:IGURA  3 


! i 


A razao  para  o nome  Regra  do  Trapezio  pode  ser  vista  na  Figura  2,  que  ilustra  o easo 
fix)  5s  0.  A area  do  trapezio  que  esta  acima  do  /-esimo  subintervalo  e 

A,  I _ A>  [/(.V|. ,)  + /(.v,)] 


e se  adicionarmos  as  areas  de  todos  os  trapezios  teremos  o Jado  direito  da  Regra 
do  Trapezio. 

EXEMPLO  1 2 Use  (a)  a Regra  do  Trapezio  e (b)  a Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 5 
para  aproximar  a integral  (1/x)  dx. 

SOLUgAO 

(a)  Com  n = 5,  a = 1 e b = 2,  temos  Ax  - (2  - !)/5  = 0.2.  e entao  a Regra  do 
Trapezio  da 

P - dx  ~ 77  = — [ fi  1)  + 2/(1  2)  + 2 f(  1 4)  + 2 f{  1 ,6)  + 2 /( 1 ,8)  + 
x 2 

/ j 2 2 2 2 1 

= ()  .1 1 + — ~ ~F  ~ — - + “ — — + ~r~r  + 


1.2  1.4  1.6  1.8  2 t 


0.695635 


Essa  aproximacao  e ilustrada  na  Figura  3. 

(b)  Os  pontos  medics  dos  cirtco  subintervalos  sao  1.1;  1 ,3;  1 ,5;  1 .7;  e 1 ,9;  assim,  a 
Regra  do  Ponto  Medio  da 

j ~ — dx  ~ Ax*  [/( 1 ,1 ) + /( 1 ,3)  + / ( 15}  4-  /( 1 .7 ) + / ( 1 ,9) j 


m x 


1(1  X-  —5—  — I 1 [ 1 

5 \ 1,1  + 1,3  K5  1.7  1,9 

0.691908 


FIGURA  4 


Essa  aproximacao  e ilustrada  na  Figura  4. 
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No  Exemplo  I escolhcmos  deliberadamcnte  uma  integral  cujo  valor  pode  ser  com- 
putado  explicitamente  de  maneira  quo  possamos  ver  quao  acuradas  sao  as  Regras  do 
Irape/io  e do  Ponto  Medio.  Pelo  Teorema  Fundamental  do  Calculo. 

1 * ---  tlx  - In  a];  = In  2 - 0.693 147  . . . 

J i x 

(3  erro  no  uso  de  uma  aproximacao  e defmido  como  a quantidade  que  precisa  ser  adi- 
cionada  a aproximacao  para  torna-la  exata.  Pelos  valores  do  Exemplo  1 vemos  que  os  erros 
nas  aproximacoes  pel  as  Regras  do  Trapezio  e do  Ponlo  Medio  para  n — 5 sao 


Et  -0.002488 


Eu  « 0.001239 


Em  serai,  temos 


Ej  — j fix)  dx  - T„  e Em  j f(x)  dx  ~ Mn 

As  tabelas  que  se  seguem  most  ram  os  resultados  de  calculos  similares  aqueles  no 
Exemplo  1 , mas  para  n — 5,  10  e 20  e para  as  aproximacoes  por  extremos  esquerdos  e 
direitos.  assim  como  as  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio. 


. Essas  observagoes  sao  verdadeiras 
na  matoria  dos  casos. 


Podemos  fazer  varias  observacoes  a partir  dessas  tabelas: 

t.  Em  todos  os  metodos  obtemos  as  aproximacoes  mais  precisas  quando  aumentamos 
o valor  de  n . (Mas  valores  muito  grandes  de  n resultam  ern  tantas  operaqoes 
aritmeticas  que  temos  de  tomar  cuidado  com  os  erros  de  arredond ament o 
acumulados.) 

2.  Os  erros  nas  aproximacoes  por  extremos  esquerdos  e direitos  tern  sinais  opostos  e 
parecem  diminuir  por  urn  fator  de  cerca  de  2 quando  dobramos  o valor  de  n. 

3.  As  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio  sao  muito  mais  precisas  que  as  apro- 
ximaqoes  por  extremos. 

4.  Os  erros  nas  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio  tern  sinais  opostos  e parecem 
diminuir  por  uin  fator  de  cerca  de  4 quando  dobramos  o valor  de  n. 

5.  O tamanho  do  erro  na  Regra  do  Ponto  Medio  e cerca  de  metade  do  tamanho  do 
eixo  na  Regra  do  Trapezio. 

A Figura  5 mostra  por  que  geralmente  podemos  esperar  major  precisao  na  Regra  do  Ponto 
Medio  do  que  na  Regra  do  Trapezio.  A area  de  urn  retangulo  tipieo  na  Regra  do  Ponto  Medio 
e a mesma  que  a do  trapezio  ABCD  cujo  lado  superior  e a tangente  ao  grafico  de  P.  A area 
desse  trapezio  e mais  proxima  a area  sob  o grafico  que  a area  do  trapezio  AQRD  usado  na 


D 


A"i-i 


D 


: K pode  ser  quafquer  numero  maior 
que  todos  os  valores  de  \f'(x)\,  mas 
menores  valores  para  K dao  melhores 
limites  para  o erro. 


G £ bem  possfvel  que  um  valor  de  n 
mais  baixo  seja  suficiente,  mas  41  e o 
menor  valor  para  o qual  a formula  de 
estimativa  de  erro  pode  nos  garantir  a 
precisao  de  0,0001. 
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Regra  do  Trapezio.  (O  erro  do  ponto  medio,  area  sombreada  em  cinza  e menor  que  o erro 
do  trapezio.  area  sombreada  em  azul.) 

Essas  observacoes  sao  corroboradas  nas  seguintes  estimativas  de  euros,  que  sao  provadas 
em  livros  de  analise  numerica.  Note  que  a Observagao  4 corresponde  a n2  em  cada  denomi- 
nador,  porque  (2 nf  — 4 n2.  O fato  de  que  as  estimativas  dependent  do  tamanho  da  derivada 
segunda  nao  surpreende  se  voce  olhar  a Figura  5,  pois  f"{x)  mede  quanto  o grafico  esta  cur- 
vado.  [Lembre-se  de  que  f’(x)  mede  quao  rapido  a inclinacao  de  v = fix)  muda.) 


fj:  fesdmatiyas  de  Eno  Suponha  | fix)  j K para  a ^ x b.  Se  £?■  e EM  sao  os 
erros  nas  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio,  entao 


1 1 


K{b  ~ of 

~1*T 


Kib  - af 
24  n2 


Vamos  aplicar  essa  estimativa  de  erro  na  aproximacao  pela  Regra  do  Trapezio  nc 
Exemplo  1 . Se  fix)  = \/x>  entao  fix)  = - \/x2  e f'{x)  - 2/x\  Como  1 *£  x « 2;temos 
\/x  ^ 1 , assim 


f"(x) 


— n 


Portanto,  tomando  K — 2,  a = 1.  b — 2 c n — 5 na  estimativa  de  erro  (3),  vemos  que 


Er 


2(2  - l)3 
12(5)2 


« 0.006667 

150 


Comparando  essa  estimativa  de  erro  de  0,006667  corn  o erro  real  de  0,002488  vemo: 
que  pode  acontecer  de  o erro  real  ser  substancialmente  menor  que  a estimativa  de  errc 
dada  por  (3). 


EXEMPLO  2 Quao  grande  devemos  tomar  n para  garantir  que  as  aproximacoes  de 
)’2  ( 1 f x)  dx  pelas  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio  tenham  precisao  de  0,0001? 

S0LUQA0  Vimos  no  calculo  precedence  que  ] f"(x)  j *£  2 para  assim,  podemos 

tomar  K ==  2,  a — 1 e b — 2 em  (3).  A precisao  de  0,0001  significa  que  o tamanho  do 
erro  deve  ser  menor  que  0.0001 . Portanto  escolhemos  n de  maneira  que 

2(1  V5 

— V ^ o.oooi 

1 2 n ~ 

Resol vendo  a desigualdade  para  n,  temos 


//-  > 


1 2(0  ,(X)0 1 ) 


ou 


v/ 0,0006 


40,8 


Entao,  n — 41  garantira  a precisao  desejada. 
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Para  a niesma  precisao  com  a Regra  do  Ponto  Medio  escolhemos  n de  modo  cue 


T < 0.0001 


o que  resulla 


v'o.0012  ~ 


| I 

in 


FIGURA  6 

Estimativas  tie  erro  sio  I i mi  tames 
superiores  para  o erro,  Estas  dao,  teors- 
camente,  os  piores  cenarios.  0 erro 
real,  nesse  caso,  e de  cerca  de  0,0023. 


(a)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  corn  n ==  10  para  aproximar  a integral  !*'  ex  dx. 
(h)  De  um  lirnite  superior  para  o erro  envoi  vido  nessa  aproximacao. 

S0LUQA0 

(a)  Como  a 0,6  - 1 e n = 10.  a Regra  do  Ponto  Medio  da 

| ' ex'dx  =*  lx  [f (0.05)  +/( 0.15)  + * • - + / (0.85  i +/(0,95)] 


= 0.1  [C 


25  + em  + e**™ 


4-  eu 
,460393 


0-5625  . 0.7225 


A Figura  6 ilustra  essa  aproximacao. 

(b)  Como  f(x)  — ex  . temos  / '(.x)  — 2xex  e j"(x)  = (2  -f  4x 2 }e:'  . Tam  be  m.  como 
0 *£  x ^ 1 . temos  ,v  *£  1 e assim 

0 «£■/"( A-)  = (2  + 4x2)ex‘  « 6e 

lomando  A = 6c,  a ~ 0,  b ~ 1 e n ~ 10  na  estimativa  de  erro  (3),  vemos  que  uni  li- 
mite  superior  para  o erro  e 

6d  I i ; e 
24(1#  = 4TO  “ °'<)07 

Regra  de  Simpson 

(_)utra  regra  para  aproximar  os  resultados  de  integracao  consiste  no  uso  de  parabolas  em 
vez  de  segmentos  de  reta  para  aproximar  uma  curva.  Como  anteriormente,  dividimos  \a.  b] 
em  n subintervalos  de  iguais  comprimentos.  h ~ A..v  — (b  — a)/n , mas  dessa  vez  assumi- 
mos  que  n e um  numero  par.  Entao,  cm  cada  par  consecutivo  de  intervalos  aproxiinamos 
a curva  v = fix)  ■ 0 por  uma  parabola,  como  mostrado  na  Figura  7.  Se  y,  — jT(jc(-),  entao 
v, ) e o ponto  da  curva  acima  de  \..  Uma  parabola  tipica  passa  por  tres  pontos  con- 
seeutivos  P, , , . e P.  + 2 . 


V , 

f 

K(--fuyj 

\ 

1 P <0 . v, ) 

\ 

l 

* 

f 

1 

1 

l 

, Pphy:) 
! 

1 

1 > 

* °i 

h r 

FIGURA  7 


FIGURA  8 
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Para  simplificar  os  nossos  calculos,  primeiro  consideramos  o caso  onde  x0  = ~h,  x < rr'  0,  e 
xi  ~ h.  (Veja  a Pi  gar  a 8.)  Sabemos  que  a equacao  da  parabola  que  passa  por  Po-  ^ 5 e P2 
tern  a forma  v = Ax2  + B.x  + C.  e assim  a area  sob  a parabola  de  x ~ ~h  ate  x ^ h e 


Aqui  usamos  o Teorema  5.5.7.  Note 
que  Ax’  + C e par  e Bx  e tmpar. 


\"'  (Ax2  + Bx  + C)  dx  2 | * (Ax2  + C)  dx 


A-  + CX 


A^  + Chj  = |(2  Ah2  + 6C) 


Mas,  como  a parabola  passa  por  Po(  — h,  yti),  Pi(0,yi)  e P_-!7/.  >3).  temos 

H’  = A/r  - Bh  + C 


Vi  •=  C 


V?  — Ah'  i"  P/j  + C 


e,  po.rt.anto. 


Vo  + 4vi  + Vi  ~ 2 Ah2  4-  6 C 


Por  isso  podemos  reescrever  a area  sob  a parabola  como 

h . 

“ (Vo  + 4)3  + V; ) 

Agora,  movendo  essa  parabola  horizontalmente,  nao  mudamos  a area  sob  ela.  Isso  sig- 
nifica  que  a area  sob  a parabola  atraves  de  Po,  Pi  e P;  de  x = Xo  a x = x2  na  Figura  7 ainda 
e 

h , 

— (vo  + 4vj  + v2) 

3 

Similaraiente,  a area  sob  a parabola  atraves  de  p2,  P,  e P4  de  x — x2  a x --  ag  e 

/i  , 

— (v2  4-  4>-:.  + y4 ) 

Se  calcuJarmos  as  areas  sob  todas  as  parabolas  dessa  forma  e adieionarmos  os  result  ados, 
obteremos 

| f{x)  dx  ~ — ( vo  + 4)3  + v2)  + — (>g  + 4)3  + ) + b t (y»-“  + dy,T-i  + y„) 

•■a  3 ’ 3 x 

= - (vo  + 4vi  + 2)3  + 4)3  + 2y4  5 • * • I 2y,, -.2  + 4)3 , + y„) 


Embora  tenhamos  derivado  essa  aproxinragao  para  o caso  no  qual  fix)  - 0,  essa  e Ui7U 
aproximacao  razoavel  para  qualquer  funeao  eontfnua/e  e chamada  Regra  de  Simpson,  P01 
causa  do  matematico  ingles  Thomas  Simpson  (1710-1761).  Note  o padrao  dos  coed- 
cientes:  1 , 4, 2, 4,  2, 4, 2,  4,  2, 4,  1 . 
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Thomas  Simpson  era  um  tapeceiro 
que  aprendeu  sozinho  matematica  e 
tornou-se  um  dos  meinores  matemati- 
cos  ingieses  do  seculo  XVlil.  O que 
chamamos  Regra  de  Simpson  ja  era 
conhecido  por  Cava  fieri  e Gregory  no 
seculo  XVI 1,  mas  Simpson  popularlzou-a 
em  seu  iivro  de  calculo,  muito  vendido, 
chamado  A New  Treatise  of  Fluxions. 


| fix)  dx  ~ Sn  = ~-[/Uo)  + 4/{x])  4-  2 fix 2 ) + 4f(x< ) 4-  - - - 

+ 2f(x„ 2)  + 4/(x, ..../)  + /(*„)] 

onde  n e par  e Ax  — (b  — a)/n. 

Use  a Regra  de  Simpson  com  n — 10  para  aproximar  f,2  (1/x)  dx. 
S0LUCA0  Coiocando  fix)  — 1/x,  n = 10'e  Ax  = 0,1  na  Regra  de  Simpson,  temos 


o x 


dx 


Ax 


[/( 1 ) 4-  4/(1 ,1)  4-  2/0,2)  4-  4/03) 


2/(1 3)  + 4/0,9)  4-/(2)] 


Od 
3 

0,693150 


+ + 4 j 2 4 : 2^4 

1 M 1-2  13  1,4  + 1,5  + 1,6  + 1,7  ^ 1,8  ' 1,9 


Note  que,  no  Exemplo  4,  a Regra  de  Simpson  nos  da  uma  aproximayao  muito  melhor 
(Sio  ~ 0,693150)  para  o valor  verdadeiro  da  integral  (In  2 ~ 0,693147. . .)  do  que  a apro- 
ximayao pela  Regra  do  Trapezio  ijm  ~ 0,693771)  ou  pela  Regra  do  Ponto  Medio 
(A/o  0,692835).  As  aproximayoes  pela  Regra  de  Simpson  sao  medias  ponderadas  das 
aproximayoes  pelas  Regras  do  Trapezio  e do  Ponto  Medio  (veja  o Exercicio  48): 

S2n  ~ f Tn  + | Mn 

(Lembne-se  de  que  Er  e EM  geralmente  tern  sinais  opostos,  e ] EM  j e de  cerca  de  metade  de  j Er  j .) 

Em  muitas  aplicayoes  de  calculo  precisamos  avaliar  uma  integral  mesmo  quando  ne- 
nhuma  formula  explicita  e eonhecida  para  y como  funyao  de  x.  Uma  funyao  pode  ser  dada 
gralicamente  ou  como  uma  tabela  de  dados  coletados.  Se  existe  evidencia  de  que  os  va~ 
lores  nao  estao  mudando  rapidamente,  entao  a Regra  do  Trapezio  ou  de  Simpson  pode 
ainda  ser  usada  para  calcular  um  valor  aproximado  para  | * y dx , a integral  de  y em  relacao  a x. 

r:/.E.flA:-1.y  5 A Figura  9 mostra  o trafego  de  dados  atraves  de  uma  linha  direta  conectando 
os  Estados  Unidos  a SWITCH,  a Rede  Academica  e de  pesquisa  da  Suica,  no  dia  10  de 
fevereiro  de  1998.  D(t)  fomece  os  dados  em  processamento,  medidos  em  megabits  por 
segundo  (Mb/s).  Use  a Regra  de  Simpson  para  dar  uma  estimativa  da  quantidade  total  de 
dados  transmitidos  atraves  dessa  linha  ate  as  12  horas  daquele  dia. 


K 


FIGURA  9 


°j  3 6 9 12  15  18  21  24  Uhoras) 

S0LUCA0  Como  queremos  consistencia  entre  as  unidades  e £>(/)  e medido  em  megabits  por 
segundo,  as  unidades  para  t serao  transformadas  de  horas  para  segundos.  Chamando  A(t) 
a quantidade  de  dados  (em  megabits)  transmitidas  no  tempo  t,  onde  t 6 medido  em  segun- 
dos, entao  Aft)  — D(t).  Logo,  pelo  Teorema  da  Variayao  Total  (veja  a Secao  5.4),  a quan- 
tidade total  de  dados  transmitidos  ate  as  12  horas  (quando  12  x 602  = 43.200)  e 

43.2(H) 

3(43.200)  = f D(t)  dt 


Muitas  calculadoras  e sistemas 
algehricos  cornputacionais  tern  um 
algoritmo  embutido  que  calcuia 
uma  aproximagao  de  uma  integral 
befinida.  Algumas  dessas  maquinas  - 
usam  a Regra  de  Simpson;  outras 
utiiizam  as  tecnicas  mais  sofisticadas, 
como  a integragao  numertca  adaptante. 
Isso  significa  que  se  uma  fungao  fSutua 
muito  mass  em  uma  certa  parte  do 
intervalo  do  que  em  outro  lugar,  entao 
essa  parte  e dividida  em  mais 
subintervaios.  Essa  estrategia  reduz  o 
numero  de  calculos  necessarios  para 
alcangar  a precisao  prefixada  desejada. 
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A partir  do  grafico,  fizemos  as  estimativas  para  os  valores  de  D{\).  corn  intervalos  (k 
hora  em  bora,  e os  compilamos  na  tabeja  a seguir. 


Entao  usamos  a Regra  de  Simpson  com  n = 12  e A?  — 3.600  para  estimar  a integral: 

-43.200  A? 

f A(0  dt  - — 1 £>(())  + 4 D(3 .600)  + 2 D(7 .200)  + . . . + 4 D(39 .600)  + £>(43 .200)] 


3 

3.600 

[3,2  + 4(2.7)  + 2(  1 .9)  + 4<  1 .7)  + 2(1 .3)  + 4(  1 .0) 

3 

+ 2(1 ,1)  + 4(1 ,3)  + 2(2.8)  + 4(5.7)+  2(7,1)  + 4(7,7)  + 7,9] 

= 143.880 

Assim,  a quantidade  total  de  dados  transmitidos  ate  o meio  dia  e aproximadamente 
144.000  Mb  ou  equivalentemente  144  gigabits. 

Nos  Exercfcios  27  e 28  pedimos  para  voce  demonstrar,  em  casos  particu lares,  que  o 
erro  na  Regra  de  Simpson  diminui  por  um  fator  de  cerca  de  16  quando  n e duplicado. 
Isso  e consistente  com  o aparecimento  de  nA  no  denominador  da  seguinte  estimativa  de 
erro  para  a Regra  de  Simpson.  Ela  e similar  as  estimativas  dadas  em  (3)  para  as  Regras 
do  Trapezio  e do  Ponto  Medio,  mas  usa  a quarta  derivada  de/. 

T Bm'Tabva  da  Erro  esra  & Regra  Pe  Sunasot?  Suponha  que  |/l4}(*)  I ^ K para 
a ^ x b.  Se  Es  e o erro  envolvido  no  uso  da  Regra  de  Simpson,  entao 

Kib  - a)5 


Es 


i8oy 


Qual  o tamanho  de  n que  devemos  tomar  para  garantir  que  a aproximagao 
pela  Regra  de  Simpson  para  / ( \/x)  dx  tenha  uma  precisao  de  0,0001? 

S0LUQA0  Se  fix)  — l/x,  entao  fw(x)  — 24/.r\  Como  x ^ 1 , temos  1/x  ^ 1 e assim 

: 24 


/ww 


24 


Portanto,  podemos  tomar  K = 24  em  (4).  Por  isso,  para  um  erro  menor  que  0,0001  deve- 
mos escolher  n de  modo  que 


24(1/ 
1 80/7 4 


< 0.0001 


Isso  da 


ou 


n‘  > 


n > 


24 


180(0,0001) 

j = 

y04)0075 


6,04 
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a Figura  1 0 ifustra  os  catcuios  no 
Exemplo  7.  Note  que  os  arcos  de 
parabola  estao  tao  prbximos  do  grafico 
tie  y = <r';  que  eles  sao  praticamente 
indistingufveis  do  grafico. 


FIGURA  10 


7.7  Exercicios 


Portanto,  n ~ 8 in  deve  ser  par)  da  a precisao  desejada.  (Compare  esse  result  ado  coni  o 
Exemplo  2.  or.de  obtivemos  n = 41  para  a Regra  do  Trapezio  e n = 29  para  a Regra  do 
Ponto  Medio.) 


(a)  Use  a Regra  de  Simpson  com  n — 10  para  aproximar  a integral  ((J  e'  dx. 

(b)  Estime  o erro  envolvido  nessa  aproximagao. 


SOLUCAO 

(a)  Se  n = 10,  entao  Ax  = 0.1  e a Regra  de  Simpson  da 

f ‘ eydx  » ~ f f(Q)  + 4 /'(().  1 ) + 2 f(02)  + • • • + 2 f (0 .8 ) + 4 /TO. 9)  + fi  1 )] 

jo  3 

= — I e 0 + 4e0’01  4-  2eom  + 4e009  + 2eOJ6  + 4e03S  4-  2e03t> 

o *• 

4-  4.-0'49  + 2e0M  4-  4e™]  4 e’] 

**  1,462681 

(b)  A quart  a derivada  de  fix)  — ex  e 

f%x)  - (12  4-  48  \ " + lb  \ 1 )e** 
e assim,  como  0 or  x *£  1 , temos 

0 =S/M)(.v)  (12  + 48  4-  16k!  = 76c 


Portanto,  colocando  K — 16e,  a — 0,  b — 1 e n — 10  em  (4)  vemos  que  o erro  e no 
maxi  mo 


76e(l)5 

180(10)4 


0,000115 


(Compare  esse  resultado  corn  o Exemplo  3.)  Por  isso,  com  precisao  em  ties  casas 
decimals  temos 

1,463 

Jo 


1.  Seja  / = f0’/(x)  dx,  onde  / e a fungao  cujo  grafico  e mostrado. 

(a)  Use  o grafico  para  encontrar  Li,  Rj  e Mi- 

(b)  Estas  sao  as  estimativas  por  baixo  ou  por  cima  de  /? 

(c)  Use  o grafico  para  achar  T2.  Como  isso  se  compara  com  /? 

(d)  Para  qualquer  valor  de  /?.  liste  os  mimeros  L„,  /?,,,  Mn,  T„  e / 
na  ordem  crescente. 


V A 


1 


0 


1 


4 x 


2.  As  aprox imagoes  pelo  extremo  esquerdo,  extremo  direilo, 
Trapezio  e Ponto  Medio  foram  usadas  para  estimar  J(j  fix)  dx, 
onde  fc  uma  funcao  cujo  grafico  e mostrado.  As  estimativas 
foram  0,781 1 . 0.8675. 0,8632  e 0,9540  e o mesmo  numero  de 


subintervalos  foi  usado  em  cada  caso. 

(a)  Qua!  regra  produz  qual  estimativa? 

(b)  Entre  quais  aprox  imagoes  esta  o valor  verdadeiro  de 
Qf(x)  dx  ? 
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3.  Estimc  ).j  cost.v  ) dx  usando  (a)  a Regra  do  Trape/io  c (b)  a 
Regra  do  Ponto  Medio,  cada  qua!  com  u — 4.  A part ir  de  uni 
grafico  do  integrando,  decida  so  suas  estimatjvas  sao 
subestimadas  ou  su  purest  iniadas.  O quo  voce  pode  concluir 
sobre  o valor  verdadeiro  da  integral? 

4.  Desenhe  o grafico  de/( x)  - sen(.v72)  na  janela  retangular 
[0.  1 J por  10.  0.5]  e seja  / — J.) /(.v)  dx. 

(a)  Use  o grafico  para  decidir  se  (A,  /A.  \h  e '/x  subesdmam 
ou  su purest  imam  /. 

(b)  Para  qualquer  valor  de  n.  lisle  os  numeros  L,u  Rn  e M«-  T„  e 
/ na  ordem  crescent e. 

(c)  Calcule  (U.  A 5.  M5  e A partir  do  grafico.  qual  voce  acha 
que  da  a rnelhor  estimativa  de  /? 

5-6  Use  (a)  a Regra  do  Ponto  Medio  e (b)  a Regra  de  Simpson 
para  aproximar  a integral  dada  com  o valor  de  n e specific  a do. 
(Arredonde  seu  resultado  para  seis  casas  decimals.)  Compare  sen 
resultado  com  o valor  real  para  determinar  o erro  em  cada 
aproximacao. 

5.  I .v*sen x dx . n — 8 6.  e"'* dx,  n — 6 

Jo  Jo 


tfi  Use  (a)  a Regra  do  I iapc ZiO . (b)  a Regra  do  Ponto  Medio  c 
(c)  a Regra  de  Simpson  para  aproximar  a integral  dada  com  o valor 
especificado  de  n.  (Arredonde  seu  resultado  para  seis  casas 
decimals.) 


' 1 + x~  dx . n — 8 


9.  in 

i+.v 


1,  I sente 

Jo 


)dr . n — 8 


1 I x 


n (jf  )dx . n = 4 


J dl 

l r ~.f  n = 6 

J°  1 + 1~  + /* 

; n = 8 


dx.  n — 4 


14.  f \>  x sen  .v  dx.  n = 8 


J COS  X o 

15.  f ~dx,n-  8 


- 

».  f InU 


+ 2 )dx,  n = 10 


i dx  . n ~ 6 

k J + v"  - ' 


dx  . n — 10 


19.  (a)  Calcule  as  aproximaqoes  TK)  e M\q  para  a integral 

Jo  e"r  d ' • 

(b)  Estime  os  erros  nas  aproximacoes  na  parte  (a). 

(c)  Qual  o tarnanho  de  n que  devemos  escolher  para  que  as 
aproximacoes  T„  e Mn  para  a integral  na  parte  (a)  tenham 
uma  precisao  de  0,00001? 

20.  (a)  Ache  as  aproximacoes  TH  e Mg  para  |fj  cos (x2)dx. 

(b)  Estime  os  erros  envolvidos  nas  aproximacoes  da  parte  (a). 
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(c  ) Qual  o tarnanho  de  n que  devemos  escolher  de  mode  que 
as  aproximacoes  7„  e M,,  para  a integral  na  parte  (a) 
tenham  uma  precisao  de  0,0000.1? 

21.  (a)  Calcule  as  aproximacoes  T„>  e Sw  para  ^ e' dx  e os  erros 

correspondentes  Er  e Es. 

(b)  Compare  os  erros  reals  na  parte  (a)  com  as  estimativas  de 
erro  dadas  por  (3)  e (4). 

(c)  Qual  o tarnanho  de  n que  devemos  escolher  para  que  as 
aproximacoes  Tn.  M„  e S„  para  a integral  na  parte  (a) 
tenham  uma  precisao  de  0,00001? 

22.  Quao  grande  dove  ser  n para  garantir  que  a aproximacao  pela 
Regra  de  Simpson  deJ’J  e rdx  tenha  uma  precisao  de  0,00001 

23.  O problema  com  as  estimativas  de  erro  e que  freqiientemente 
muito  dificil  caicular  as  quatro  derivadas  e obter  um  bom  limi 
tante  superior  K para  | f'4](x)  \ manualmente.  Mas  os  sistemas 
algebricos  computacionais  nao  tem  problemas  para  caicular 
/<4/  e desenha-la;  assitn  podernos  facilmente  encontrar  urn 
valor  de  K a partir  de  um  grafico  de  uma  maquma.  Este  exerc: 
cio  trabalha  com  aproximacoes  para  a integral  / — \ff  fix)  dx 
onde  fix)  — ecm:\ 

(a)  Use  um  grafico  para  obter  um  bom  limitante  superior  pan 

I / "(a)  I- 

(b)  Use  Mi 0 para  aproximar  /. 

(c)  Use  a parte  (a)  para  estimar  o erro  na  parte  (b). 

(d)  Use  a capacidade  de  mtegraqao  numeric  a de  seu  CAS  par 
aproximar  /. 

(e)  Como  o erro  real  se  compara  com  o erro  estimado  na  parte  (c 

(f)  Use  um  grafico  para  obter  uni  bom  limitante  superior  pan 

l/(4W 

(g)  Use  5,0  para  aproximar  /. 

(h)  Use  a parte  (f)  para  estimar  o erro  na  parte  (g). 

( i ) Como  o eiro  real  se  compara  com  o erro  estimado  na  parte  (h) 

(j)  Qual  o tarnanho  de  n necessario  para  garantir  que  o 
tarnanho  do  erro  usando  S„  seja  menor  que  0,0001? 

24.  Repita  o Exerc  (cio  23  para  a integral  j N 4 — x}  dx. 

25-26  v.  Calcule  as  aprox imagoes  L„,  Rn,  T„  e M„  para  n = 4.  8 e 
16.  Entao  calcule  os  erros  correspondentes  E,.  ER.  Et  e EM. 
(Arredonde  seus  resultados  para  seis  casas  decimals.  Voce  pode 
usar  o comando  soma  em  um  sistema  algebrico  computacional .) 
Quais  observances  voce  pode  fazer?  Em  particular,  o que  aeon  tea 
aos  erros  quando  n e dobrado? 

25.  I ' r Q/i  26.  j’VdA 

Jo  Jo 

27-28  Ache  as  aproximacoes  T„.  M„  e S„  para  n = 6 e 12. 
Entao  calcule  os  erros  correspondentes  Er.  Em  e Es.  (Arredonde 
sen  resultado  para  sets  casas  decimals.  Voce  pode  usar  o 
comando  soma  era  um  sistema  algebrico  computacional.)  Quais 
observances  voce  pode  fazer?  Em  particular,  o que  acontece  quandi 
n 6 dobrado? 


524  □ CftiCULO  Editors  Thomson 

' 27.  \:jxdx  28.  \\  Xexdx 

29.  Estirae  a area  sob  o graft co  na  figura  usando  (a)  a Regra  do 
Trapezio,  (b)  a Regra  do  Ponto  Medio  e (c)  a Regra  de  Simpson, 
cad  a qua!  com  n ~ 4. 


VI 

\ 

/"  " ; \ 

■ > ■ ■ • \ . . 

\ 

1 1 

/ 

y 

'1)1 

i 2 3 4 j 

30.  Os  compri memos  {ern  metros)  de  uma  piscina  com  o formate  de 
urn  rim  sao  medidos  a intervalos  de  2 metros,  como  indicado  na 
figura.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a area  da  piscina. 


31.  (a)  Use  a Regra  do  Trapezio  e os  dados  a seguir  para  estimar  o 


(b)  Se  sabemos  que  -4  ^ f"(x)  J para  todo.t,  estime  o erro 
envoi vido  na  aproxima^ao  da  parte  (a). 

32.  Uni  radar  foi  usado  para  medir  a velocidade  de  um  corredor 
durante  os  primeiros  5 segundos  de  uma  corrida  (veja  a tabela). 
Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a distancia  que  o corredor 
cobriu  durante  aqueles  5 segundos. 


33.  O grafico  da  aceieragao  a(t)  de  um  carro,  medida  em  pes/s2, 
e mostrado.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  o 
aumento  da  velocidade  do  carro  durante  o intervalo  de 
6 segundos. 


34.  A agua  vaza  de  um  tanque  a uma  taxa  de  r (?)  iitros  por  hora, 
onde  o grafico  de  r e como  mostrado.  Use  a Regra  de  Simpson 
para  estimar  a quantidade  total  de  agua  que  vazou  durante  as 
primeiras  seis  horas. 


35.  A tabela  (fomecida  peia  San  Diego  Gas  and  Electric)  da  a 
demanda  de  potencia  em  megawatts  no  Distrito  de  Sao 
Francisco  da  meia-noite  ate  as  6 horas  da  manha  em  8 de 
dezembro  de  1999.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a 
energia  usada  durante  aquele  pertodo.  (Utilize  o fato  de  que  a 
potencia  e a derivada  da  energia.) 


36.  O grafico  a seguir  mostra  o trafego  de  dados  em  um  provedor  de 
servicos  na  Internet  entre  meia-noite  e as  8 horas  da  manha.  D 
denota  os  dados  em  proeessamento,  medidos  em  megabits  por 


segundo.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a quantidade 


total  de  dados  transmitidos  durante  esse  perfodo  de  tempo. 


37.  Se  a regiao  mosfrada  na  figura  a seguir  e girada  ao  redor  do 
eixo  v formando  um  solido,  use  a Regra  de  Simpson,  com 
n — 8,  para  estimar  o volume  do  solido. 
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38.  A tabela  mostra  os  valores  de  uma  funcao  forga  fix)  onde  x e 
metiido  era  metros  e fix),  cm  newtons.  Use  a Regra  de  Simpson 
para  estiinar  o trabaiho  realizado  por  essa  for^'a  para  mover  urn 


objeto  a uma  distancia  de  18 

m. 

9 : 2 

fix.  •?..!?  £>.!  j H.5 

82.  | 

39.  A regiao  limitada  pelas  curvas  y ~ \/l  + x3 

, y - 0, 

x = 0 e 

x — 2 e girada  ao  redor  do  eixo  x . Use  a Regra  de  Simpson  com 
n K)  para  estimar  o volume  do  solido  resultante. 

40.  A figura  mostra  um  pendulo  com  comprimento  L que  faz  um 
angulo  maxirno  0a  com  a vertical.  Usando  a Segunda  Lei  de 
Newton  pode  ser  mostrado  que  o periodo  T (o  tempo  para  um 
ciclo  completo)  e dado  por 

/ I . r tt/2  < l.\ 

T ^ V 0 Vl  - k2 sen2* 

onde  k ~sen(|  &>)  e§ea  acelerajao  da  gravidade.  Se  L = ime 
0o  — 42°.  use  a Regra  de  Simpson  arm  n — 1 0 para  calcular  o penodo. 
////■//////////////■////// 


41.  A intensidade  de  -luz  com  comprimento  de  onda  A viajandc 
atraves  de  uma  grade  de  difragao  corn  N aberturas  a um  anguk 
0 e dada  por  HO)  = N2$crvk/k2.  onde  k = ( ~Nd  sen  0)/A  e d e z 
distancia  entre  cada  abertura.  Um  laser  de  helio-neonio  con 
comprimento  de  onda  A — 632.8  X 10  " m esta  emitindo  imu 
banda  estreita  de  luz,  dada  por  — 1 0 < 0 < 10"  atraves  dt 
uma  grade  com  10.000  aberturas  separadas  por  10“4  in.  Use  ; 
Regra  do  Ponto  Medio  com  n — 10  para  estiinar  a intensidadi 
de  luz  total  j'g,0.,  7(0)  ciO  emergindo  da  grade. 

42.  Use  a Regra  do  Trapezio  com  n — 10  para  aproximar 

cos(rr.r)  dx:.  Compare  seu  resultado  com  o valor  real.  Voce 
pode  explicar  a discrepancia? 

43.  Esboce  o grafico  de  uma  fungao  contfnua  no  intervalo  [0,  2] 
para  a qual  a Regra  do  Trapezio,  com  n — 2.  seja  mais 
apropriada  que  a Regra  do  Ponto  Medio. 

44.  Esboce  o grafico  de  uma  funcao  c on  tin  u a no  intervalo  [0.  2j 
para  a qual  a aproximagao  pelo  ponto  final  a direita  com  n = 2 
seja  mais  apropriada  que  a Regra  de  Simpson. 

45.  Sc  f 6 uma  funcao  positiva  e f"(x)  < 0 para  a b, 

mostre  que 


T„  < fix)  dx  < M„ 


46.  Mostre  que  se  / e um  polinomio  de  grau  tres  ou  menor,  entao 
a Regra  de  Simpson  da  o valor  exato  de  j*/(x)  dx. 

47.  Mostre  que  {(T„  + M»)  — T-,„. 

48.  Mostre  que  I Tn  + f M„  — S2„. 


7.8  Integrais  Improprias 


x = 1 1 


■ ! i 
FIGURA  1 


Na  definicao  de  integral  definida  j t2f(x)  dx  trabalhamos  com  uma  funcao  / definida  er 
um  intervalo  limitado  [a,  b\  e assumimos  que  / nao  tern  uma  descontinuidade  infinit 
(veja  a Secao  5.2).  Nesta  segao  estendemos  o conceito  de  integral  definida  para  o cas 
onde  o intervalo  e infinito  e tambem  para  o caso  onde  / tem  uma  descontinuidade  infinit 
em  [a,  b].  Em  ambos  os  casos.  a integral  e chamada  integral  imprdpria . Uma  das  apl 
canoes  mais  importantes  dessa  ideia,  a distribute  a o de  probabilidades,  sera  estudada  n 
Se^ao  8.5. 

Tipo  1:  Intervalos  Infinitos 

Considere  a regiao  infinita  S que  esta  sob  a curva  y = l/V.  acima  do  eixo  x e a direita  d 
reta  x = 1 . Voce  poderia  pensar  que  como  S tem  extensao  infinita,  sua  area  deve  st 
infinita,  mas  vamos  olhar  mais  de  perto.  A area  da  parte  de  S que  esta  a esquerda  da  ret 
x =■  t (sombreado  na  Figura  1 ) e 


Note  que  ,4 (/)  < 1 nao  imporiando  quao  grande  seja  t. 
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FIGURA  2 


Tambem  observamos  que 

lim  Ait)  = ]im 


A area  da  regiao  sombreada  se  aproxima  de  1 quando  t — * x (veja  a Figura  2):  assim.  dize- 
mos  que  a area  da  regiao  infinita  S e igual  a ) e eserevemos 


1 ?!  J 

— dx  = Jim  d.x  J 
■b  v i x~ 


Usando  esse  exemplo  como  um  gin  a.  definimos  a integral  de  / (nao  necessariamente 
nma  funcao  positiva)  sobre  um  intervalo  infinite  como  o limite  das  integrais  sobre  os  inter- 
valos  finitos. 


(a)  Se  (j  fix)  dx  existe  para  cada  numero  t 2-  a,  entao 

| f{x)  dx  — lim  | fix)  dx 

desde  que  o limite  exista  (como  um  numero). 

(b)  Se  |'’/U)  dx  existe  para  cada  numero  r b,  entao 

j fix)  dx  = Jim  j fix)  dx 

I desde  que  o limite  exista  (como  um  numero). 
j 

j As  integrais  improprias  i fix)  dx  c \ " , fix)  dx  sao  chamadas  convergentes  se  os 
limites  correspondentes  existent.  e divergentes  se  os  limites  nao  existent. 

j (c)  Se  j l' fix)  dx  e j“:E  fix)  dx  sao  convergentes,  entao  definimos 
| r fix)  dx  = f“  fix)  dx  + P fix)  dx 

j 

j Na  parte  (c)  qualquer  numero  real  a pode  ser  usado  (veja  o Exercicio  74). 


Qualquer  uma  das  integrais  improprias  na  Definipao  i pode  ser  interpretada  como 
uma  area,  desde  que / seja  uma  funcao  positiva.  For  exemplo,  no  caso  (a),  se 
fix)  ===  0 e a integral  i fix)  dx  e convergente,  entao  definimos  a area  da  regiao 
S ~ {(.v,  y)  \x  7'  a . 0 -s  v -=  fix)}  na  Figura  3 como  sen  do 

A(S ) = j fix)  dx 


FIGURA  3 
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area  finita 


FIGURA  4 


area  infinita 


FiGURA  5 


Jsso  e apropriado  porque  L fix')  dx  e o limite  quando  t * x da  area  sob  o gralico  de/de 

a a r. 

JXEMRO  Determine  se  a integral  j,x  ( l/.v)  dx  e convergente  ou  divergente. 

SOLUCAO  De  acordo  com  a parte  (a)  da  Defmicao  1 , temos 

j — dx  — lim  j — dx  — iim  In  I x |], 

.h  .v  i' • i x 1 

— lim  (In  / — In  1)  = lim  In  t = 00 


O limite  nao  existe  como  tun  numero  e,  assim,  a integral  impropria  (l/.v)  dx  e 
divergente. 

Vamos  comparar  o resultado  do  Exemplo  1 com  o exemplo  dado  no  imcio  desta  seqao: 
i ~~r  dx  converge  j — dx  diverge 

. i A ' " .'l  .V 

Geometricamente,  isso  quer  dizer  que,  embora  as  curvas  y — \/x~  e y — \/x  parecam 
muito  similares  para  x > 0,  a regiao  sob  v — l/.v2  a direita  de  x — 1 (a  regiao  sombreada 
na  Figura  4)  tern  uma  area  finita.  enquanto  a correspondente  regiao  sob  y — \fx  (na  Figura 
5)  tem  uma  area  infinita.  Note  que  \/x 2 e \/x  aproximam-se  de  0 quando  x —*  mas  l/.r- 
aproxima-se  de  0 mais  rapido  que  l/x.  Os  valores  de  \/x  nao  diminuem  rapido  o suficiente 
para  que  sua  integral  tenha  um  valor  finito. 

i’O 

EXEMPLO  2 : Avalie  xexdx. 

S0LUQA0  Usando  a parte  (b)  da  Definigao  1 , temos 

ro  n 

j xexdx  = lim  j xe'dx 

Integramos  por  partes  com  u = x,  dv  = e 1 dx  de  mode  que  du  — dx , v = ex: 

ro  ro  ro 

j xe'dx  = xex\,  — j e*dx 

- -te1  ~ 1 4 e' 

Sabemos  que  e’  0 quando  t — > — e pela  Regra  de  L’ Hospital  temos 

, / 1 
lim  te  = lim  —7  = lim  7 

(-*■-*  > * * e r-> « -•••  e 

= lim  (~e‘)  = 0 

Portanto 

j xe'dx  — lim  { — te1  — 1 + ex) 


0 - 1 + 0 = - 1 
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SOtUCAO  E conveniente  cscolher  a — 0 na  Definicao  1(c): 

i'~  1 i'f)  1 /*:«  3 

r dx  - t dx  + 

1 4-  x~  J * 1 -f  i“  Jo  1 -f  x 

Precisamos  avaliar  as  integrals  no  lado  direito  separadamente: 


1 |’f  dx 

- — t dx  — lim  ) - — — - — Jim  tg  ’.v  j0 


7 dx 


-!0  I + X*  > ' i!;  -'O  1 4~  x* 


= Jim  ( tg  !/  — tg  J0  ) — lim  tg"!/  = — 

»— »»  I **■  ""  2 


-.V 

'A 


1 + x 


fo  dx  \) 

7 dx  ~ Jim  7 = Jim  tg!x  /, 

i * — rc  J j ^ j — k ».. x 

— lim  (tg!0-tg_!/) 


V —■  - 

1 -Kv; 

. 

[ ' area  — it 

o| 

X 

FiGURA  6 

0 


TT 

~2 


Como  ambas  as  iniegrais  sao  convergentes,  a integral  dada  e convergente  e 

1 71  7T 

1 + a-3  2 2 

Como  1/(1  + x~)  > 0,  a integral  impropria  dada  pode  ser  interpretada  corno  a area  da 
regiao  infinita  sob  a curva  y ~ 1/(1  + x2)  e acima  do  eixo  x (veja  a Figura  6). 

XrdviPlO  4 Para  quais  valores  de  p a integral 

r«  1 
— dx 


n x‘ 


e convergente? 


SOLUQAO  Sabemos  do  Exemplo  1 que  se  p = I , a integral  e divergente.  Vantos  entao 
presumir  que  p ¥=■  i . Entao 

1 


i — dx  — lim  I x pdx 
Js  xp 


lim 


lim 


-p  + 1 


tp~ 


1111 

'V'rf'A 


Se  p > 1,  entao  p — 1 > 0;  assim.  quando  t — > o°,  tp~l  e 1/P>“1  —»  0.  Portanto 


— dx  — 


■i  X" 


p - 1 


se  p > 1 
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e.  nesse  caso.  a integral  converge.  Mas  se  p < 1 . entao  p - 1 < 0 e assim 
— ~r  = p x quando  t ■■■■■■■■>  oc 


e a integral  diverge. 


Resumimos  o resultado  do  Exemplo  4 para  referenda  futura: 


•*  J 

“ dx  e eonvergente  se  p > 1 e divergente  se  p =£  1. 


v = fix) 


F16URA  7 


:::  As  partes  (b)  e (c)  da  Defsnipao  3 sao 
mostradas  nas  Figures  8 e 9 para  o 
caso  onde  fix)  3*  0 e f tem  uma  assfn- 
tota  vertical  em  « e c,  respectivamente. 


! 


FIGURA 


Tipo  2:  Integrandos  Descontmuos 

Suponha  que  / seja  uma  funcao  positiva  contmua  deiinida  no  intervalo  finite  [a,  b),  mas 
com  a assmtota  vertical  em  b.  Seja  S a regiao  ilimitada  sob  o grafico  de/e  acima  do  eixo 
x entre  a e b.  (Para  as  integrals  do  Tipo  1 , a regiao  se  estende  indefinidamente  em  uma 
dire^ao  horizontal.  Aqui  a regiao  e infinita  em  uma  direcao  vertical.)  A area  da  parte  de  S 
entre  £tef(a  regiao  sombreada  na  Figura  7)  e 

MO  = | ‘fix)  dx 

Jo 

Se  acontecer  de  A(t)  aproximar  um  nurnero  definido  A quando  t ~->  b , entao  dizemos 
que  a area  da  regiao  S e A e escrevemos 


fix)  dx  — lim  | fix)  dx 

v a t >b"  Ja' 


Usamos  essa  equacao  para  definir  uma  integral  impropria  do  Tipo  2 mesmo  quando  / nao 
e uma  funcao  positiva.  nao  importando  o tipo  de  descontinuidade  que / tenha  em  b. 


3 i Definieao  rle  urns  tuts  at 


(a)  Se  f 6 contmua  em  [«,  b)  e deseontinua  em  b , entao 


'h  't  , , 

fix)  dx  — lim  f{x)  dx 

v o t — " *.  a 


se  esse  limite  existir  (como  um  nurnero). 

(b)  Se  / e contmua  em  (a,  b ] e deseontinua  em  a,  entao 

( f(x)  dx  — lim  i fix)  dx 

Ja  ►a'*  Jf 

se  esse  limite  existir  (como  urn  nurnero). 

A integral  impropria  f*/(x)  dx  e chamada  eonvergente  se  o limite  correspondente 
existir  e divergente  se  o limite  nao  existir. 

(c)  Se  / liver  uma  descontinuidade  em  c,  onde  a < c < b„  e ambos  J//(x)  dx  e 
\b  fix)  dx  forem  eonvergentes,  entao  definimos 


I fix)  dx  — f(x)  dx  + f{x)  dx 
Ja  ' * o Jc 


FIGURA  9 
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Calcule  -===-=-  dx.  •' 

X -V  - 2 

SOLUQAO  Notamos  primeiro  quo  ess  a integral  e impropria.  porque  fix)  = i/v  \ ~~i  rern 
uma  assmtota  vertical  x ~ 2.  Como  a descontinuidade  inlinita  ocorre  no  extremo 
esquerdo  de  [2.  5],  usamos  a parte  (b)  da  Definicao  3: 

f = lim  f 'h 

v.v  - 2 J.  v-v  - 2 

= lim  2 y .v  2 1. 


= n j-i 
z-  y d 

hntao  a integral  impropria  dada  e convergente,  e.  como  o integrando  e positive,  podemos 
interpretar  o valor  da  integral  como  a area  da  regiao  sombreada  na  Figura  10. 

feXEMbiOfe  Determine  se  I sec  x dx  converse  ou  diverge. 

Jo 

SOLUQAO  Note  que  a integral  fomecida  e impropria,  porque  lim,  sec  x = cc.  Usando 
a parte  (a)  da  Definicao  3 e a Formula  14  da  Tubela  de  Integrals,  temos 


sec  .V  dx  lim  j sec  .v  dx 

- 0 , *(w/2t-  JO 


= lim  In  I sec  ,v  -f  tg 


= lim  [ln(sec  t + tg /)  - In  1] 

ir/2)- 


porque  sec  t ->  oc  e tg  t —>  oc  quando  t -->  (tt/2)  . Entao,  a integral  impropria  dada  e 
diverge  nte. 

p dx 

QhtmPiv  ■:  . Avahe  — • — se  for  possfvel. 

Jo  x — I 

SOLUQAO  Observe  que  a reta  x = 1 e uma  assmtota  vertical  do  integrando.  Como  essa 
ocorre  no  meio  do  intervalo  [0.  3],  devemos  usar  a parte  (c)  da  Definicao  3 com  c = 1 : 

p dx  __  p dx  p dx 

Jo  X - 1 _ Jo  A7"  i ‘ Ji  r - 1 


p dx  dx 

...... = tun  

,'o  V •-  j j~  Jo  X — 


lim  In  \x  — I 


lim  (in  j t - 1 j In  | - 1 [) 


lim  ln(l  - t)  = -oc 

f -i 


porque  1 t — > 0 quando  t ->  1 . Entao,  jn  dx/ix  — I ) e divergente.  Isso  implica  que 
jo  dx/(x  - 1)  e divergente.  [Nao  precisamos  avaliar  |V  dx/(x  - ]).] 
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ATENCAO  Se  nao  tivessemos  notado  a assfntota  x = i no  Exemplo  7 e em  vez  dissti 
tivessemos  confundido  ossa  integral  corn  urna  integral  ordinaria,  entao  podcrfamos  tej 
feito 


- — In  j :v  1 | 0 = In  2 - In  S - In  2 

Jo  x — 1 

De  agora  em  diante  quando  voce  se  deparar  coni  o sfmbolo  f^/(  v)  dx  devera  decidir 
olhando  a funcao  / no  intervalo  [it,  b],  se  ela  e uma  integral  defmida  ordinaria  ou  uma  inte- 
gral  impropria. 

cl 

fcXcMPLOs  • Avahe  In  xdx. 

Jo 

SOLUQAO  Sabemos  que  fungao  fix)  — In  x tem  uma  assfntota  vertical  em  0 porque 
lim, In  x — Assim.  a integral  dada  e impropria  e temos 

i 1 In  x dx  ~ lim  i In  x dx 
Jf)  / (>•  Jr 

Agora,  usamos  a integral  por  partes  com  a = In  x.  dv  — dx,  du  = dx/x  e v = x: 

| In  .V  dx  = x In  a],  - | dx 

— 1 In  1 - fin  / - (1  — /) 

— — r In  / — 1 + t 

Para  calcular  o liniite  do  primeiro  termo  usamos  a Regra  de  17 Hospital: 

lim  t In  t — lim 

t ■>()’■  r as 4 \jt 


lim  (— r)  = 0 


Portanto 


In  x dx  --  lim  ( — r In  t — 1 4 t) 

. 0 t -*0+ 


= -0  - 1 -f  0 = - 1 


FIGURA  11 


A Figura  1 1 mostra  a interpretacao  geometrica  desse  resultado.  A area  da  regiao  som- 
breada  acima  de  y = In  x e abaixo  do  eixo  a e 1 . 


I J Um  Teste  de  Comparacao  para  as  Integrals  Improprias 

Algumas  vezes  e impossfvel  encontrar  o valor  exato  de  uma  integral  impropria,  mas  aind 
assim  e import  ante  saber  se  ela  e convergente  ou  divergente.  Nesses  cases,  o seguinte  tec 
rema  e util.  Apesar  de  afirmarmos  isso  para  as  integrals  do  Tipo  1 , um  teorema  similar 
verdadeiro  para  as  integrals  do  Tipo  2. 
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9 

a 

X 

laorems  5s  worvtpa rsc  • Suponha  que/'e  g sejant  funcoes  contlnuas  com 
/(a)  s?  gr(.v)  3*  0 para  a 3?  a. 

(a)  Se  jc  / (a)  c/a  e convergente,  entao  S ' c/(a)  dx  e convergente. 

(b)  Se  J/'  g(x)  dx  e divergente,  entao  P fix)  dx  e divergente. 


FiGURA  12 


Omitimos  a prova  do  Teorema  da  Comparacao.  mas  a Figura  ! 2 o faz  parecer  plausfvel. 
Se  a area  sob  a curva  superior  v — f(x)  for  finita,  entao  a area  sob  a curva  inferior  v = g(x) 
tambem  e finita.  E se  a area  sob  v — g(x)  for  infinita,  entao  a area  sob  y — f{x)  tambem  e 
infinita.  [Note  que  o inverso  nao  e neeessariamente  verdadeiro:  se  g(x)  dx  e conver- 
gente.  J*/(,y)  dx  pode  ser  ou  nao  convergente,  e se  P/Tv)  dx  e divergente.  £ g(x)  dx  pode 
ser  ou  nao  divergente.] 


EXEMPLO  3 :.v  Mostre  que  | e"x'  dx  e convergente. 

SOLUQAO  Nao  podemos  avaliar  a integral  diretamente  porque  a antiderivada  de  e~*‘  nao 
e uma  funpao  elementar  (como  explicado  na  Se^ao  7.5).  Escrevemos 

| e~x  dx  — j e"x  dx  + | e""x  dx 


\ v ~ e 

X 


e observamos  que  a primeira  integral  do  lado  direito  e apenas  uma  integral  definida 
ordinaria.  Na  segunda  integral  usamos  o fato  de  que  para  x ^ 1 temos  a2  3?  x,  assim 
—a"  x e.  portanto.  e 'x  e'x.  (Veja  a Figura  13.)  A integral  de  e "x  e avaliada 
facilmente: 


FIGURA  13 


TABELA  1 


0.8 8 6 207 34 8 3 

0.8862269255 
0 .88622 69 255 


e x dx  — lim  e x dx 
. 1 


— lim  (e~l  — e ')  = e" 1 

Entao,  tomando  f(x)  — e 1 e g(x)  = e~  x no  Teorema  da  Comparacao,  vemos  que 
jf  e~x  dx  e convergente.  Segue  que  )*J  e~x‘ dx  e convergente. 


No  Exemplo  9 mostramos  que 


dx  e convergente  sem  calcular  seu  valor.  No 


Exercfcio  70  indicamos  como  mostrar  que  seu  valor  e aproximadamente  0,8862.  Na  teo- 
ria  de  probabilidade  e importante  saber  o valor  exato  dessa  integral  impropria,  como  ve- 
remos  na  Secao  8.5;  usando  os  metodos  do  calculo  ein  diversas  variaveis  pode  ser 
mostrado  que  o valor  exato  e V rr/2.  A Tabela  1 ilustra  a debnicao  dc  integral  impropria 
revelando  como  os  valores  (gerados  por  computador)  de  j)!i  e"x  dx  aproxirnam  yfir/2 
quando  1 se  torna  grande.  De  fato,  esses  valores  convergent  bem  depressa,  porque  e x — > 0 
muito  rapidamente  quando  x -->  ^c. 


EXEMPL0 10  A integral 


1 + e~x 


dx  e divergente  pelo  Teorema  da  Comparacao  porque 


:t  + e~x  1 

> ___ 

x x 


e jT  (1/a)  dx  e divergente  pelo  Exemplo  1 [ou  por  (2)  com  p = 1 ]. 


TAB E LA  2 
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ATabela  2 ilustra  a divergencia  da  integral  do  Exemplo  10:  Note  que  os  valores  nao  se 
aproximara  de  nenhum  niimero  fixado. 


Exercicios 


1.  Explique  por  que  cada  uma  das  seguintes  integrals  e irnpropria. 

(a)  | x4e~**  dx  <b)  JJ  sec  x dx 

(c)  \2—? ^—7 (d)  j°  dx 

Jo  x — 5x  -I-  6 J x a 4-  5 

2.  Quais  das  seguintes  integrals  e irnpropria?  For  que? 

(a)  i' dx  (b)  j * dx 

Ji  lx  - 1 2,v  - 1 

(c)  | — r dx  (d)  j in(x  — 1)  dx 

J J-»  1 + xz  Ji 

3.  Eneontre  a area  sob  a curva  y = 1/a1  de  x = 1 a x = t e ava- 
lie-a  para  t = 10,  100  e 1 .000.  Entao  eneontre  a area  total 
abaixo  dessa  curva  para  x > 1 . 

||  4,  (a)  Plote  as  funcoes  /(a)  — 1 /xu  e g{x)  — l/x0,9  nas  janelas 
retangulares  [0.  10]  por  [0,  1]  e [0.  100]  por  [0.  1], 

(b)  Eneontre  as  areas  sob  os  gnificos  de/e  g de  x = I a x ~ t 
e avalie  para  t = 10.  100,  10/  10/  10‘°e  1020. 

(c)  Caleule  a area  total  sob  cada  curva  x 2*  1 , se  ela  existir. 

5 -40  Determine  se  cada  integral  e convergente  ou  divergente. 
Avalie  aquelas  que  sao  convergentes. 

1 fo  1 

5.  ~xdx  6.  | -dx 

Ji  (3a  + l)2  2a  - 5 

i r*  x j 

7.  J/  /2_  -dw  8.  Jo  (x2+2)*  dX 

f e~y'2dv  r- 1 -2, 

9.  J 4 ' 10.  e dt 


x + 1 

f — dx 

x~  +2x 


dz 

’2  z2  +3z  + 2 


11. 

f ^-rdx 

13. 

j xe~x  dx 

15. 

f sen  0 d6 

iq  f se~Ssds 

19.  Jo 

20. 

f re  ' dr 

a.  r— dx 

22. 

\y~udx 

a x 

23.  C^7dX 

24. 

?¥* 

25.  rilArf, 
Jl  X 

26. 

Aarctg  a 

/» (1+vr 

f3  1 

27.  —dx 

28.  | 

Jo  v'A 

o av'a 

29.  f°  ~dx 

30.  j 

:9 

J-t  A* 

1 

i y x " 9 

A l 

31.  J-2  7* 

32. 

J dx 

h V 1 - A2 

33.  f0ix-ir''dx 

34.  j 

M ^ dv 

o 4v  - 1 - 

■dx 

6. 

r 1 Ac 

J-«  2a  - 5 

35. 

dw 

8. 

~x  A 

I , dx 

(a2 +2/ 

37. 

10. 

/■"■I  ,, 

j e " dt 

39. 

X 

12. 

j (2  - V')  dv 

41- 

41. 

14. 

j x2e~x  dx 

42. 

] sec  a dx 
Jo 

f 1 e'1 

2 

J*  z"  In  z dz 


36  | __ - dx 

Jo  A‘  4'  A — 6 
f2  A - 3 

38  d.r 

Jo  2a  - 3 

rx  In  a , 

40.  — — dx 

J0  v'A 


Jcos2«  da 
o 


46  :::  Esboce  a regiao  e eneontre  sua  area  (se  a area  for  finita). 
5 ~ {(a, >’)!  a =£  1,0 
S = {(a,  v)l  x A1  -2,  0 ==£  v *£  e x2} 

S — {(a,  j)I  0 a }}  a 2/(x’  + 9)} 

S — {(a,  >’)i  a 5*  0,  0 =£  y <-  x/(;r  4 9)} 


16. 
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11  45.  5 - {(.v.  y)!  0 x < ~/2.  0 «s  y « sec5  x} 
|!  46.  5 - {(x.y)l  -2  < :v  « 0.  0 *£  y < \/~J.x+  2} 


47. 


(a)  Se  cj(x)  — (sen' v)/.v:.  use  sua  calculadora  mi  computador 
para  f'azer  utna  label  a de  valores  ap.ro  xim  ados  de 

\[  gU)  dx  para  / = 2.  5.  10.  100,  1.000  e 10.000.  Parece 
que  j?  gix)  dx  e convergente? 

(b)  Use  o Teorema  da  Comparacao  com  fix)  = l/:v 2 para 
mostrar  que  gix)  dx  e convergente. 


(c)  llustre  a parte  (b)  plotando/e  g na  mesma  tela  para 

1 -s  x «£  10.  Use  sen  grafico  para  explicar  intuitivamente 
por  que  j~  g(x)  dx  £ convergente. 


||  48.  (a)  Sep(x)—  l/(  \/;r  — 1 },  use  sua  calculadora  on  computador 
para  fazer  uma  tabela  de  valores  aproximados  de  £ gix)  dx 
para  * 5. 10,  100. 1 .000  e 10.000.  Parece  que 

j'  g(x)  dx  e convergente  on  divergente? 


(b)  Use  o Teorema  da  Comparacao  com  fix)  = 1/y.r  para 
mostrar  cjue  j,~  g{x)  dx  e divergente. 

(c)  llustre  a parte  (b)  coiocando  em  um  grafico /e  g na  mesma 
tela  para  2 x ~Z  20.  Use  sen  grafico  para  explicar 
intuitivamente  por  que  (|  g(x)  dx  e divergente. 


Use  o Teorema  da  Comparapao  para  determinar  se  a 


integ 

raj  e convergente  ou  dr 

vergeri  te. 

49.  | 

j " co%  dx 

50.  J 

r y- 

51.  | 

1 1 + X" 

pv.  dx 

52.  j 

f 

53.  | 

a x + elf 

p 77/2  dx 

54.  j 

V 1 + x 

• ! e~* 

— dx 

'o  x sen  x 

o yfx 

55.  A integral 

----- dx 

h y/x  ( 1 + X) 

e impropria  por  duas  razoes:  o intervalo  [0,  x)  e infinito  e o 
integrando  tem  uma  descon t in uidade  infinita  em  0.  Avalie-a 
expressando-a  corno  uma  soma  de  integrals  improprias  do  Tipo 
2 e do  Tipo  1 . como  a seguir: 


.*o  fx  (1  + .r) 
56.  Avalie 


~ dx 


1 

— — — dx 


\/  X { 1 + x) 


dx 

--  xy  x"  --  4 

pelo  mesmo  metodo  do  Exerctcio  55. 


57-5S  □ Encontre  os  valores  de  p para  os  quais  a integral  converge 
e avalie  a integral  para  aqueles  valores  de  p. 


57. 


h)  X1 


! 

xfln  x)p 


dx 


.v  in  x ax 


SO.  (a)  Avalie  a integral  ,v"c  ‘ dx  para  n — 0.  i . 2 e 3. 

(b)  Estime  o valor  de  x V ' dx  quando  n c um  inteiro 
positive  arbitrario. 

(c)  Prove  sua  estimaliva  usando  a inducao  matematica. 

61.  (a)  Mostre  que  \f.rxdx  e divergente . 

(b)  Mostre  que 


!im 


x dx  — 0 


Isso  mostra  que  nao  podemos  definir 


j fix)  dx 


iim 


fix)  dx 


62.  A velocidade  media  das  moleculas  em  um  gas  ideal  e 


_ _ 4 
fir 


dv 


onde  M e o peso  molecular  do  gas;  R.  a constante  do  gas;  T.  a 
temperatura  do  gas;  e v,  a velocidade  molecular.  Mostre  que 


v = 


[WT 
V rrM 


63.  Sabemos  do  Exemplo  1 que  a regiao 

9i  — {(aw)  j x S&  1.  0 y l/.v}  tem  area  infinita.  Mostre 
que  pela  rotacao  de  di.  ao  redor  do  eixox  obtemos  um  solido 
com  volume  finite. 


64.  Use  a informa^ao  e os  dados  dps  Exercfcios  29  e 30  da 
Se^ao  6.4  para  calendar  o trabalho  necessario  para  lanqar  um 
sate  life  de  1 .000  kg  fora  do  campo  gravitaciona!  da  Terra. 

65.  Calcule  a velocidade  de  escape  vq  necessaria  para  lanpar  urn 
foguete  de  massa  m fora  do  campo  gravitacional  de  um  planeta 
com  massa  M e raio  R.  Use  a Lei  de  Newton  da  Gravitacao 
(veja  o Exerctcio  29  na  Secao  6.4)  e o fato  de  que  a energia 
cinetica  inicia]  de  oner,  supre  o trabalho  necessario. 

66.  Os  astronomos  usam  uma  tecnica  chamada  estereografta 
estelar  para  determinar  a densidade  de  estrelas  em  um 
aglomerado  estelar  a partir  da  densidade  (bidimensional) 
observada,  que  pode  ser  analisada  a partir  de  uma  fotografia. 
Suponha  que  em  um  aglomerado  esferico  de  raio  R a densidade 
das  estrelas  dependa  somente  da  distancia  r do  centre  do 
aglomerado.  Se  a densidade  estelar  aparente  for  dada  por  yis) . 
onde  sea  distancia  planar  observada  do  centro  do  aglomerado 
e x(y)  e a densidade  real,  pode  ser  mostrado  que 

rs  2 r . , 

v(.v)  — : xir)  dr 

A y r~  - s* 

Se  a densidade  real  de  estrelas  em  um  aglomerado  for 
xir)  ~ {(R  — r)2.  ache  a densidade  aparente  yi.y). 

67.  Um  fabricante  de  lampadas  quer  produzir  lampadas  que  durem 
cerca  de  700  horas,  mas  naturaimente  algumas  lampadas 
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queimarn  mais  rapidamente  que  outcast  Seja  Fit)  a fracao  de 
lampadas  da  companbia  que  queimarn  antes  de  t horas:  assim 
Fit)  esta  entre  0 e i . 

(a)  Faqa  urn  esboco  de  como  voce  acha  que  o gntfico  de  F 
dove  parecer. 

(b)  Qual  o significado  da  derivada  rij)  = F'ijYl 

(c)  Qua!  e o valor  de  j0V(f)  d.t‘i  For  que? 

68.  Como  veremos  na  Secao  9.4.  uma  substancia  radioativa  decai 

exponencialmente:  a massa  no  tempo  t e mit)  — onde 

mid)  e a massa  iniciai  e k.  uma  const  ante  negativa.  A vt da 
media  M de  um  atomo  na  substancia  e 

- M — —k  \jeudt 

Para  o isotope  radioativo  de  carbono,  HC,  usado  para  a 
datacao.  o valor  de  k e —0,000121 . Calcule  a vida  media  de 
urn  atomo  de  i 4C. 

69.  Determine  o quao  grande  tern  de  ser  o numero  a de  modo  que 

r«  I 

— dx  < 0.001 

h x - + 1 

70.  Estime  o valor  numerico  de  |„  e""x  dx  escrevendo  a integral 
como  uma  soma  de  tf,  e~x  dx  e 1 e""x  dx.  A pros  i me  a primeira 
integral  usando  a Rcgra  de  Simpson  com  n — 8 e most  re  que  a 
segunda  integral  e menor  que  j“  e " d\.  que  e me  nor  que 
0,0000001. 

71.  Se  fit)  e contmua  para  t 5*  0.  a Transformada  de  Laplace  de  f 
e a funpao  F definida  por 

F(s)  = ( 
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e o dommio  de  /-  e o conjumo  de  todos  os  numeros  .v  os 
qua*8  a integral  converge.  Calcule  a Transformada  de  Laplace 
das  seguintes  funcoes. 

(a)  fit)  = 1 (b)  fit)  = e'  (c)  fit)  ~ t 

72.  Mostre  que  se  0 *£  fit)  « Me’"  para  t 3*  0,  onde  M e a sao 
constantes.  emtio  a Transformada  de  Laplace  Fix)  existe  para 
s > a. 

73.  Suponha  que  0 -s  fit)  Mea!  e 0 f’if)  *£  Keat  para  t 3s  0, 
onde  /'  e contmua.  Se  a Transformada  de  Laplace  de  fit)  6 
F(s)  e a Transformada  de  Laplace  de  fit)  e C(s),  mostre  que 

Gts)  — sFis)  — /(())  ,v  > a 

74.  Se  I f fix)  dx  e convergente  e a e b sao  numeros  reais.  mostre  c|ue 

i f{x)dx+  j fix)  dx  ~ j fix)  dx  + j fix)  d.\ 


75.  Mostre  que  x2e  ’ dx  ~ \ j * e ~x  dx . 

76.  Mostre  que  in  c dx  ~ | j v;  — 1 n v dy  interpretando  as 


mtegrais  como  areas. 


77.  Calcule  o valor  da  constante  C para  o qua!  a integral 


\ v -v2  + 4 x + 2 J 

converge.  Avalie  a integral  para  esse  valor  de  C . 

78.  Ache  o valor  da  constante  C para  o qual  a integral 


Jo  r + 


converge.  Avalie  a integral  para  esse  valor  de  C. 
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V E R ! F I C A C A O DE  CONCEITOS 


1.  Escreva  a regra  de  integracao  por  partes.  Na  pratica.  como 
voce  a visa? 

2.  Como  voce  avaiia  J sen”x  cos  A dx  se  m e impar?  O que 
acontece  se  n € impar?  O que  acontece  se  m e n sao  pares? 

3.  Se  a expressao  fa2  — x 2 aparece  em  uma  integral,  que  substi- 
tuicao  voce  pode  tentar?  O que  acontece  se  fa1  + x2  aparece? 
O que  acontece  se  fx2  — a 2 aparece? 

4.  Qual  e a forma  da  expansao  em  fracoes  parciais  de  uma  funcao 
racional  P(x)/Q(x)  se  o grau  de  P e menor  que  o grau  de  Q e 
Q(x)  tern  apenas  os  fatores  lineares  distintos?  O que  acontece  se 
um  fator  linear  e repetido?  O que  acontece  se  Q{x)  tem  um 
fator  quadratico  irredutfvel  (nao  repetido}?  O que  acontece  se  o 
fator  quadratico  e repetido? 


5.  Escreva  as  regras  para  a aproximaqao  da  integral  definida 

j;  fix)  dx  com  a Regra  do  Ponto  Medio,  a Regra  do  Trapezio  e 
a Regra  de  Simpson.  De  qua!  voce  espera  a melhor  estimativa? 
Como  voce  aproxima  o erro  para  cada  regra? 

6.  Defina  as  seguintes  integrals  improprias. 


(a)  ) f(x)dx 


fix ) dx 


fix)  dx 


7.  Defina  a integral  impropria  E / f v)  dx  para  cada  utn  dos 
seguintes  casos. 

(a)  / tem  uma  descontinuidade  infinita  em  a. 

(b)  / tem  uma  descontinuidade  infinita  em  h. 

(c)  / tem  uma  descontinuidade  infinita  em  c.  onde  a < c < b, 

8.  Escreva  o Teorema  da  Comparapao  para  as  .integrals  improprias. 


TESTES  FALSO-VERDADEiRO 


Determine  se  o que  esta  escrito  e verdsdeiro  ou  false.  Se  for  verdadeiro, 
explique  o porque.  Se  for  false,  expiique  o porque  ou  de  um  contra-exempio. 

„ x(x2  + 4)  , , , A B 

1.  — ~ pode  ser  colocado  na  forma • — i — . 

x~  — 4 x + 2 .r  — 2 

„ *2  + 4 X , c A B C 

2.  — — pode  ser  colocado  na  forma +- 1- 

,r(.C  — 4)  x x + 2 x — ' 


x * + 4 A 

— pode  ser  colocado  na  forma  — 

xix  - 4}  .v 

— — —r  pode  ser  colocado  na  forma  ~~ 
x(x‘  + 4)  x 


Jo  x2  - 1 


— dx  e convergente. 


7.  Se  / for  continua.  entao  Jl,.  fix)  dx  = Jim  j...,  fix)  dx. 


8.  A Regra  do  Ponto  Medio  e sempre  mais  precisa  que  a Regra  do 
Trapezio. 

3.  (a)  Toda  funcao  elementar  tem  uma  derivada  elementar. 

(b)  Toda  funcao  elementar  tem  uma  antiderivada  elementar. 

10.  S e/e  continua  em  [0,  °o]  e J , fix)  e convergente,  entao 
jo  fix)  dx  e convergente. 

11.  S e/e  uma  funcao  continua,  decrescente  em  [ 1 . »]  e 
lim  f(x)  — 0,  entao  f fix)  dx  e convergente. 

X~*CL 

12.  Se  ja  f{x)  dx  e j~  g(x)  dx  sao  ambas  convergentes,  entao 
\l  \fix)  4-  g(x)}  dx  6 convergente. 

13.  Se  ja  fix)  dx  e |fJ  g(x)  dx  sao  ambas  divergentes.  entao 
jl  [fix)  4 g(x)}  dx  e divergente. 

14.  Se  fix)  =£  cj(x)  e j0  g(x)  dx  divergent,  entao  j l fix)  dx  tambem 
diverge. 


EXf  R Cl  Cl  OS 

Not  a:  Uma  pratica  adicional  nas  tecnieas  de  integracao  e fomecida 


nos  Exercfcios  7.5. 

1-*0  Aval ie  a integral. 

1.  f — — — dx 
x+10 

J.-/2  COS  f) 



0 1 + sen  0 

5.  ft« ' .V  sec’  x dx 


-$en(ln  t) 

7-  / — ; — ^ 


9.  f x"  " In  x dx 

2 yjX-  _ { 

11.  f -dx 

J 1 r 


s 

-0.6  a 


(2i  + .1 )’ 

6.  f — , dv 

J v*'  - 4y  - 12  ' 


10. 

JO  1 + r~ 


is.  r-p^dx 

J r'  v 


^5.  f sen"  8 cos5  0 <70 


17-  J' x sec 


x tg  x dx 


r x + 1 

19.  f 4 dx 

J 9x~+6,v  + 5 


21.  r dx 

**  \//  -4x 
23.  fcossec4  4x dx 


/sec ' 0 
— — dQ 


,.x"  +8x  -3 


20.  f 

J sen’ 


senT  4 cos  2 1 


24,  | e J cos  x dx 


James  Stewart 


537 


sSt 


25. 


27. 


x: 


cos'  x sen  2.x dx 


28. 


29.  J }x  sec  xdx 

,ln  If)  eX  *J~e*  — i 


x~\ 
dx 


31. 


X 


+8 


r/x 


3Q,  f 

J .*  L 

e V 1 ~ f 

Vs  x sen  x 


32. 


X 


r/x 


COS  X 


34.  ^ (arcsen  x)“  c/x 


36.  J1  ~ tg  8 c/0 


37.  J* (cos  x + sen  x)"  cos  2.x  dx 


38. 


1 H-  tg  0 
-1 


f M tg"  -0 


f c/x 


A£’ 

>°  a + 2xr 


39.  £ — — 


V3  Jtg6 

40.  f dd 

Jir/4  sen  20 


41. 


43. 


Avalie  a integral  ou  mostre  que  ela  e divergente. 

*i  /“■  + 1 


i (2x  + l)3 
dx 


dx 


X; 


45. 


47. 


49. 


In  x 
In  ;t 


dx 


\/X 


dx 


Jo  x2  — x ~~~  2 
t*  dx 


4a2  + 4a  + 5 


42. 


44. 


46. 


48. 


50. 


.Jo  r 


dt 


V 


v - 2 

1 


dx 


Jo  2 --  3x 

n a + 


dx 


^x4 

tg'lx 


dx 


dx 


nm  a-i 

as  ~i  5 " 


Avalie  a integral  indefimda.  Ilustre  e verifique  se  sua 
resposta  e razoavel  plotando  a f'uncao  e sua  antiderivada  {tome 
C - 0). 


51.  | ln(x2  + 2a  + 2)  dx 


52. 


J yx2  + 1 


c/a 


CAPiTUiO  7 


iNTEGr 


c 3a  ' — a"‘  + 6a  — 4 

^ dx 

j (x2  ,f  J-)(x2  + 2) 

26. 

j { + e* 

57. 

| V A2  + A + 1 dx 

58.  j 

COtg  X 


v 1 + 2 sen. 


dx 


||  53.  Desenhe  a funcao  /(a)  • cos2xsen’x  e use  o grafico  para  esti- 
mar  o valor  da  integral  JE^/(x)  dx . Entao  avalie  a integral  para 
confimiar  sua  estimativa. 

54.  (a)  Como  voce  avaliaria  J xV  2xdx  manualmente?  (Nao  faga 
a integracao.) 

(b)  Como  voce  avaliaria  j x'c"  'dx  usando  tabeias?  (Nao 
faga  isso  de  fato.) 

(c)  Use  ura  CAS  para  avaliar  j x5e  V/x. 

(d)  Desenhe  o integrando  e a integral  indefinida  na  mesma  tela. 


Use  a Tabela  de  Integrals  no  fim  do  livro  para  avaliar 
56.  cossec  / dt 


a integral. 

55.  | — elx  dx 


59.  Verifique  a Formula  33  na  Tabela  de  Integrals  (a)  por 
dilerenciagao  e (b)  usando  uma  substituicao  trigonometrica. 

60.  Verifique  a Formula  62  da  Tabela  de  Integrals. 

61.  E possivel  eneontrar  urn  numero  n tal  que  f”  xn  dx  seja 
convergente? 

62.  Para  quais  valores  de  a f*  e"  cos  x dx  e convergente?  Avalie  a 
integral  para  aqueles  valores  de  a. 

63 m Use  (a)  a Regra  do  Trapezio,  (b)  a Regra  do  Ponto  Medio 

e (c)  a Regra  de  Simpson  com  n — 10  para  aproximar  a integral 
dada.  Arredonde  seus  resultados  para  seis  casas  decimals. 


63. 


J]  + x4dx 


64. 


V sen  a dx 


65.  Estime  os  erros  envolvidos  no  Exerdcio  63.  partes  (a)  e (b). 
Quao  grande  deve  ser  n em  cada  caso  para  garantir  um  erro 
menor  que  0,00001? 

66.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n — 6 para  estimar  a area  sob  a 
curva  y = ed/x  de  x — 1 a x ~ 4. 

67.  O velocimetro  marcando  (v)  cm  um  carro  foi  observado  a 
intervalos  de  1 minuto  e os  dados  foram  anotados  na  tabela  a 
seguir.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a distanc'd 
percorrjda  pelo  carro. 


68,  Uma  populagao  de  abelhas  cresce  a uma  taxa  de  r (/)  abelhas 
por  semana  (o  grafico  de  r 6 mostrado).  Use  a Regra  de 
Simpson  com  6 subintervalos  para  estimar  o aumento  da 
populate  de  abelhas  durante  as  primeiras  24  semanas. 


r x 

12.000 
8. OCX) 
4.000  + 


12 


16  20  24  i 

(semanas) 
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69.  (a)  Se  fix)  — sen(sen  x).  utilize  ura  grafico  para  encontrar  uni 

limitante  superior  paraj  fyA\;x) j. 

(b)  Use  a Regra  tie  Simpson  com  n = 10  para  aproximar 
f*  fix)  dx  e use  a parte  (a)  para  estimar  o erro. 

(c)  Quao  grande  deve  ser  n para  garantir  que  o tamanbo  do 
erro  ao  usar  S,,  seja  me  nor  que  0.00003? 

70.  Suponha  que  Ihe  pecam  para  estimar  o volume  de  urna  bola 
de  futebol  americano.  Voce  mede  e descobre  que  a bola  tem 
28  cm  de  comp ri memo.  Voce  usa  um  barbante  e mede 

a circunferencia  no  ponto  mais  largo  como  53  cm.  A 
circunfereocia  a 7 cm  de  cada  extreme  e 45  cm.  Use  a Regra 
de  Simpson  para  fazer  sua  estimativa. 


71.  Use  o Teorema  da  Comparacao  para  determiner  se  a integral 


e convergente  ou  divergeme. 

72.  Enconire  a area  (la  regiao  limitada  peia  hiperbole  y2  — x2  = 1 
e a reta  y — 3. 

73.  Calcule  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas  v ~ cos  x e 
y = cos  A entre  r = 0 e r = rr. 

74.  Calcule  a area  da  regiao  limitada  pelas  curvas  v “ 1/(2  + / \ 
y = 1/(2  - yfx ) e x = 1 . 


75.  A regiao  sob  a curva  v — cos  A,  0 .v  " ■ rr/2,  e girada  ao 
redor  do  eixo  a , Calcule  o volume  do  solido'  resultants. 

76.  A regiao  do  Exerdcio  75  e girada  ao  redor  do  eixo  v.  Calcule  o 
volume  do  solido  resultante. 

77.  Se  j'  e continua  cm  [().  x)  e limr ,/(;v)  — 0.  mostre  que 

| /Tv)  dx  ~ — / (0  > 

Jo 

78.  Podemos  estender  nossa  definicao  de  valor  medio  de  urna 
f'uncao  continua  a um  intervale  infinite  definindo  o valor 
medio  de / no  intervalo  [a,  re)  como 

1 . 

lim ) / ( ,v)  dx 


(a)  Calcule  o valor  medio  de  v — tg  l.v  no  intervalo  (0.  x). 

(b)  Se  fix)  v ()  e J//(.v)  dx  for  divergente.  mostre  que  o valor 
medio  de  /no  intervalo  [u.  x)  £ lim,  .-x  /l.v).  se  o limite 
existir. 

(c)  Se  J .‘fix)  dx  for  convergente,  qua!  o valor  medio  de  / no 
intervalo  [a,  *>)? 

(d)  Calcule  o valor  medio  de  y = sen  v no  intervalo  [0,  x). 

79.  Use  a substituieao  it  = l/.v  para  mostrar  que 

fy-  In  A 

dx  = () 

-’o  1 4-  .r 

80.  A grandeza  da  forca  de  repulsao  entre  duas  cargas  pontuais 
com  o mesmo  sinal,  uma  com  carga  1 e outra  com  carga  q,  e 


onde  r e a distancia  entre  as  cargas  e s(j7  uma  constante.  O 
potential  V no  ponto  P devido  a carga  q e defmido  como  o 
trabalho  realizado  para  trazer  uma  carga  unit  aria  ate  P do 
infinito  ao  longo  de  uma  linha  reta  que  liga  q e P.  Encontre 
uma  formula  para  V. 


Cubra  a solucao  do  exemplo  e tente  reso.lv  edo  sozinho. 


Os  principles  de  resol ugao  de 
problemas  foram  di  scut  id  os  ns 
pagina  79. 


Os  graficos  feitos  por  computador 
na  Figura  1 fazem  parecer  plausivel 
que  todas  as  integrals  do  exemplo  tern 
o rrtesmo  valor.  0 grafico  de  cada 
integrando  esta  anotado  com  o 
respectivo  valor  de  n. 


(a)  Prove  que  se  / e uma  fungao  eontmua,  entao 

| fix)  dx  = j fia  — x)  dx 
Jo " Jo ' 

(b)  Use  a parte  (a)  para  mostrar  que 

fff/2 sen'  v _ 77 

*-o  sen ' \ + cos  Ac  4 

para  todos  os  numeros  n positivos. 

Solucao 

(a)  A primeira  vista  a equacao  fomecida  parece  urn  tanto  difieiJ  de  entender.  Como  e pos- 
si'vel  Jigar  o lado  esquerdo  ao  lado  direito?  As  associates,  com  frequencia,  podem  ser  feitas 
por  rneio  de  urn  dos  prinefpios  de  resol  ucao  de  problemas:  introduza  alguma  coisa  extra. 
Aqui  o ingrediente  extra  e uma  nova  variavel.  Frequentemente  pensamos  na  introdugao  de  uma 
nova  variavel  quando  usamos  a Regra  de  Substituicao  para  integrar  uma  funcao  especjfica. 
Mas  aquela  regra  ainda  e util  na  presente  circunstaneia,  em  que  temos  uma  funcao  geral  f. 

Quando  pensamos  em  fazer  uma  substituicao,  a forma  do  lado  direito  sugere  que  esta 
deve  ser  u ~ a — x . Entao  du  = —dx . Quando  x — 0 , a = a ; quando  x — a,  u ~ 0.  Logo, 

i f(a  — x)  dx  = j fin)  du  ~~  j f(u)  du 
Jo  Jo  ‘ Jo  ‘ 

No  entanto.  essa  integral  do  lado  direito  e apenas  outra  maneira  de  escrever  i *f(x)  dx. 
Assim,  a equacao  dada  e provada. 

(b)  Se  considerarmos  a integral  dada  como  / e aplicarmos  a parte  (a)  com  a — 77/2, 
obteremos 

I _ r«/2  ___  sen  Ac  ^ _ _ r*/2  senf,(7r/2  - x) 

sen  Ay  + cosAv  Jo  sen”(  77/2  — v)  4-  cos,!(77/2  — .v) 

Uma  identidade  trigonometrica  bem  conhecida  nos  diz  que  sent  77/2  — x)  — cos  x e 
cos(tt/2  - a)  = sen  a.  assim  temos 


Note  tjue  as  duas  expressoes  para  / sao  muito  parecidas.  De  fato,  os  integrandos  tern  o 
mesmo  denominador.  Isso  sugere  que  devemos  adicionar  as  duas  expressoes.  Se 
fizermos  dessa  forma,  obteremos 


FIGURA  1 


cir/2  sen  x -r  cos  x , 

2/  = | • — — — — dx 

*fo  sen  Ac  + cosAr 


Port  ant  o.  / — 77/4. 


Fro  ulemas 

1.  Tres  estudantes  de  Matematica  pediram  uma  pizza  de  14".  Em  vez  de  fatia-la  da  maneira 
traditional,  eles  detidiram  fatia-la  com  cortes  paralelos,  como  mostrado  na  figura.  Sendo 
estudantes  de  Matematica,  eles  foram  capazes  de  determinar  onde  fatiar  de  maneira  que  a cada 
tin?  coubesse  a mesma  quant idade  de  pizza.  Onde  foram  feitos  os  cortes? 

■ f 1 

2.  Avalte  | — dx. 


I I 

& ^ I 

! ! 

t.  ! 

- 14"  - 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  1 


O ataque  direto  scria  comccar  com  frayoes  parciais.  mas  isso  scria  brutal.  Tente  uma 
substituiyao. 

3.  Avails  j ' ( v 1 - a - - N ! -~'P)dx. 

4.  I’m  ho  mem  inicialroente  purado  em  urn  ponto  O anda  ao  longo  de  uni  pier  puxando  unia 
canoa  por  tuna  corda  de  comprimento  L.  ()  homem  mantem  a corda  reta  e esticada.  O caminho 
percorrido  pela  canoa  e uma  curva  chamada  tract riz  (invoJuta  de  uma  catertaria)  e esta  tem  a 
propriedade  de  que  a corda  e sempre  tangents  a curva  (veja  a figura). 


K 

j.  Cu 


o 


V {x,y) 


{L,  0) 


, dx 

f U)  « ~ = 

dx 


(a)  Mostre  que  se  o caminho  seguido  pela  canoa  e o grafico  da  funcao  y = fix),  entao 

[JJ~P 

x 

(b)  Determine  a funyao  y ~ fix). 

5,  Uma  funcao  / e definida  por 

fix)  — j ’ cos  t co six  ■■■■  f)  dt  0 x *£  2 tt 
Jo 

Ache  o valor  mfnimo  de  /. 

6.  Se  n e um  inteiro  positivo,  prove  que 

j (In  x)"dx  — ( — 1 )'s77 ! 


m 


7.  Mostre  que 


| (1  — x 2 ),!  dx  — 


2 3,;(n!)2 


(2/i  + 1>! 

Sugestdo:  Comece  mostrando  que  se  /„  denota  uma  integral,  entao 

h ‘~  2k  + 3 h 

8.  Suponha  que  f seja  uma  funcao  positiva  tal  que  f e contmua. 

(a)  Como  e o grafico  de  y — /(a)  sen  nx  relacionado  ao  grafico  de  v = /(a)?  O que  acontece 
quando  n so? 

(b)  Faya  uma  estimativa  para  o valor  do  limite 

iim  j fix)  sen  nx  dx 

baseado  nos  graficos  do  integrando. 

(c)  Usando  integrayao  por  partes,  confirme  a estimativa  que  voce  fez  na  parte  (b).  [Use  o fato 
de  que,  como  } ' e contmua,  existe  uma  constante  M tal  que  | /'(a)  | M para  0 < .v  =£  1 .] 


9.  Se  0 < a < b,  calcule  lim  ■ j [bx  -F  a(l  — x)}’dx 
! --o  Jo 
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10.  Desenhe /(.v)  sent/)  e use  o grafico  para  estimar  o valor  de  r tal  que  i.  ' fix)  dx  e um  maxirao. 

Entao  calcule  o valor  exato  de  i que  maximiza  a integral. 

11.  A circunferencia  de  raio  1 mostrada  na  figura  toca  a curva  de  v ■■■■--  ! Zvi  duas  vezes.  Determine 
a area  da  regiao  que  se  encontra  entre  as  duas  curvas. 

12.  Um  foguete  e lanqado  vertical  mente,  consumindo  com  bust  fvel  a urn  a taxa  coostante  de  b 
quilogramas  por  segundo.  Seja  v — v{i)  a velocidade  do  foguete  no  instante  t e suponha  que  a 
velocidade  de  emissao  de  gases  u seja  constante.  Considere  M = MU)  como  a rnassa  do 
foguete  no  tempo  t e observe -que  M decresce  quando  o combustivel  e consumido. 
Desprezando  a resistencia  do  ar,  segue  da  Segunda  Lei  de  Newton  que 


em  que  a forga  F — -Mg.  Assim 


Sejam  Mx  a rnassa  do  foguete  sem  combustivel,  M2  a massa  inicial  de  combustivel  e M()  = 

M]  + M2.  Entao,  ate  ele  bear  sem  combustivel  no  tempo  / --  M2b.  sua  massa  e M = M0  --  bt. 

(a)  Substitua  M — M0  - bt  na  Equaeao  1 e resoiva  a equagao  resuhante  para  v.  Use  a condigao 
inicial  t’(0)  = 0 para  determinar  a constante. 

(b)  Determine  a velocidade  do  foguete  no  instante  t -■  M-Jb . Esta  e chamada  velocidade  terminal. 

(c)  Estabeleca  a altura  v — y(t)  do  foguete  no  tempo  terminal. 

(d)  Determine  a altura  do  foguete  no  tempo  t qualquer. 

13.  Use  integracao  por  partes  para  mostrar  que,  para  todo  x > 0, 


r*  sen  t 

0 < — r dt  < 

Jo  ln(l  -f  x + t) 


ln{!  + x) 


14.  Os  polinomios  de  Chebyshev  Tn  sao  defimdos  por 

Tjx)  — cosin  arccos  x)  para  n ~ 0,  1,  2,  3,  ...  . 

(a)  Qual  e o dominio  e a imagem  dessas  funcoes? 

(b)  Sabemos  que  Tq(x)  = 1 e Tf  x)  = x.  Expresse  T2  explicitamente  como  um  polinomio 
quadratico  e T<  como  um  polinomio  cubico. 

(c)  Mostre  que  para  n 1 , 

Tr.+iix)  = 2 xTn(x)  - T„-t(x) 

(d)  Utilize  a parte  (c)  para  mostrar  que  Tn  e um  polinomio  de  grau  n. 

(e)  Use  as  partes  (b)  e (c)  para  expressar  T4,  7\,  J'6  e T,  explicitamente  como  polinomios. 

(f)  Quais  sao  os  zeros  de  Tf!  Em  quais  valores  T»  tem  um  valor  maxi  mo  local  e um  valor 
minimo  local? 

(g)  Desenhe  T:.  1\.  Ti  e T=,  na  mesma  tela. 

(h)  Desenhe  rs,  T<,  e T7  na  mesma  tela. 

( I ) Baseado  em  suas  observances  das  partes  (g)  e (h),  como  estao  relacionados  os  zeros  de  Tr. 
com  os  zeros  de  7j,+  I?  Quais  sao  os  valores  maximo  e minimo  das  coordenadas  xl 

(j)  Baseado  em  sens  graficos  da  partes  (g)  e (h),  o que  voce  pode  dizer  sobre  ) 1 , T„(x)  dx 
quando  n e mi  par  e quando  n e par? 

(k)  Use  a substituigao  u — arccos  x para  avaliar  a integral  da  parte  (j). 

(l)  A famflia  de  funcoes  f(x)  = cos(c  arccos  x)  € definida  mesmo  quando  c nao  e um  inteiro 
(mas  assim /nao  e um  polinomio).  Descreva  como  o grafico  de/ muda  quando  c aumenta. 


• ' j? 


Mais  Aplica^oes 
de  Integra^ao 


A integra^ao  nos  capacita  calcular  a 
forca  exercida  pel  a agua  em  uma 


No  Capttulo  8,  vimos  algumas.  aplicacoes  de  integrals,  como:  areas,  volumes, 
trabalho  e valores  medios.  Aqui  exploraremos  algumas  das  muitas  outras 
aplicagoes  geometricas  da  integracao  — o comprimento  de  uma  curva,  a area  de 
uma  superficie  — , assim  como  as  quantidades  de  interesse  na  ftsica,  engenharia, 
biologia,  economia  e estatistica.  Por  exemplo,  investigaremos  o centro  de 
gravidade  de  um  prato,  a forga  exercida  pela  pressao  da  agua  em  uma  repress,  a 
circulagao  de  sangue  do  coracao  humano  e o tempo  medio  esperado  na  linha 
durante  uma  chamada  tefefonica. 


Comprimento  de  Arco 


FiGURA  1 


O que  queremos  dizer  com  o comprimento  de  uma  curva?  Podernos  pensar  em  colocar  um 
pedago  de  barbante  sobre  a curva,  como  na  Figura  1 , e entao  medir  o comprimento  do  bar- 
bante  com  uma  regua.  Mas  isso  pode  ser  diffcil  de  fazer  com  muita  precisao  se  tivermos 
uma  curva  complicada.  Precisamos  de  uma  definigao  exata  para  o comprimento  de  um 
arco  de  uma  curva,  da  mesma  maneira  como  desenvolvemos  definipoes  para  os  conceitos 
de  area  e volume, 

Se  a curva  e um  polfgono,  podernos  facilmente  encontrar  seu  comprimento;  apenas 
somamos  os  comprimentos  dos  segmentos  de  reta  que  formam  o polfgono.  (Podernos  usar 
a formula  de  distancia  para  encontrar  a distancia  entre  os  extremos  de  cada  segmento.) 
Definiremos  o comprimento  de  uma  curva  geral  primeiro  aproximando-a  por  um  polfgono 
e entao  tomando  o limite  quando  o numero  de  segmentos  do  polfgono  aumenta,  Esse 
processo  e familiar  para  o caso  de  um  cfrculo,  onde  a circunfereneia  e o limite  dos  com- 
primentos dos  poltgonos  inscritos  (veja  a Figura  2). 

Agora  suponha  que  uma  curva  C seja  defmida  pela  equacao  y — fix),  ond e/e  contfnua  e 
a ^ x ~ s b.  Obtemos  um  polfgono  de  aproximacao  para  C dividindo  o intervalo  [a,  b]  em  n 
subintervalos  com  os  extremos  x0,  xj, . . . , x„  e com  larguras  iguais  a Ax.  Se  y-t  = fix,),  entao 
o ponto  Piixi,y;)  esta  em  C e o polfgono  com  vertices  Po,Ply . . . ,P„,  ilustrado  na  Figura  3, 
e uma  aproximacao  para  C.  O comprimento  L de  C e aproximadamente  o mesmo  desse  polf- 
gono e a aproximacao  fica  melhor  quando  n aumenta.  (Veja  a Figura  4,  onde  o arco  da 
curva  entre  P,  . } c P,  foi  ampliado  e as  aprox imagoes  com  sucessivos  valores  menores  para 
A,.v  sao  mostradas.)  Portanto  definimos  o comprimento  L da  curva  C com  a equacao 


FIGURA  2 


y=m 


i 1 \ ‘ i-i  \ 

/'  i f i I 

/I  ! i\  \ Pi/ 


_L i L. 


FIGURA  3 


FIGURA  4 
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y — J W - a x ^ b-  como  o limite  dos  eomprimentos  desses  polfgonos  inscritos  fse  o 
limite  exist ir): 


n 

L = Jim  2 | Pi  \Pi  i 


Note  que  o procedimento  para  a definicao  de  comprimento  de  arco  e muito  similar 
aquele  que  usamos  para  definir  a area  e o volume:  dividimos  a curva  em  urn  grande 
nuniero  de  partes  pequenas.  Entao  encontramos  os  comprimentos  aproximados  das  partes 
pequenas  e os  somamos.  Finalmente,  tomamos  o limite  quando  n — ■>  oc. 

A definicao  de  comprimento  de  arco  dada  pela  Equagao  1 nao  e muito  conveniente  para 
os  propositos  computacionais,  mas  podemos  derivar  uma  formula  integral  para  L no  caso 
on  de  / tern  uma  derivada  contfnua.  [Essa  funcao/e  chamada  suave,  porque  uma  pequena 
mudanga  em  x produz  uma  pequena  mudanga  em  /'(a*).] 

Se  tomarmos  Ay,  = y,  - y,~i,  entao 

! Pi-  [Pi I = v(  V,  - A,-])2  + (y,  - y._ j )2  = v ( A.\)’  4-  (Ay,)2 

Aplicando  o Teorema  do  Valor  Medio  para/ no  intervalo  [a,  i,  a,],  descobrimos  que  existe 
urn  numero  x f entre  a,-...3  e a,  tal  que 

fix,)  -/( A,-i)  5=5 /'(**)( a<  - \:-l  ) 
isto  e,  Ay;-  = f'(x'f')  A a 

Entao  temos 

| Pi-.P,  I - v'IAaFi  { A v, / 

= v’(Aa)2  +I7w)Aa]2 

“ V 1 + l/'fc*)]2 

= v'l  + [fWff  rmle  iv  > 

Portanto,  pela  Definicao  1, 

n rj 

L — lim  2 | P<-\P<  | — lim  2 V I + {//a/)]2  A a 
Reconhecemos  essa  expressao  como  igual  a 

fv'TTTTWP* 

pela  definicao  de  integral  definida.  Essa  integral  existe  porque  a fungao  g(x)  ~ yi  + | /”( v)  j 
e contfnua.  Entao  provamos  o seguinte  teorema: 


I LiU  t'ormufa  do  Comprimento  de  Arco  Se  /'  for  contfnua  em  [a,  b],  entao  o 
comprimento  da  curva  y ~f(x),  a ^ a =s  b,  e 

! 

j 

I b = | v'l  + [/'Wp  dx 
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(4,  8) 


FIGURA  5 


C:  Quando  verificamos  nossa  resposta 
no  Exempfo  1 , notamos  a partir  da 
Figura  o que  isso  deve  ser  um 
pouquinho  maior  que  a distancia  de 
(j , 1)  a (4,  8),  que  e 

v'58  » 7,6]  5773 

De  acordo  com  os  nossos  calcutos  no 
Exemplo  1 , temos 

L - 4 (80  v40  - 13yj3)  «•  7,633705 

Seauramente,  isso  e um  pouco  maior 
que  o comprimento  do  segmento  de 
reta. 


M.AIS  APLiCACOES  DE  INTEGRACAO 


Se  usarmos  a notacao  tie  Leibniz  para  as  derivadas.  poderemos  escrever  a formula  do 
comprimento  de  arco  como  a seguir: 


Cb  I.  I dy 


J.  Y \<iv 


UXM PIO  1 Calcule  o comprimento  de  arco  da  parabola  semicubica  y2  = xi  entre  os 

pontos  (.1 , 1)  e (4.  8)  (veja  a Figura  5). 

SOLUCAO  Para  a porcao  superior  da  curva.  temos 


— 3 i/: 


e assim  a formula  do  comprimento  de  arco  da 


fd  f~  { dy  \2  04  ; ()■■■■ 

L~),  V1  + W -*■ %l  + jA,/x 

Se  substituirmos  u — \ + 9x/4,  entao  du  — 9 dxf  4.  Quando  a*  — 1.  u — quando 
a = 4.  u — 10.  Portanto 


, 4 flO  f~  , 4 2 V2li0 

L ~ a du  ~ hv4 

J 13/4 

- A[lO«-  CIP] 

= ^(SOv'To  - I3V 43) 


Se  uma  curva  tem  a equa^ao  x — g(y),  c y d e g'(y)  e continua,  entao.  pela 
mudan9a  dos  papeis  de  x e y na  Formula  2 ou  na  Equa^ao  3,  obtemos  a seguinte  formula 
para  seu  comprimento: 


L = ("  v'l  + WiyWdy  - ["  yjt  + (£):4y 


EXEMPLO  2 Calcule  o comprimento  de  arco  da  parabola  y2  = x de  (0, 0)  a (1, 1). 
SOLUQAO  Como  x — y\  temos  dx/dy  — 2v  e a Formula  4 da 

L"J„’  VI  + (f)  A—  JJv'TTTpA' 

Fazemos  a substitui^ao  trigonometrica  y = | tg  0,  que  resulta  em  dy  = \ sec 20d0  e 
v'  l + 4 y2  — V i + tg2  0 — sec  0.  Quando  y — 0,  tg  0—0,  logo  0 — 0;  quando  y — 1. 
tg  0=2,  assim  0 tg"1  2 — a,  Entao 

L—  j sec  0*1  sec  2 0 dO  = ]T  sec  i0d0 
Jo  “ ■ Jo 

= \ - I [sec  0 tg  6 + In  j sec  0 + tg  0 j ]0  ulo  Exemplo  8 na  Secito  7.2  ) 

— | (sec  a tg  a + In  j sec  a + tg  or  j) 
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(Poderfamos  ter  us  ado  a Formula  21  da  label  a cle  Integrals. ) Como  tg  o 2. -temos 
sec2a  — ! + tg‘  o 5.  assim  sec  a — y’5  e 


A Figura  6 mostra  o arco  de  urea 
parabola  cujo  cornprimento  e calculado 
no  Exemplo  2.  junto  com  as 
aproximacoes  poiigonais  tendo  « = ! e 
n = 2 segmentos  de  reta, 
respect iva merit e.  Para  n=]o 
cornprimento  aproximado  e — v '2,  a 
diagonal  de  um  quadrado.  A tabela 
mostra  as  aproximacoes  L„  que 
obtemos  dividindo  [0, 1]  em  n 
sub  in  tervalos  iguais.  Mote  que  cad  a 
vez  que  dupiicamos  o numero  de  iados 
do  poligono  nos  aproximamos  do 
cornprimento  exato,  que  e 


= x/5  infA/5  + 2) 
2 1 4 


FIGURA  6 


Por  causa  da  presenca  da  raiz  quadrada  nas  Formulas  2 e 4,  os  calculos  de  cornprimento 
de  um  arco  freqiientemente  nos  levam  a integrals  muito  diffeeis  ou  mesmo  impossfveis  de 
se  avaliar  explicitamente.  Hntao  algumas  vezes  temos  de  nos  contentar  em  achar  uma  apro- 
ximacao  do  cornprimento  da  curva,  como  no  exemplo  a seguir. 


F X F M p I 0 

(a)  Monte  uma  integral  para  o cornprimento  de  arco  de  uma  hiperbole  xy  - 1 do  ponto 
(1,1)  ao  ponto  {2,1). 

(b)  Use  a Regra  de  Simpson  com  n = 10  para  estimar  o cornprimento  de  arco. 

S0LUQA0 
(a)  Temos 


1 dy  1 

-X  dx  .x2 


e assim  o cornprimento  de  arco  e 


\ 


/ 1 + 


dx 


V*4  + 1 , 

2 dx 


(b)  Usando  a Regra  de  Simpson  (veja  a Seqao  7.7)  com  a — 1 . b 2,  n — 10, 
A.x  = 0,1  e fix)  — N/ 1 + \/xf  obtemos 


v Verificando  o valor  da  integral 
definida  com  uma  aproximagso  mais 
exata,  produzida  por  um  sistema 
algebrico  computacional,  vemos  que  a 
aproximagao  usando  a Regra  de 
Simpson  e precisa  ate  quatro  casas 
decimals. 


f2  / 1 

L=y  yj  1 + ~ dx 

= "“[/( 1)  + 4/(1 ,1)  + 2/(1 ,2)  + 4/(13)  + 


1,1321 


2/(1. 8)  + 4/(1 ,9)  +/(2)j 
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ILJ  Funcao  Comprimento  dc  Arco 

E util  terrnos  uma  funcao  que  mecle  o comprimento  de  arco  de  uma  curva  a partir  de  uni 
ponto  initial  particular  ate  outro  ponto  qualquer  na  curva.  Entao.  se  a curva  suave  C tern 
a equagao  y --fix),  a =£  a*  b.  seja  six)  a distancia  ao  longo  de  C do  ponto  inicial 
P«(a,f(aj)  ao  ponto  Q(x.f{x)).  Entao  ,v  e uma  funcao,  charnada  funcao  comprimento  de 
arco,  e,  pela  Formula  2, 

[5]  5(.r)  — j V l + [/'(/)] 2 dt 


(Mudamos  a variavel  de  integragao  para  i de  modo  que  x nao  tenha  do  is  signi  fie  ados.) 
Podemos  usar  a parte  1 do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para  diferenciar  a Equagao  5 
(uma  vez  que  o integrando  e continuo): 


j 6 j 


1 + f /tv)]2  = 


r 


A Equacao  6 mostra  que  a taxa  de  mudanca  de  s em  relag  ao  a x e sempre  pelo  memos  1 e 
e igual  a 1 quando  fix),  a inclinagao  da  curva.  e 0.  A dife.renc.ial  do  comprimento  de  arco  e 


e essa  equagao  e escrita  algumas  vezes  na  forma  simetrica 


(ds)2  ~ (dxf  ~f  (dr)2 


A interpretaeao  geometrica  da  Equacao  8 e mostrada  na  Figura  7.  Isso  pode  ser  usado 
eomo  um  artifjcio  mnemonico  para  se  lembrar  das  Formulas  3 e 4.  .Se  escrevermos  L — 
j ds,  entao,  a partir  da  Equagao  8,  poderemos  resolver  para  obter  (7),  o que  da  (3),  ou 
poderemos  resolver  para  obter 

ds  = 

o que  da  (4). 


EXEMPtO  4 Ache  a fungao  comprimento  de  arco  para  a curva  y = ;r  - ~ In  x 
tomando  Pd  1 , 1)  como  o ponto  inicial. 

S0LUQA0  Se  f(x)  ~ .r  - -L  hi  x,  entao 


VI  + [/'<*)?  = 2a- 


8a 
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Assim.  a funcao  comprimento  tie  arco  e dada  por 
■v(.v)  — j ' v 1 + [/'{»] 2 dt 


j,  (2'  “ ¥/)  dl  = + 1 ,n 


= a " + jV  ]n  x — 1 

Par  exempio.  o comprimento  de  arco  ao  Jongo  da  curva  de  ( I , i ) a (3,  /(3i)  e 


v(3)  = 32  + { In  3 - 


8 J 373 


A Figura  8 mostra  a interpretapao  da 
funcao  comprimento  de  arco  no  Exem- 
pio 4.  A Figura  9 mostra  o grafico  de 
sua  rungao  comprimento  de  arco.  4(.v) 
e negative  quando  x e menor  que  J ? 


>:  ,/n 

I / v = ; In  .v 


| / 4'(.v)  — ,V:  + “ In  A 


FIGURA  8 


FIGURA  9 


Exercicios 


1.  Use  a Formula  3 do  comprimento  de  arco  para  encontrar  o 
comprimento  da  curva  y — 2 — 3a.  —2  *5  a 1 . Verifique  o 
sen  resultado  notando  que  a curva  e um  segmento  de  reta  e cal 
culando  sen  comprimento  pela  formula  da  distancia. 

2.  Utilize  a formula  do  comprimento  de  arco  para  achar  o 
comprimento  da  curva  y ™ y4  - a2,  0 -S  a 2.  Verifique  o 
seu  resultado  observando  que  a curva  e um  quarto  de  cfrculo. 

3-4  .Desenhe  a curva  e vjsualmente  estime  o seu  comprimento. 

Depois  ache  o seu  comprimento  exato. 

3.  v ~ | (a4  - 1 f £ , 1 a <•  3 


1 + 2a 


6 + 10  a'  ' 
a2  In  a 


« A « 2 


2 « x 4 


9.  A - \ yy  ( y -3),  1 y *£  9 

10.  y --  Jn(cos  a),  0 =£  x rr/3 

11.  v In(secx),  0 x ir/4 

12.  y — In  x,  1 ss  x v;3 


13.  v = cosh  a,  0 ss  x sr  ] 


14.  y 2 » 4 a . 0 sS  y --A  2 


5-16  □ Ache  o comprimento  da  curva. 
5.  y = 1 + 6a3'2,  0 x « 1 


15.  y - ex,  0 ■-£  x 1 


a “S  a b.  a > 0 


6.  >?"  — 4(j  + 4)\  0 r 2,  y > 0 
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|£;;  1 7—20  Escreva,  mas  nao  avalie.  uma  integral  para  o comprimento 

da  curva. 

17.  y — cos  .r.  0 =£  x 2tr  18.  y — 2\  0 x 3 

19.  jc  = y + v- . 1 *6  v 4 20.  ~ + -f-  - ! 

a~  tr 

21-24  Use  a Regra  de  Simpson  com  n — 10  para  estimar  o 
comprimento  de  arco  da  ctirva.  Compare  a sua  resposta  com  o 
valor  da  mtegral  produzido  pela  sua  caicuiadora. 

21.  y = xe",  0 x *s  5 22.  x = y + yfy , 1 y < 2 

23.  x — sec  ,x.  0 x tt/3  24.  y = .v  In  x,  1 x *5  3 


§|  25.  (a)  Desenhe  a curva  y ~ x v'4  - x,  0 « x « 4. 

(b)  Calcule  os  comprimentos  dos  poligonos  inscritos  com 

n — 1, 2 e 4 lados.  (Divida  o intervalo  em  subintervalos 
iguais.)  Uustre  eshogancio  esses  poligonos  feomo  na 
Figura  6). 

(c)  Monte  uma  integral  para  o comprimento  da  curva. 

(d)  Use  sua  caicuiadora  para  encontrar  o comprimento  da  curva 
com  precisao  de  quatro  casas  decimais.  Compare  com  as 
aproximagoes  na  parte  (b). 

||  26.  Repita  o Exereicio  25  para  a curva 

v — x + sen  -v  0 .r  =£  2ir 

fp  27.  Use  um  sistema  algebrico  computacional  ou  uma  tabela  de 
integrals  para  achar  o comprimento  de  arco  exato  da  curva 
x — ln(  1 — yz)  que  esta  entre  os  pontos  (0* 0)  e (in 

g;:  28.  Use  um  sistema  algebrico  computacional  ou  uma  tabela  de 
integrals  para  achar  o comprimento  de  arco  exato  da  curva 
y = x 4/3  que  esta  entre  os  pontos  (0, 0)  e (1 , 1 ).  Se  seu  CAS 
tiver  problemas  para  avaliar  a integral,  faca  uma  substituigao 
que  mude  a integral  em  uma  que  o CAS  possa  avaliar. 

29.  Esboce  a curva  com  a equagao  .r2/J  + y2/3  = 1 e use  a simetria 
para  achar  seu  comprimento. 

30.  (a)  Esboce  a curva  v = x2. 

(b)  Use  as  Formulas  3 e 4 para  montar  duas  integrals  para  o 
comprimento  de  arco  de  {(),  0)  a (1 . 1).  Observe  que  uma 
dessas  integrais  e uma  integral  impropria  e avalie  ambas  as 
integrals. 

(c)  Ache  o comprimento  de  arco  dessa  curva  de  (-1,  1)  a (8. 4). 

31.  Ache  a fungao  comprimento  de  arco  para  a curva  v — 2.x ' 2 
com  o ponto  inicial  Pd  1 , 2). 

||  32.  (a)  Desenhe  a curva  y = |x'  + l/(4x),x  > 0. 

(b)  Encontre  a fungao  comprimento  de  arco  para  essa  curva 
com  o ponto  inicial  Pi}{  1 ,75). 

(c)  Desenhe  a fungao  comprimento  de  arco. 

33.  Um  falcao  voando  a 15  m/s  a uma  altitude  de  180  m acidental- 
mente  derruba  sua  presa.  A trajetoria  parabolica  de  sua  presa 
caindo  e descrita  pela  equagao 


ate  que  elu  atinja  o solo,  onde  yea  altura  acima  do  solo  e x‘  d 
distancia  horizontal  percorrida  em  metros.  Caleulg  a dist§,lC?‘l 
percorrida  pela  presa  do  moment©  em  que  ela  e demtbada  ^ 
o memento  em  que  eia  atinge  o solo.  Expresse  sua  respo^1 
com  precisao  de  um  decimo  de  metro. 

34.  Um  vento  contfnuo  sopra  uma  pipa  a oeste.  A alturida  p‘Pa 
acima  do  solo  a partir  de  uma  posicao  horizontal 0 
x = 80  pes  e dada  por 

y = 150  - ;j(i  (x  - 50)2 
Ache  a distancia  percorrida  pela  pipa. 

35.  Um  fabricante  de  telhados  metalieos  corrugados4tper  produzii 
paineis  que  tern  28 n de  largura  e T de  espessura  processando 
folhas  planas  de  metal  como  mostrado  na  figura.  O perfil  do 
telhado  tern  o formato  de  uma  onda  senoidal.  Verifique  que  a 
senoide  tern  a equagao  y = sen(irx/7)  e calcule  a largura  w de 
uma  folha  metalica  plana  que  e necessaria  para  fazer  um  painc 
de  28".  (Use  sua  caicuiadora  para  avaliar  a integral  correta  a 
quatro  digitos  significantes.) 


— HT 


(a)  A figura  mostra  um  fio  de  telefone  pendurado  entre  dois 
postes  em  x — —bex  — b.  Este  tem  o formato  de  uma 
catenaria  com  a equagao  y = c + a cosh  (x/a).  Calcule  o 
comprimento  do  fio. 

(b)  Suponha  que  os  dois  postes  telefonicos  estejam  separados  a 
uma  distancia  de  50  pes  e que  o comprimento  do  fio  entre  os 
postes  seja  de  51  pes.  Se  o ponto  mais  baixo  do  fio  deve  estr 
20  pes  acima  do  solo,  a qual  altura  o fio  deve  ser  preso  no 
poste? 


37.  Calcule  o comprimento  da  curva  y 


38.  As  curvas  com  as  equagoes  x”  + y"  = 1 , n ~ 4,  6,  8, . . . , sa 
chamadas  circulos  gordos.  Desenhe  as  curvas  com  n = 2,4. 
6,  8 e 10  para  ver  o porque.  Monte  uma  integral  para  o 
comprimento  L-<k  do  cireuio  gordo  com  n — 2k.  Sem  tentar 
avaliar  essa  integral,  estabeleca  o valor  de 


45 


m 


mpnmento  de  Arcos 

As  curs  as  mostradas  a seguir  sao  exempts  defirngoes/contlrmas  e que  tern  as  seguintes  propri 
1-/W  = 0e/(J)  = Qi.,; 

2.  f(x)  % 0 para  0 s x *£  1 

3,  A area  abaixo  do  grafico  de / entre  0 e t e iguai  a i 
Contudo,  os  compnmentos  L dessas  curvas  sao  dilerentes 


L ~ 2.919 


/ 

I--  / 


Tente  dcseobrir  as  formulas  de  duas  funeoes  que  satisfacam  as  condieoes  1 , 2 e 3.  (Sens  graficos  devem 
ser  simiJares  aos  mosfrados  anteriormente  ou  pcxtem  ser  totalmente  diferentes.)  Agora  calcule  o com- 
primento  de  arco  de  cada  grafico.  ()  vencedor  sera  aquelc  que  obtiver  o menor  comprimento. 


Area  de  uma  Superficie  de  Revolucao 


lima  superffcie  de  revolucao  e fonnada  quando  uma  curva  e girada  ao  redor  de  uma  reta.  Essa 
superffcie  e a fronteira  lateral  de  ura  solido  de  revolucao  do  tipo  discutido  nas  Segoes  62  e 6.3. 

Quejemos  delinir  a area  da  superffcie  de  revolugao  de  maneira  que  ela  corresponda  a 
nossa  intuicao.  Se  a area  da  superficie  for  A , podemos  pensar  que  para  pintar  a superffcie 
sena  necessario  a mesma  quantidade  de  tinta  que  para  pintar  uma  regiao  plana  com  area  A. 

Vamos  comegar  com  algumas  superficies  simples.  A area  da  superffcie  lateral  tie  uni  cilindro  cir- 
ca! at  com  raio  r e altura  h e tomada  como  A — 2i rrh  porque  podemos  nos  imaginar  coitando  o 
cilindro  e desenroiando-o  (como  na  Figura  1)  para  obter  uni  retanguio  com  as  dimensoes  2 nr  eh. 

3a  mesma  maneira,  podemos  tomar  um  cone  circular  com  a base  de  raio  rea  geratriz  /. 
corta-lo  ao  longo  da  linha  pontilhada  na  Figura  2 e achata-lo  para  fonnar  o setor  de  um  cfrculo 
t om  raio  I e angulo  central  0 =~  2 nr/ i . Sabemos  que,  em  geral,  a area  de  um  setor  de  um  efr- 
cu  o com  raio  / e angulo  06?/  0 (veja  o Exercfcio  35  na  Secao  7.3);  assim.  nesse  caso  a area  e 

A^\re  = {r-[~\  - jrrl 

Portanto  definimos  a area  da  superffcie  lateral  de  um  cone  como  A - nrl. 


cunc  ./ ; \ 


Qul  tal  superficies  tie  revolugao  mais  complicadas?  Se  seguinnos  a estrategia  que 
usamos  com  o comprimento  de  arco,  poderemos  aproximar  a curva  original  por  um  poll- 
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(b)  Faixa  de  aproximacao 
FIGURA  4 


MAiS  APLICACOES  DE  iNTEGRACAO 

gone.  Quando  esse  polfgono  e girado  ao  redor  de  urn  eixo.  ele  cria  uma  superffeie  mais 
simples,  cuja  area  da  superffeie  se  aproxima  da  area  da  superffeie  real.  Tomando  o l.i  mite 
podemos  detemiinar  a area  exata  da  superffeie. 

A superffeie  aproximadora,  entao.  consiste  em  faixas.  cada  qua)  formada  pela  rotagao  de 
um  segmento  de  reta  ao  redor  de  uni  eixo.  Para  encontrar  a area  da  superffeie.  cada  uma  dessas 
faixas  pode  ser  eonsiderada  como  uma  porcao  de  um  cone  circular,  como  mostrado  na  Figura  3 
A area  da  faixa  (ou  tronco  de  um  cone)  mostrada  na  Figura  3,  com  geratri/  / e raios  superior 
e inferior  r\  e n,  respectivamente.  e calculada  pela  subtracao  das  areas  dos  dois  cones: 

111  A = + 0 ~ Trrxlx  — 7r[(r2  - r-)l ; + r2l ] 

Pela  similaridade  de  triangulos  temos 

U_  _ U_+  1 

r i r z 

o que  result  a em 

r2l i ™ r\h  + T]l  ou  (r2  - ri)/i  = r-J 


Colocando  isso  na  Equacao  1 obtemos 


ou 


A = u{r\l  + r2l) 


A = Irrri 


onde  r — |(ri  + rf)  e o raio  medio  da  faixa. 

Agora  aplicamos  essa  formula  a nossa  estrategia.  Considere  a superffeie  mostrada  n; 
Figura  4,  obtida  pela  rotayao  da  curva  y — fix),  a x ^ /?.  ao  redor  do  eixo  v.  onde  / * 
positiva  e tem  uma  derivada  contfnua.  Para  definir  sua  area  de  superffeie.  dividimos  < 
intervalo  [a,  b ] em  n subinterval  os  com  os  extremos  x<n  X], . . . ,x„  e larguras  iguais  a Ax 
como  fizemos  para  determinar  o comprimento  de  arco.  Se  v,  --  fix A.  entao  o pont< 
Piixi.yA  esta  sobre  a curva.  A parte  da  superffeie  entre  xvi  e X;  pode  ser  aproximad; 
tomando-se  o segmento  de  reta  P:-\Pt  e girando-o  ao  redor  do  eixo  x.  O resultado  e um; 
faixa  (um  tronco  de  cone)  com  geratriz  l ~ j P,~}P<  | e raio  medio  r = rfy,  -j  + >’/);  as  situ 
pela  Formula  2,  a area  da  superffeie  e 


Como  na  prova  do  Teorerna  8.1 .2,  temos 

\Pr-\Pi\  = V 1 + IrixtW  A.V 

onde  x"]  e algum  numero  em  |.v  .v,]*  Quando  Ax  e pequeno,  temos  y,  — fix  A ~ / (.rf ) 

tambem  y s ~ f(xi-A  — fix*),  uma  vez  que  / e contfnua.  Portanto 

2 77  ■ y V'  | P.  i Pi  | - 2nrf(x*)  y/1  + [/'W)F  Ax 

e entao  uma  aproximacao  para  o que  pensamos  ser  a area  da  superffeie  completa  d 
revolucao  e 


[U  1-  2 it  fix? ) yl  + [/W)p  Av 

r'- 1 

Essa  aproximacao  torna-se  melhor  quando  n 00  e,  reconhecendo  (3)  como  uma  soma  d 
Riemann  para  a funcao  g(x)  = Infix)  y 1 F [/'(  \)|  . temos 

lira  2 Infix*)  y l + [fAxfW  Ax  - Infix)  yT  + [/'(*)?  dx 

Portanto,  no  caso  on  de/e  positiva  e tem  uma  derivada  contfnua,  definimos  a area  d 
superffeie  obtida  pela  rotacao  da  curva  y = fix),  a x ^ b,  ao  redor  do  eixo  x como 
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Li;  $ j 2 ;,•  / (x)  v/ 1 + \ f'\x)Y  dx 

Com  a notacao  de  Leibniz  para  as  derivadas,  essa  formula  toma-st 


s=r^vi+(f  h 


Se  a cun' a e descrita  eomo  x — g(y),  c v ; d,  entao  a formula  para  a area  da  superficie 
toma-se 


; as  Formulas  5 e 6 podem  ser  resumidas  simbolicamente  usando-se  a notacao  para 
:omprimento  de  arco  dada  na  Segao  8.1  como 


[Tj 

S ~ j 2 Try  ds 

j 

Pela  rotdfao  ao  redor  do  eixo  y,  a formula  da  area  da  superficie  se  torna 

• § i 

S — j 2 77 x ds 

j 

onde.  como  anteriormente,  podemos  usar 

*-  vWlF 


ds  ~ /l  + [ ■ dx  ou  ds  = A dv 

V v dx  J \/  \ dy ) - 


Essas  formulas  podem  ser  lembradas  pensando-se  em  2 Try  ou  2nx  como  a eircunferencia 
de  urn  circulo  traeada  pelo  ponto  (x,  y)  na  curva  e girada  ao  redor  do  eixo  x ou  eixo  y, 
respectivamente  (veja  a Figura  5). 


FIGURA5 


eircunferencia  = 2-rry 

(a)  Rotacao  ao  redor  do  eixo  x:  S / 2~v  ds 


eircunferencia  = 2-rr.r 

(b)  Rotacao  ao  redor  do  eixo  y:  S ~ / 2rrx  ds 
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::  A Figura  6 mostra  a porcao  de  urns 
esfera  cuja  area  da  super! (de  e 
computads  no  Exempio  1 . 


II" 

111 ' ' " Bial 
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EXEMPIO  1 A eurva y — y4  - a2,  ~~  1 a*  « i.eum  arco do  circulo a*2  + y2  = 4. 
Encontre  a area  da  superficie  obtida  pela  rotacao  desse  arco  ao  redor  do  eixo  a.  (A  super- 
ficie  e uma  porcao  de  uma  esfera  de  raio  2.  (Veja  a Figura  6.) 


SOLUQAO  Temos 


— |(4  ” x2)~‘/Z(—2x) 


j 4 — x2 


e assim,  pela  Formula  5,  a area  da  superficie  e 


n j ( dv 

S — I 2 77V  A 1 + { I dx 
J-i  " Y \ dx  J 


27r\^4~x*^\+j^dx 


FIGURA  6 


= 2 77  r y4  - A-3  dx 

► "*■  i v4  . \ 


A Figura  7 mostra  a superficie  de 
revoiugao  cuja  area  e computada  no 
Exempio  2. 


i 

! V - Y 


FIGURA  7 

Para  verificar  nossa  resposta  no 
Exempio  2,  veja  pela  Figura  7 que  a 
area  da  superficie  deve  ser  proxlma  a 
de  urn  cilindro  circular  com  a mesma 
alters  e raio  na  met'ade  entre  o raio 
superior  e o inferior  da  superficie: 
2ir(l,5){3)  ™ 28.27.  Calculamos  que  a 
area  da  superficie  era 

--(l7/f7  - 5 v 5 ) - 30.85 
6 

o que  psrece  razoavel. 
Altemativamente,  a area  da  superficie 
deve  ser  ligeiramente  maior  que  a area 
de  um  tronco  de  um  cone  com  as  mes- 
mas  bordas  superior  e inferior.  Da 
Equagao  2,  isso  e 2tt(L5)(v lb)  = 29.80. 


4? r j 1 dx  — 4tt(2)  — 877 


EX E V • t 2,  O arco  da  parabola  y — x2  de  (1 . 1)  para  (2, 4)  e girado  ao  redor  do  eixo 
y.  Encontre  a area  da  superficie  resultante. 

S0LUQA0  1 Usando 


y — x e 


temos,  da  Formula  8, 


S = j 2rrx  ds  — I 2ttx  ~%f  1 + ~ J dx 

J A V \dx  J 


2 77  A v'  1 + 4a2  dx 

-1 


Substituindo  u — 1 + 4a2,  temos  du  — 8a  dx.  Lembrando-nos  de  mudar  os  limites  de 
integragao,  temos 

5 = 2L  jj'  y“  du  = Z [|M  V2]J7 


{ 1 7 v 1 2 - 5 y'5 ) 


S0LUgA0  2 Usando 


dx  1 


e 
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temos 


S - 1 2 77.  V d: 


dx  V 


s= jc™  y1  + {y)  “>■ 


Outro  rnetodo:  Use  a Formula  6 
com  .v  •-  In  v. 


V 1 "V  ; l 1 t/\  a j V'4v  ' 1 (I  V 

V +v  ’ -1 


7T  ;’!? 

— i Yu  du 
4 Y N 


17x17  - 5J5 


0 j Ache  a area  da  super!  icie  gerada  pela  rotacao  da  eurva  v = e\  0 *s  .v  } 
ao  redor  do  eixo  x. 


SOLUCAO  Usando  a Formula  5 corn 


temos 


dy 

d\ 


M,>-v  V1 


dy 

dx 


e ' V I r r ’’  (7  \ 


v 1 + ir  du 


sec : 0 dO 


;;;  Ou  use  a Formula  21  na  Tabela 
de  Intearais. 


— 2~  * -j  [sec  0 tg  0 + in  jsec  0 + tg  0 j .!  , rpelo  Exemplo  8 
“ Trfsec  or  tg  ex  + ln(.sec  cr  + tg  a)  - v 2 ln(\  2 + | )] 
Como  tg  a — e.  temos  sec 2 a-  = ] + t<>  a-  j -f  e2  e 


S = i,  [e  \ 1 r e1  4-  Inf  c 4-  v I + e:)  - v 2 — ln(v  2 4-  I )| 


8.2 


Exercicios 


1-4  Escreva.  mas  nao  avaiie.  unia  integral  para  a area  da 
superfTcie  obtida  pela  rotacao  da  eurva  ao  redor  do  eixo  dado. 


1.  v — In  v.  I ■£:  x "S  3:  eixo  a 


2. 

3. 

4. 


v ~ sen ' A'.  0 a'  o tt/2:  eixo  a 
v — sec  a . 0 '-C  a *£  tt/4;  eixo  v 
v — c\  1 y 2;  eixo  v 


5-12  Calcule  a area  da  superticie  obtida  pela  rotacao  da  curva  ao 
redor  do  eixo  v. 

5.  y — i . ()  .v  'C  2 

6.  9.v  --  y2  + 18.  2 ;v  • 6 

7.  v = \/".y  . 4 a-  « 9 
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8.  v = cos  2x_  0 *£  .V  *£  tt/6 

9.  v — cosh  .v,  0 *£  x "S  1 

x 3 1 1 

10.  y = | . ~~  « A I 

6 2x  2 

11.  x — Uy;  + 2)}/\  1 *£  y « 2 

12.  x = 1 + 2r\  i « y « 2 

13-1S  A curva  dada  e girada  ao  redor  do  eixo  y.  Calcule  a area 
da  superficie  resultante. 

13.  V = </\.  1 A y «£  2 

14.  y = 1 - .v\  0 « A-  «£  I 

15.  x ~ -J  a~  - y‘ . 0 ss  y all 

16.  x a cosh(v/«),  —a  y sS  a 


17-20  Use  a Regra  tie  Simpson  com  n — 10  para  aproximar  a 
area  da  superficie  obtida  pela  rotayao  da  curva  ao  redor  do  eixo  x. 
Compare  o sen  result  ado  com  o valor  da  integral  obtido  era  sua 
ealculadora. 

17.  y - In  x.  1 * x « 3 

18.  V = x + Jx.  I =£  A-  ‘S  2 


| 


19.  v ~ sec  x.  0 ~s  x *£  tt/3 
20.  y - Vl  + eT , 0 ^ x *S  1 


| y 21-22  Use  urn  C AS  ou  uma  tabela  de  integrals  para  encontrar  a 
area  exata  da  superficie  obtida  pela  rotacao  da  curva  dada  ao  redor 
do  eixo  a . 

21.  V - J/a".  1 « A-  ss  2 

22.  v - vxT’+T.  0 « x « 3 


23-24  I;  Use  urn  CAS  para  calcular  a ;irea  exata  da  superficie 
obtida  pela  rotacao  da  curva  ao  redor  do  eixo  y.  Se  sen  CAS  tiver 
problemas  para  avaliar  a integral,  expresse  a area  da  superficie 
comonma  integral  na  outra  variavel. 

23.  y *=  x3,  0 y • 1 

24.  v = ln(x  ■+  1),  0 • : x - 1 

25.  Se  a regiao  01  = {(x,y)  jx  5’  1.  0 -£  y 1/.Y]  <§  girada  ao 
redor  do  eixo  x,  o volume  do  solido  resultante  e finite  (veja  o 
Exercicio  63  na  Secao  7.8).  Mostre  que  a area  da  superficie  e 
infinita.  (A  superficie  e mostrada  na  figura  e e conhecida  como 

trombeta  de  Gabriel.) 


26.  Se  a curva  infinita  y ™ e"\  x {},  e girada  ao  redor  do  eixo  x. 
calcule  a area  da  superficie  resultante. 

27.  (a)  Se  a > 0,  ache  a area  da  superficie  gerada  pela  rotacao  da 

curva  3«y’  = x( a - x'f  em  torno  do  eixo  x. 

(b)  Encontre  a area  da  superficie  se  a rotayao  for  em  torno  do 
eixo  y. 

28.  Urn  grupo  de  engenheiros  esta  constmindo  uma  antena 
parabolica  cujo  formato  sera  formado  pela  rotacao  da  curva 
y = ax1  ao  redor  do  eixo  y.  Se  a antena  tiver  10  pes  de 
diametro  e uma  profundidade  maxima  de  2 pes,  encontre  o 
valor  tie  a e a area  da  superficie  da  antena. 

29.  A el  ipse 


e girada  ao  redor  do  eixo  x para  formar  uma  superficie 
chamada  elipsdide.  Calcule  a area  da  superficie  desse 
elipsoide. 

30.  Ache  a area  da  superficie  do  toro  no  Exercicio  61  na  Secao  6.2. 

31.  Se  a curva  y ~ fix),  a x b,  gira  ao  redor  da  reta  horizon- 
tal y = c,  onde  fix)  =5  c,  encontre  a formula  para  a area  da 
superficie  resultante. 

Ay  32.  Use  o resultado  do  Exercicio  31  para  montar  uma  integral  para 
encontrar  a area  da  superficie  gerada  pela  rotacao  da  curva 
v — y%  0 x «=  4.  ao  redor  da  reta  y --  4.  Entao  use  uni 
CAS  para  avaliar  a integral. 

33.  Calcule  a area  da  superficie  obtida  pela  rotacao  do  circtilo 
x2  + y"  = r ' ao  redor  da  reta  y — r. 

34.  Mostre  que  a area  da  superficie  de  uma  zona  de  uma  esfera 
que  esta  entre  dois  pianos  paralelos  e S — udh,  onde  d e o 
diametro  da  esfera  e h,  a distancia  entre  os  pianos.  (Note  que  S 
depende  apenas  da  distancia  entre  os  pianos  e nao  de  sua 
localizacao,  desde  que  ambos  os  pianos  imerceptem  a esfera.) 

35.  A Formula  4 e vat i da  apenas  quando  fix)  - 0.  Mostre  que 
quando  fix)  nao  e necessariamente  positiva,  a formula  para  a 
area  da  superficie  torna~.se 

S = )V  2 xr ] fix)  \y/l  + [/’(.UP  dx 

36.  Seja  L o comprimento  da  curva  y = fix),  a :S  x b.  on  de/e 

positiva  e tem  uma  derivada  continua.  Seja  S/  a area  da 
superficie  gerada  pela  rotacao  da  curva  ao  redor  do  eixo  x.  Se  c 
e uma  constante  positiva,  defina  g(x)  — fix ) -F  c e seja  Sg  a 
area  da  superficie  eorrespondente  gerada  pela  curva  y = g(x), 

a * x =£  b.  Expresse  S„  em  termos  de  .S',  e L. 
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Rotacao  ao  Redor  de  uma  Beta  inclinada 

Sabemos  como  encontrar  o volume  de  um  solido  de  revolueao  obtido  peia  rotacao  de  uma  regiao 
ao  redor  de  uma  ret  a horizontal  ou  vertical  (veja  a Segao  6.2).  Tambern  sabemos  como  calendar  a 
area  de  uma  superfieie  de  revolueao  se  girarmos  uma  curva  ao  redor  de  uma  reta  horizontal  ou 
vertical  (veja  a Secao  8.2).  Mas,  e se  girarmos  ao  redor  de  uma  reta  inclinada,  isto  e,  uma  reta  • 
que  nao  e nem  horizontal  nem  vertical?  Neste  projeto  pedimos  para  voce  descobnr  as  formulas: 
para  o volume  de  um  solido  de  revolueao  e para  a area  da  superfieie  de  revolueao  quando  o eixo 
de  rotacao  e uma  reta  inclinada. 

Seja  C o arco  da  curva  y ===/(x)  entre  os  ponios  P(p,f(p))  e Q(q,f{qj)  e seja  2ft  a regiao 
limitada  purr  C,  peia  reta  y — mx  + b (que  esta  inteiramente  abaixo  de  C)  e pelas 
perpendiculares  a reta  de  P a Q. 


1.  Mostre  que  a area  de  2ft  e 

, ~7  | 1 [/(*)  ~ mx  “ &}[1  + dx 

1 + m Jp 

[Sugesiao:  Essa  formula  pode  ser  verilicada  peia  subtracao  das  areas,  mas  sera  util  durante  o 
projeto  deriva-la  primeiro  aproximando  a area  usando  retangulos  perpendiculares  a reta,  como 
mostrado  na  figura.  Use  a figura  para  ajudar  a expressar  A u em  termos  de  Ax.] 


F *i 

Ax 


2.  Encontre  a area  da  regiao  mostrada  na  figura  a esqtierda. 

3.  Ache  uma  formula  similar  aquela  no  Problema  1 para  o volume  do  solido  obtido  peia  rotacao 
de  (M  ao  redor  da  reta  y ~ mx  + b. 

4.  Encontre  o volume  do  solido  obtido  peia  rotacao  da  regiao  do  Problema  2 ao  redor  da  reta 

V = jc  - 2. 

5.  Encontre  a formula  para  a area  da  superfieie  obtida  peia  rotacao  de  C ao  redor  da  reta 
y — mx  -f  b. 

6.  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  encontrar  a area  exata  da  superfieie  obtida  peia 
rotai^ao  da  curva  y ~ yx.  0 =£  x =£  4,  ao  redor  da  reta  y — |x.  Entao  aproxime  seu  resultado 
com  precisao  de  tres  casas  decimals. 


FIGURA  PARA  0 PROBLEMA  2 
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'#fl3  Aplica^oes  a Fisica  e a Engenharia 

Junto  com  as  muitas  aplicacoes  de  calculo  integral  a fisica  e a engenharia  consideramos 
duas  aqui:  a forca  devido  a pressao  da  agua  e centres  de  massa.  Como  era  nossas  apis- 
canoes  anteriores  a geometria  (areas,  volumes  e comprimentos)  e ao  trabalho,  nossa 
estrategia  e quebrar  a quantidade  fisica  em  um  grande  mimero  de  pequenas  partes,  apro- 
ximar  cada  pequena  parte,  adicionar  os  resultados,  tomar  o limite  e entao  avaliar  a integral 
resultante. 


superffeie  do  fluido 
T 


! 


F1GURA  1 


Pressao  Hidrostatica  e Forga 

Os  mergulhadores  notam  que  a pressao  da  agua  aumenta  quando  eles  mergulham  mais  pro- 
fundamente.  Isso  oeorre  por  causa  do  aumento  do  peso  da  agua  acima  deles. 

Em  geral,  suponha  que  Lima  placa  horizontal  fina  com  a area  A por  metros  quadrados 
seja  submersa  em  um  fluido  de  densidade  p quilogramas  por  metro  cubico  a uma  profun- 
didade  d metros  abaixo  da  superffeie  do  fluido,  como  na  Figura  1 . O fluido  diretamente 
acima  da  placa  tem  um  volume  V — Ad , assim  sua  massa  e rn  = pV  — pAcL  A forga  exer- 
cida  pelo  fluido  na  placa  e,  portanto: 

F = mg  = pgAd 

onde  g e a aceleracao  da  gravidade.  A pressao  P na  placa  e definida  como  a forga  poi 
unidade  de  area: 


= pgd 


::  Quando  usamos  as  unidades 
comuns  norte*americanas  escrevemos 
P — pgd  -----  dd,  onde  8 = pg  e a 
densidade  de  peso  {em  oposipao  a p, 
que  e a densidade  de  massa),  Por 
exemplo  a densidade  de  peso  da  agua 
e 8 ■---  623  tb/pcsH 


No  Sistema  Internacional  de  Unidades,  a pressao  e medida  em  newtons  por  metro  qua 
drado,  que  e chamada  pascal  (abreviacao:  1 N/mf  — 1 Pa).  Como  essa  e uma  unidadt 
pequena,  o kilopascal  (kPa)  e freqiientemente  usado.  Por  exemplo,  uma  vez  que  a den 
sidade  da  agua  e de  p — 1000  kg/m3 , a pressao  no  fundo  de  uma  piscina  de  2 m de  pro 
fundidade  e 


P ~ pgd  ~ 1 .000  kg/m3  x 9,8  m/s2  X 2 m 


- 19-600  Pa  - 19-6  kPa 


Um  prinefpio  importante  da  pressao  de  fluidos  e o fato  verificado  experimentalmenb 
de  que  em  qualquer  panto  no  Uquido  a pressao  e a mesrna  em  todas  as  dire  goes . (Um  mer 
gulhador  sente  a inesma  pressao  no  nariz  e nas  orelhas.)  Entao,  a pressao  em  qualque. 
direcao  a uma  profundidade  d em  um  fluido  com  densidade  p e dada  por 

1 1 | P ™ pgd  ~ 5d 


50  m 


30  m 


FIGURA  2 


Isso  nos  ajuda  a detemiinar  a forca  hidrostatica  contra  uma  placa  vertical  ou  parede  d< 
uma  represa  em  um  fluido.  Este  nao  e um  problema  simples,  porque  a pressao  nao  e con 
stante,  mas  se  eleva  com  o aumento  da  profundidade. 

EXEMPIO  1 Uma  represa  tem  o formato  do  trapezio  mostrado  na  Figura  2.  A altura  e 
de  20  m,  e a largura  e de  50  m no  topo  e 30  m no  fundo.  Calcule  a forga  na  represa  de- 
vido a pressao  hidrostatica  da  agua  se  o nfvel  de  agua  esta  a 4 m do  topo  da  represa. 

S0LUQA0  Escolhemos  um  eixo  vertical  x com  origem  na  superffeie  da  agua,  como  na 
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FIGURA  3 


(b) 


Figura  3(a).  A profundidade  da  agua  e de  .16  m:  assim.  dividimos  o intervale  [0.  16]  em 
subintervalos  de  igual  comprimento  com  extremes  ra  e escolhemos  af  £ [.v, v.]  A 
/-esima  faixa  horizontal  da  re  pres  a e aproximada  por  uni  retangulo  com  altura  Av  e 
largura  w, . onde . por  simiiaridade  de  trianguios  na  Figura  3(b). 


a 

16  .A 


10 

20 


e assim  wt-  = 2(15  +•  a)  = 2( 

Se  A,  e a area  da  /-esima  faixa.  entao 

Ai  ---  w,  A.v 


1 6 


15  + 8 - \xf)  - 46 


(46  - xf)  A 


Se  Ax  e pequeno.  entao  a pressao  P , na  /-esima  faixa  e praticamente  constante.  e 
podemos  usar  a .Equacao  1 para  escrever 

P,  1 .000 gx, 

A forca  hidrostatica  h , agindo  na  /-esima  faixa  e o produto  da  pressao  pela  area: 

F,  - PA,  ss  1 .(«)0(/a?(46  - a , )A.\ 

Adicionando  essas  forcas  e tomando  o limite  quando  n —>  •».  obtemos  a forga 
hidrostatica  total  na  represa: 


= lim  X 1 .0(%F(4 

i 

6 - x\  i Ax 

- f*  l 

Jo 

.000,9  a(46  - x 

r 5 6 

)Ax 

I 

= 1.000(9,8)1  (46a 

— r2)  dx 

) M 

—9.800 

23.x2  - 4” 

« 4.43  : 

X 10?N 

0 i| 

EXEMP L0  £ Calcule  a forca  hidrostatica  no  ext.re.rno  de  urn  tambor  cilindrico  com  raio 
de  3 pes  que  esta  submerso  em  agua  com  10  pes  de  profundidade. 

S0LUQA0  Neste  exemplo  e conveniente  escolher  os  eixos  como  na  Figura  4,  de  mode  que 
a origem  seja  coiocada  no  centra  do  tambor.  Entao  o circulo  tern  uma  equagao  simples 
x + y “ ^ omo  no  txemplo  1,  dividimos  a regiao  circular  em  faixas  horizontais  de 

laiguras  iguais.  Da  equacao  do  circulo.  vemos  que  o comprimento  da  /-esima  faixa  e 
2 v'9  — (yf  F e assim  sua  area  e 

Ai  = 2 y 6 ~ A v 

A pressao  nessa  faixa  e aproximadamente 

8d,  = 625(1  - yf) 

e assim  a forca  na  faixa  e aproximadamente 


8d A,  = 62.5(7  - yf) 2^9  - (y?Y  Ay 
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A forca  total  e obtida  peia  soma  das  forcas  em  todas  as  faixas  e tomando-se  o Simile 
F = Jim  2 62  5(7  - yf  )2v9  - {yff  Ay 

- 125  )'  (7  - v)  V9  - y2  dy 

- = 125  * 7 x9~~V2dx  - 125  fj#3?* 

A segunda  integral  e 0,  porque  o integrando  e Lima  funcao  mi  par  (veja  o Teorema  5.5.7). 
A primeira  integral  pode  ser  avaliada  usando-se  a substituicao  trigonometric  a y — 3 sen  0. 
mas  e mais  facil  observer  que  essa  e a area  de  urn  disco  semicircular  com  raio  3.  Entao 

F = 875  f ^9  - y2dy  = 875  • | rr(3)2 


7.875jc 

9 


12.370  lb 
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h — d, — d, 

m , 

apoio 
FiGURA  6 


) t Momentos  e Centros  de  Massa 

Nosso  principal  objetivo  aqui  e encontrar  o ponto  P no  qua!  uma  fina  placa  de  qualquei 
formato  se  equilibra  horizontalmente,  como  na  Figure  5.  Esse  ponto  e chamado  centro  dt 
massa  (ou  centro  de  gravidade)  da  placa. 

Primeiro  consideramos  a situacao  mais  simples  mostrada  na  Figura  6.  onde  duas  mas- 
ses ??i\  e m 2 sao  presas  a um  bastao  de  massa  desprezivel  em  lados  opostos  a um  apoio  e i 
distancias  d\  e d2  do  apoio.  O eixo  ficara  em  equiltbrio  se 

; :>j  m.\d\  — rn2d2 

Esse  e um  fato  experimental  descoberto  por  Arquimedes  e chamado  Lei  da  Alavanca 
(Pense  em  uma  pessoa  mais  Jeve  equilibrando  outra  pessoa  mais  pesada  em  uma  gangorn 
sentando~se  mais  longe  do  centro). 

Agora  suponha  que  o eixo  esteja  sobre  o eixo  x com  mt  em  X\  e m?  em  x2  e o centro  dt 
massa  em  x.  Se  compararmos  as  Figuras  6 e 7 veremos  que  ds  — x -•  X\  e d2  ~ x2  ~ x t 
assim  a Equayao  2 da 

mi(x  — X\)  — niiixi  — x) 
m{x  + mix  ~ m\X\  + m2x2 
_ /n  i v i + m2x2 

L'~  m j + tn2 

Os  numeros  m}X]  e m2x2  sao  denominados  momentos  das  massas  m f e tn2  (em  relayao  ; 
origem)  e a Equayao  3 diz  que  o centro  de  massa  x e obtido  pela  soma  dos  momentos  da: 
massas  e divisao  pela  massa  total  m = m<  + m?. 


x,  x n 


FIGURA  7 


560  O CALCULO  Editora  Thomson 


Em  geral.  temos  uni  sistema  de  n partfculas  com  massas  mu  m2 mn  localizadas 

nos  pontos  x\,  x2, ....  xn  sobre  o eixo  x.  Podemos  mostrar  similarmente  que  o centro  de 
massa  do  sistema  esta  Jocaiizado  em 

2 mi*i 


m 


onde  m - 2.  rn,  e a massa  total  do  sistema,  e a soma  dos  momentos  individuals 


V 

2j  niiXj 


2 


V J 

i ! 

— ■ © 

■ V 

1 V, 

O! 

p_ * 

| y -X 

FIGURA  8 

M — 2 m,Xi 

i ■■■■■■■■■  l 

e chamada  memento  do  sistema  ein  relacao  a origem.  Entao  a Equacao  4 pode  ser 
reescrita  como  mx  — M,  que  diz  que  se  a massa  total  fosse  cons  i derad  a como  concern 
t]  ada  no  centro  de  massa  x , entao  seu  momento  deveria  ser  o mesmo  que  o momento  do 
sistema. 

Agora  considere  urn  sistema  de  n partfculas  com  massas  mh  m2 , . . . , m„  nos  pontos 
C 2 , y ■ ) . . . . , {xn,y„)  no  piano  xy  como  mostrado  na  Figura  8.  Por  analogia 
com  o caso  unidimensional,  definimos  o momento  do  sistema  com  relacao  ao  eixo y 
como 

fj 

lii  My  = 2 ffliXi 

f 

e o momento  do  sistema  com  relacao  ao  eixo  x como 

lii  Mx  — 2 m,-  V; 

r~- 1 

Entao  My  mede  a tendencia  de  o sistema  girar  ao  redor  do  eixo  y e Mx  mede  a tendencia  de 
ele  girar  ao  redor  do  eixo  x. 

Como  no  caso  unidimensiona],  as  coordenadas  (x,  v)  do  centro  de  massa  sao  dadas  em 
termos  dos  momentos  pelas  formulas 


ry-  _ 4/.  _ _ Mx 

m " m 

onde  m = S m,  e a massa  total.  Como  mx  - M,  e my  - MXl  o centro  de  massa  (xj)  e o 
ponto  onde  uma  partfcula  uniea  de  massa  m teria  os  mesmos  momentos  do  sistema. 


4-A^Mr  eO  : Calcule  os  momentos  e os  centres  de  massa  do  sistema  de  objetos  que 

tem  massas  3, 4 e 8 nos  pontos  (-1 . 1),  (2,  ~1)  e (3,  2). 

SQLUCAO  Usamos  as  Equates  5 e 6 para  calcular  os  momentos 


My  = 3(—  1)  + 4(2)  + 8(3)  - 29 


Mx  = 3(1)  + 4(— 1)  + 8(2)  = 15 
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f centre  de  massa  Como  m = 3 + 4 +-  8 = 15.  usa'mos  as  Equacoes  7 para  obter 
j 8 

3 I / " -Ml  - 29  - __  % _ 15  __ 

m 1 5 " m .1 5 


;v 
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Entao  o centra  de  massa  e (l  fp  i)  (veja  a Figura  9). 

Aseguir  consideramos  lima  placa  plana  (denominada  lamina)  com  densidade  uniforme 
p que  ocupa  uma  regiao  2ft  do  piano.  Desejamos  encontrar  o centra  de  massa  da  placa, 
chamado  eentroide  (ou  centra  geometrico)  de  2ft.  Fazendo  isso  usamos  os  seguintes 
princtpios  fist  cos:  o princfpio  da  simetria  diz  que  se  2ft  e simetrico  ao  redor  da  reta  /, 
entao  o eentroide  de  2ft  esta  em  / . (Se  2ft  se  retlete  ao  redor  de  /,  nesse  caso.  2ft  permanece 
o mesmo,  assim  seu  eentroide  permanece  fixo.  Mas  os  unicos  pontos  fixos  permanecem 
em  / .)  Entao,  o eentroide  de  um  retangulo  e seu  centre.  Os  momentos  devem  ser  definidos 
de  maneira  que  se  a massa  total  da  regiao  esta  concentrada  no  centra  de  massa,  entao  seus 
momentos  permanecem  inalterados.  Tarnbem,  o momento  da  uniao  de  duas  regioes  sem  a 
interseyao  deve  ser  a soma  dos  momentos  das  regioes  individuals. 

Suponha  que  a regiao  2 ft-  seja  do  lipo  mostrado  na  Figura  10(a);  isto  e,  ft  esteja  entre  as 
retas  x — at  x — b,  acima  do  eixo  x e abaixo  do  graft co  de/.  ond e/e  uma  funyao  con- 
tinua.  Dividimos  o intervalo  [a,  b]  em  n subintervalos  com  os  extremos  xo>*i* . . . , x„  e 
iarguras  iguais  a Ax.  Escolhemos  o ponto  de  amostragem  xf  como  o ponto  medio  x,  do 
Fes i mo  subintervalo,  que  e x,  — (x,--i  + x,)/2.  Isso  determina  uma  aproximacao  poligonal 
a ;ft,  mostrada  na  Figura  10(b).  O eentroide  do  Fesimo  retangulo  aproximador  ft,  e seu  cen- 
tra Cj\Xi,  !/(*/)).  Sua  area  e f{Xj)  Ax;  assim,  sua  massa  e 

pf{xt)  Ax 

O momento  de  R,  ao  redor  do  eixo  y 6 o produto  de  sua  massa  pela  distancia  de  C,  ao  eixo 
y,  que  e x.  Entao 

MAR,)  — [ pf(xi ) Ax]  x,  = pxtf(x,)  Ax 

Somando  esses  momentos,  obtemos  o momento  da  aproximayao  poligonal  a 2ft  e,  entao, 
tomando  o limite  quando  n oc,  obtemos  o momento  do  proprio  .'ft  em  relacao  ao  eixo  y: 


De  maneira  similar  calculamos  o momento  de  R,  em  relacao  ao  eixo  x como  o produto 
de  sua  massa  e da  distancia  de  C,  ao  eixo  x: 

M,(R,)  = [pf(x.)  Ax]  2 /(/)  = p * I [/(/  )] 2 Ax 


Novamente  soraamos  esses  momentos  e tomamos  o limite  para  obter  o momento  de  2ft  ao 
redor  do  eixo  x: 


M,  - lin;  2 P ■ Ax  - p i* [[ftx)fdx 
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Como  no  caso  do  sistema  de  partictilas,  o centro  de  massa  da  placa  e defmido  de 
maneira  quo  nix  — M c my  --  A/, . Mas  a massa  da  pjaca  e o produto  de  soa  densidade  por 
sua  area: 

m — pA  — p | ‘ fix)  dx 

e assim 

v/  P ) ' xf(x)  dx  | h xf(x)  dx 

m rb  n, 

P I ./  (.v)  dx  | j{x)dx 

r Ax) dx 

Note  o cancelamento  de  p's.  A local izagao  do  centro  de  massa  independe  da  densidade. 

Em  resumo,  o centro  de  massa  da  placa  (ou  o centroide  de  2 R)  esta  local izado  no  ponto 
(3c,  v),  onde 

•,  || 

-v  = ~ | ( xf(x)  dx  v = — | |[  /(  v)]2c/.v 


'.f:..:!';''  u/  Calcule  o centro  de  massa  de  uma  placa  semicircular  de  raio  r. 

SOLUQAO  Para  usarmos  (8),  colocamos  o semicfrculo  como  na  Figura  1 1 de  modo  que 
fix)  — v'r  — x2  e a — — r,  b — r.  Aqui  nao  ha  a necessidade  de  usar  a formula  para 


y i 

V = Vr'---x~ 

calcular  x porque.  pelo  princfpio  da  simetria,  o centro  de  massa  deve  estar  sobre  o eixo  v, 
e.  dessa  forma,  x = 0.  A area  do  semicfrculo  € A — 7rr2/2,  e assim 

1 

: (o- 

v - ~ f HftxWtlx 

-r 

0 

>■  x 

= 177  ■ M Wr*  ~ x2Y  dx 

FIGURA  11 

, | (r*-x*)dx-  ~ rtt-4- 
irr~  Jo  uT~  3 n 

L.  J (> 

1 

2 2r}  4 r 

irr2  3 ” 3^ 


O centro  de  massa  esta  localizado  no  ponto  (0. 4r/(37r)). 

Encontre  o centroide  da  regiao  limitada  pelas  curvas  y — cos  .v,  y — 0. 
x = 0 e x — tt/2- 

S0LUCA0  A area  da  regiao  e 

A — j cos  x dx  — sen  x]a  " — 1 


3 
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assim  a Formula  8 da 


v ---■  — xfix)  dx  — | x cos  x dx 
A .'o  " 


x sen  \ |()  - I sen  x dx 


j-Tl'W* 

A Jo 


cos*jr  dx 


( 1 + cos  2.v)  dx  = 4 [„r  + \ sai  2x]c 


8 


O centroide  e (( tt/2)  ~ 1 , tt/S)  e esta  mostrado  na  Figura  12. 

Se  a regiao  di  esta  entre  as  curvas  v — fix)  e y — g(x) , onde  fix)  5=  y(x) . como 


ser  us  ado  para  mostrar  que  o centroide  .//  e (v,  y).  onde 


x = ) JA'[/(-r)  - g(x)]dx 

A 


J 335  -7  d[/V>]  - 1 1/I  O 11  dx 

A * « 


(Veja  o Exercicio  43.) 


EXEMPIQ  8 Encontre  o centroide  da  regiao  limitada  pe!a  reta  y — x e a parabola 

V = X2. 


SOLUQAO  A regiao  e esbogada  na  Figura  14.  Tomamos  fix)  = x,  g(x)  = x2.  a ~ 0 e 
b — 1 na  Formula  9.  Primeiro  notamos  que  a area  da  regiao  e 


x x 


A = (;v  - x2)dx  = 

Jo  2 3 


Port  ant  o 


x ■ 7 | * x[f(x)  - i/i.vlj  dx  = x 1 1 x(x  - x2)dx 

6 


A Jo 

— 6 j (x~  — A"' ) dx  — 6 

.m 


X X 

3 4 


y ^ 7 !’  “ [0U)]2}  = ~ j.  f (*2  ~ A"4)  ^ 

A jo  .ft 


\ v 

3 ~ T 


O centroide  e (I , f )■ 
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::  Esse  teorema  tem  o nome  do 
matematico  grego  Pappus  de 
Alexandria.,  que  viveu  no  seculo  !V. 


Terminaremos  esta  secao  mostrando  uma  eonexao  surpreendente  entre  centro-ides  e vo- 
lumes de  revolncao.  . 


' ' ' " ' " •'  Seja  uma  regiao  plana  que  esta  inteiramente  de  um  !ado  de 

uma  reta  l em  um  piano.  Se  xk  e girada  ao  redor  de  /,  entao  o volume  do  soli  do 
resultante  e o prod uto  da  area  A de  e a distancia  d percorrida  pelo  centroide  de  dl. 


i ; i:va  Provaremos  para  o case  espee.ial.no  qua!  a regiao  esta  entre  y — fix)  e v ~ gix) 
como  na  Figura  13  e a reta  / e o eixo  y.  Usando  o metodo  das  cascas  cilmdricas  (veja  a 
Se^ao  6.3)  temos 

V — I 2rrx[ f(x)  — f/(.v)]  d.t 

da 

= 2 7T  | x[f(x)  - pi.tlj  dx 

~ 2n(xA)  (pels  Formula  9) 

= (2rrx)A  — Ad 

onde  d — 2rrx  e a distancia  percorrida  pelo  centroide  durante  uma  rotacao  ao  redor  do 
eixo  y. 

tAbMvlQ  1 3 Um  toro  e tormado  pela  rotacao  de  um  cfrculo  de  raio  r ao  redor  de  uma 
reta  no  piano  do  circuio  que  esta  a uma  distancia  R (>  r)  do  centro  do  cfrculo.  Caleule  o 
volume  do  toro. 

SOLUQAO  O cfrculo  tem  a area  A — nr2.  Pelo  prinefpio  de  simetria,  seu  centroide  e seu 
centro  e,  assim,  a distancia  percorrida  pelo  centroide  durante  a rotacao  e d — 2nR.  Por- 
tanto,  pelo  Teorema  de  Pappus,  o volume  do  toro  e 

V ~ Ad  = (2nR)(nr2)  — 2nlr2R 

O metodo  do  Exemplo  7 deve  ser  comparado  com  o do  Exercfcio  61  na  Secao  6.2. 


Exercicios 


1.  Um  aquario  de  5 pes  de  comprimento,  2 pes  de  largura  e 3 pes 
de  profundidade  esta  cheio  de  agua . Caleule  (a)  a pressao 
hidrostatica  no  fundo  do  aquario.  (b)  a fore  a hidrostatica  no 
fundo  e (c)  a format  hidrostatica  em  um  extremo  do  aquario. 

2.  Uma  piscina  de  5 m de  largura,  10  m de  comprimento  e 3 m de 
profundidade  e preenchida  com  agua  do  mar.  de  densidade 

1 .030  kg/m-  a uma  profundidade  de  2.5  m.  Caleule  (a)  a 
pressao  hidrostatica  no  fundo  da  piscina,  (b)  a forca  hidrostatica 
no  fundo  e (c)  a forca  hidrostatica  em  um  extremo  da  piscina. 

3-8  : Uma  placa  vertical  e imersa  na  agua  e tem  a forma  indicada 
nas  figuras  a seguir.  Explique  como  aproximar  a forca  hidrostatica 
na  parede  da  placa  usando  uma  soma  de  Riemann.  Entao  expresse 
a for^a  como  uma  integral  e avalie-a. 


6 pes 


5. 


4. 

1 Pe  I 4 pes 


3 pes 


4 m 


Jame-s  Stewart 


CAPiTULO  S 


MASS  APUCA.CC 


DE  INTEGRAQAO 


56E 


12  pes 

■e:eAAi>\  j , 

'A \ :8  pes 

/IMIid  I 

20  pes 


\A>A 

iiiiiiii?' 
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"10.  Um  tanque  grande  e projetado  coin  os  extremes  no  formato  da 
regiao  entre  as  curvas  y = x2/2  ev  = 12.  medidas  em  pes. 
Calcule  a for?a  hidrostatica  no  extremo  do  tanque  se  ele  estiver 
cheio  a uma  profit ndidade  de  8 pes  com  gasolina.  (Suponha 
que  a densidade  da  gasolina  e 42,0  lb/pe4 5.) 

11.  Um  canal  e preenchido  com  um  lfquido  de  densidade  840  kg/ ins. 
Os  extremos  do  canal  sao  triangulos  eqiiilateros  corn  lados  de 
8 m de  comprimento  e o vertice  no  fundo.  Calcule  a forca 
hidrostatica  em  um  extremo  do  canal. 

12.  Uma  represa  vertical  tem  um  portao  semicircular,  como  rnostrado 
na  figura.  Calcule  a forca  hidrostatica  contra  o portao. 


12  m 


4 m 

13.  Um  cubo  com  lados  de  20  cm  de  comprimento  esta  no  fundo  de  um 
aquatic  no  qual  a agua  tem  lm  de  profundidade.  Calcule  a forca 
hidrostatica  (a)  no  topo  do  cubo  e (b)  em  um  dos  lados  do  cubo. 

14.  Uma  represa  esta  inclinada  a um  angulo  de  30°  da  vertical  e 
tem  o formato  de  um  trapezio  isosceles  de  100  pes  de  largura 
no  topo  e 50  pes  no  fundo  e uma  geratriz  de  70  pes.  Calcule  a 
forca  hidrostatica  na  represa  quando  ela  esta  cheia  de  agua. 

15.  Uma  piscina  tem  20  pes  de  largura,  40  pes  de  comprimento  e seu 
fundo  e um  piano  inclinado.  O extremo  mais  raso  tem  uma  profundi- 
dade de  3 pes  e o extremo  mais  fundo,  9 pes.  Se  a piscina  estiver  cheia 
de  agua,  calcule  a forca  hidrostatica  (a)  no  extremo  mais  raso,  (b)  no 
extremo  mais  fundo,  (c)  em  um  dos  lados  e (cl)  no  fundo  da  piscina. 

15.  Suponha  que  uma  placa  esteja  jmersa  verticalmente  em  um  fluido 
com  densidade  p e que  a largura  da  placa  seja  hKx)  a uma  profun- 
didade de  x metros  abaixo  do  nfvel  da  superffcie  do  (luido.  Se  o 
topo  da  placa  esta  a uma  profundidade  a e o fundo.  a uma  profun- 
didade b,  mostre  que  a forca  hidrostatica  sobre  um  lado  da  placa  e 

F ~ j pgxw(x)  dx 

17.  Uma  placa  vertical  com  forma  inegular  e imersa  na  agua.  A tabela 
mostra  as  medidas  de  suas  larguras  de  acordo  com  a profundidade. 
Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a forca  da  agua  contra  a placa. 


18.  (a)  Use  a formula  do  Exercfcio  16  para  mostrar  que 

/-'  — {pgx)A 

onde  x e a coordenada  x do  centrdide  da  placa  e A e sua  area. 
Essa  equacao  mostra  que  a for^a  hidrostatica  contra  uma 
regiao  plana  vertical  seria  a mesma  se  a regiao  fosse  horizonta 
e estivesse  na  mesma  profundidade  do  centrdide  da  regiao. 

(b)  Use  o resultado  da  parte  (a)  para  dar  outra  solugao  para 
o Exercfcio  9. 

‘3-28  . Os  pontos  de  massa  rn-  estao  localizados  no  eixox 
conforme  mostra  a figura  a seguir.  Ache  o momento  M do  sistema 
com  relaqao  a origem  e o centro  de  massa  x. 
m . — 40  m~,  = 30 

19.  -r , * — V- i > 

0 

20.  "h  7 25 


m -> 


20 


m3 


10 


21-22  As  massas  m}  estao  localizadas  nos  pontos  Pf.  Ache  os 
momentos  Mx  e A/v  e o centro  de  massa  do  sistema. 

21.  m,  = 6,  m2  = 5,  m3  = 10;  P,(  1 , 5),  P2(3,-2),  P}(~ 2,-1) 

22.  m,  = 6,  m2  — 5,  m}  -•  1 , /n4  = 4; 

P,(  1 , -2),  P2{ 3, 4),  P3(-3,  -7),  P4(6.  -1) 

23-26  Esboce  a regiao  limitada  pelas  curvas,  e visualmente 
estime  a local  izayao  do  centrdide.  Entao  calcule  as  coordenadas 
exatas  do  centrdide.  — 

23.  y — 4 - x5,  v = 0 

24.  3x  + 2 y = 6,  y = 0,  x = 0 

25.  v = <?\  y = 0.  x “ 0,  x = 1 

26.  y » 1/jc,  y = 0,  x = 1 , x = 2 

27-31  A Ache  o centrdide  da  regiao  limitada  pelas  curvas. 

27.  v “ vx,  y - x 

28.  y — x + 2,  y •=  xz 

29.  v = sen  x,  v = cos  x,  x = 0,  x = rr/ 4 

30.  y — x,  v — 0,  v ~ 1/ x,  x =»  2 

31.  x 5 v2,  x = 0 

32-34  3 Calcule  os  momentos  M,  e My  e o centro  de  massa  de  ur 
lamina  com  dada  densidade  e formato: 

32.  p --  5 
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m 35.  Calcule  o centroide  da  regiao  limitada  pdas  curvas  v = 2*  e 
y = v\  0 -s;  x *£  2.  com  precisao  de  tres  casas  decimais. 
fcsboce  a regiao  e desenhe  o centroide  para  ver  se  sua  resposta 
e razoavel. 

li  36-  Use  graft co  para  encontrar  as  coordenadas  aproximadas  no 

eixo  x dos  pontos  de  mterseeao  das  curvas  y ~ x f in  v e 
v — x~  - x.  Entao  encontre  (aproximadamente)  o centroide  da 
regiao  limitada  por  essas  curvas. 

37.  Prove  que  o centroide  de  qualquer  trianguio  esta  localizado  no 
ponto  de  interseyao  das  medtanas.  [Sitgestdo:  Coloque  os  eixos 
de  maneira  que  os  vertices  sejant  (a,  0),  (0.  b ) e (e,  0).  Lemhre-se 
de  que  uma  mediana  e um  segmento  de  reta  ligando  um  vertice 
ao  ponto  medio  do  lado  oposto.  Lembre-se  tambem  de  que  as 
medianas  se  intereeptam  em  um  ponto  a dots  teryos  da  distancia 
de  cada  vertice  (ao  longo  da  mediana)  ao  lado  oposto.] 


Encontre  o centroide  da  regiao  mostrada.  nao  por 
integracao.  mas  por  JocaJi/.acao  dos  centroides  dos  retfmeulos  e 
trianguios  (do  Exercteio  37)  e usando  aditividade  dos  momentos. 

38. 

V A 


4v~'4c  ..  Use  o Feorema  de  Pappus  para  encontrar  o volume  do 
solido  dado, 

40.  Uma  esfera  de  raio  r (use  o Exemplo  4). 

41.  Um  cone  com  altura  h e raio  da  base  r. 

42.  O solido  obtido  pela  rotacao  do  trianguio  com  vertices  (2. 3). 
(2.  5)  e (5, 4)  ao  redor  do  eixo  x. 

43 . Prove  a Form  u 1 a 9 . 

44.  Seja  vl\  a regiao  que  esta  entre  as  curvas  y — x"‘  e v — ,y". 

0 x =S:  1 . onde  m e n sao  inteiros  com  0 «£  n < m. 

(a)  Esboce  a regiao  . 

(b)  Encontre  as  coordenadas  do  centroide  de  Jt . 

(c)  Tente  encontrar  valores  de  m e n tais  que  o centroide  esteja 
fora  de  :.k. 


Apli canoes  a Economia  e a Biologia 

Nesta  secao  consideraremos  algumas  aplieacoes  de  integracao  a economia  (excedente  do 
consumidoi ) e a biologia  (circulacao  sanguinea,  capacidade  cardtaca).  Outras  sao  descritas 
nos  exercfcios. 


I I Excedente  do  Consitmidor 

Lembte-se  da  Secao  4.8,  a qua!  mostra  que  a funcao  demanda  p(x)  e o preco  que  uma  com- 
panhia  tern  de  cobrar  para  vender  x unidades  de  um  produto.  Geralmente,  para  vender  maiores 
quantidades,  e necessario  abaixar  os  precos,  assim  a funcao  demanda  e uma  funyao  decrescente. 
O grafico  de  uma  tfpica  funyao  demanda,  chamado  curva  de  demanda,  e mostrado  na  Figura 
1 . Se  X e a quantidade  do  produto  disponfvel,  entao  P = p(X  ) e o preyo  de  venda  corrente. 


Pt 

! 

p = p{x) 


(X.  P) 
Pi 


FIGURA  1 

Curva  tfpica  tie  demands 


Pf 

I 


Pi * 


”]:ii jx-P) 


Xj 


X 


FIGURA  2 


P 


p = pix) 


excedente 
do  consumidor 


P I 


P 


P 


(X.  P ) 


X 
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Div.idim.os  o intervale  [0.  X]  em  n subintervalos.  cad  a qua!  com  o camprimenti 
A,v  = X/n.  e seja  xT  = .**,•  o extreme  direito  do  /-esimo  subintervalo,  come  na  Figura  2.  Si 
apos  as  primeiras  ; unidades  ter  side  vendidas  um  total  de  ape n as  .v=  unidades  flea 
disponfvel  e o preco  unitario  for  marcado  a pix.)  doiares.  entao  as  A.v  unidades  adicionai 
poderiam  ter  sido  vendidas  {.mas  nao  mats).  Os  consumidores  que  tenant  pago  pi- u)  colo 
earam  um  preco  alto  no  produto;  eles  teriam  pago  o que  Valeria  para  eles.  Assim,  pagand< 
apenas  P doiares  eles  economizaram  uma  quantia  de 

(economia  por  unidade)(nuniero  de  unidades)  = [pix,)  ~ P]  Xx 

Considerando  os  grupos  semeihantes  de  possi'veis  consumidores  para  cada  urn  dos  subin 
tervalos  e adicionando  as  economias.  temos  o total  de  economia: 

V [p(Xi')  - /'i  A\ 
i-  s 

(Essa  soma  corresponde  a area  dos  retangulos  na  Figura  2.)  Se  fizermos  n ••--•>  •*,  entao  ess 
soma  de  Riemann  aproxima  a integral 


[*  [pix]  - P]  dx 


que  os  economistas  chamam  excedente  do  consumidor  para  o produto. 

O excedente  do  consumidor  representa  a quantidade  de  dinheiro  que  os  consunudorc 
economizam  ao  comprar  um  produto  pelo  preco  P,  correspondente  a uma  quantidad 
demandada  derX.  A Figura  3 mostra  a interpretacao  do  excedente  do  consumidor  como 
area  sob  a curva  de  demanda  e acima  da  reta  p = P. 


EXEMPLI*  1 :::  A demanda  por  um  produto  e 


p = 1 .200  - 0.2.v  - 0,000  Fr 

Calcule  o excedente  do  consumidor  quando  o m'vel  de  vendas  e 500. 

S0LUQA0  Como  o mimero  de  produtos  vendidos  e X — 500,  o preco  correspondente  e 


p = 1 .200  - (0.2x500)  - (0,000 1)(500)2  = 1 .075 


FIGURA  3 
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FIGURA  4 


FIGURA  5 


Portanto.  da  Defmicao  .1 . o excedente  do  consumidor  e 


r [ MV 

f /Ht)  Pj  dx  = I ( 1 .200  - 0.2a-  - 0,000  Er  - 1 .075)  dx 


(125  - 02.x  - 0X)00  iA--  'k/.v 


1 25,r  - 0.1a2  - (0,0001 


1 25)(500)  - (0J)(500)2 


Jo 

(0,000 1)(500)3 


Circula^ao  Sangiiinea 

No  Exemplo  7 na  Secao  3.3  diseutimos  a lei  do  fluxo  laminar: 

p 

v(r)  = (R2  ~~  r2) 

4 rjl  ' 

que  da  a velocidade  V do  sangue  que  circula  ao  longo  dc  urn  vaso  sangufneo  com  raio  R e 
comprimento  / a lima  distancia  r do  eixo  central,  onde  Pea  diferenga  de  pressao  entre  os 
extremes  do  vaso  sangufneo  e r?,  a viscosidade  do  sangue.  Agora,  para  calendar  a veloci- 
dade da  circulagao  sangiiinea,  ou  fluxo  (volume  por  unidade  de  tempo),  consideramos  os 
raios  menores  igualmente  espacados  r j , r? . . . . . A area  aproximada  do  anel  com  o raio 
interno  e o raio  extemo  r;  e 


2 irfi  A r onde  A r — r-t  ~ rv.. \ 

( \eja  a Figura  4.)  Se  Ar  e pequeno,  entao  a velocidade  e praticamente  constante  no  anel  e 
pode  ser  aproximada  por  v(r,).  Entao,  o volume  de  sangue  por  unidade  de  tempo  que  cir- 
cula pelo  anel  e aproximadamente 

(2 7JT/  Ar)  vir,)  — 2 jrr. v( r, ) A r 

e o volume  total  de  sangue  que  circula  atraves  de  uma  seccao  transversal  por  unidade  de 
tempo  e aproximadamente 

*2  Ijrr.vij-,)  A r 

Itssa  aproximayao  esta  ilustrada  na  Figura  5.  Note  que  a velocidade  (e  a partir  de  agora  o 
volume  por  unidade  de  tempo)  aumenta  em  direv'ao  ao  centro  do  vaso  sangufneo.  A apro- 
ximacao  toma-se  rnelhor  quando  n aumenta.  Quando  tornamos  o limite  obtemos  o valor 
exato  do  fluxo  (ou  descarga),  que  e o volume  de  sangue  que  passa  atraves  da  seccao  trans- 
versal por  unidade  de  tempo: 


n 

~ Jim  2 2 tit, vir, ) Ar 


r« 


Jo 


2 Trrv(r)  dr 


veia 


arterias 

pulmonares 


j atrio  - 

! direito 

_ | veias 

pulmonares 

veia  " 

•i 


aorta 

arterias 

pulmonares 

j veias 
pulmonares 


atrio 

esquerdo 


James  Stewart  CAP1TULG  8 MASS  API 
P 

— j 2 nr  { H:  — r:)clr 

Jo  4 7)1 


569 


ttP  Cr 

2 7 }{ 


1 
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7 tPR* 
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A equacao  resultante 


irPIP 

: l i F ~ — 

8r// 

denominadS  Lei  de  Poiseuille,  mostra  que  o fluxo  e proportional  a quarta  potencia  do  raio 
do  vaso  sangulneo. 


I j Capacidade  Cardiaca 

A Figura  6 mostra  o sistema  cardiovascular  humano.  O saogue  retorna  do  eoqx>  atraves 
das  veias,  entra  no  atrio  direito  do  coragao  e e bombeado  para  os  pulmoes  pelas  arterias 
pulmonares  para  a oxigenacao.  Entao  volta  para  o atrio  esquerdo  por  meio  das  veias  pul- 
monares e dai  circula  para  o resto  do  corpo  atraves  da  aorta.  A capacidade  cardiaca  do 
coragao  e o volume  de  sangue  bombeado  pelo  coragao  por  unidade  de  tempo,  isto  e,  a taxa 
de  fluxo  na  aorta. 

O metodo  da  dilute ao  do  contraste  e usado  para  medir  a capacidade  cardiaca.  ()  con- 
traste  (corante)  e injetado  no  atrio  direito  e fiui  atraves  do  coragao  na  aorta.  Uma  sonda 
inserida  na  aorta  mede  a concentracao  do  contraste  saindo  do  coragao  a intervalos  regu- 
lares  de  tempo  durante  urn  intervalo  [0,  7]  ate  que  o contraste  tenha  terminado.  Seja  c{t)  a 
concentragao  do  contraste  no  tempo  t.  Se  divklirmos  [0,  7]  em  subintervalos  de  igual  com- 
primento  At,  entao  a quantidade  de  contraste  que  circula  pelo  ponto  de  medigao  durante  o 
subintervalo  de  t — h-\  a t = tf-  e aproximadamente 


FIGURA  6 


(concentragao)(volume)  — c(t,)(F  At) 


onde  Fea  taxa  de  circulagao  que  estamos  tentando  determinar.  Entao  a quantidade  total 
de  contraste  e aproximadamente 

n n 

2 c(tj)F  At  = F X c(t/)  At 

i--i  > i 

e fazendo  n — > calculamos  que  a quantidade  total  de  contraste  e 

A = F j c(t)  dt 
Jo 


Entao,  a capacidade  cardiaca  e dada  por 


( c(t)  dt 
Jo 


onde  a quantidade  de  contraste  A e conhecida  e a integral  pode  ser  aproximada  pelas 
leituras  de  concentracao. 
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!.  nia  quantidade  de  5 mg  de  contrastc  e injet ada  no  atrio  direito. 
concent  racao  de  eontiaste  (em  iniiigramas  por  litre.)  e medida  na  aorta  a interval  os 
ile  1 segundo,  como  mostrado  na  tabela.  Estime  a capaeidade  eardfaca. 

SOLU^AO  Aqui  A — 5.  A?  — 1 e 7 = 10.  U samos  a Regra  de  Simpson  para  aproximar  a 
integral  da  concentraeao: 


'JO  4 4(0,4)  4 2(2.8)  4 4(6.5)  4 2(9,8)  4 4(8,9) 


+ 2(6.1)  4 4(4.0)  4 2(2,3)  4 4(1,1)  4 ()] 


« 4 i .87 

Entao.  a Formula  3 da  a capaeidade  card/aca  conic 


Exercicios 


F 


5 

41.87 


- 0,12  L/s  - 7,2  L/min 


1.  A fungao  custo  marginal  C'(.v)  foi  dejfinida  como  a derivada  da 
funcao  custo.  (Veja  as  Seeoes  3.3  e 4.8.)  Se  o custo  marginal  para 
produzir  a metros  de  tim  tecido  e C'(x)  = 5 - OjOO&r  + 0,000009.r 
(medido  em  dolares  por  metro)  e o custo  fixo  e C(0)  ~ $ 20.000,  use 
o Teorema  da  Variagao  Liquids  para  achar  o custo  de  produzir  as 
primeiras  2 mil  unidades. 

2.  A reeeita  marginal  da  venda  de  x unidades  de  um  produto  e 
12  - 0 ,0004a.  Se  a reeeita  da  venda  das  primeiras  mil  unidades 
e $ .12.400,  ache  a reeeita  de  venda  das  primeiras  5 mil 
unidades? 

3.  0 custo  marginal  de  produgao  de  x unidades  de  um 
determinado  produto  e 74  4 l.l.r  - ().(X)2x2  4 0,00004a-3 
(em  dolares  por  unidade).  Encontre  o aumento  no  custo  da 
produgao  se  o nfvei  e aumentado  de  1 .2(X)  para  1.600  unidades. 

4.  A fungao  demanda  para  um  certo  produto  e p 5 — x/ 10. 

Calcule  o excedente  do  consumidor  quando  o nfvei  de  venda  e 
30.  Ilustre  desenhando  a curva  de  demanda  e identificando  o 
excedente  do  consumidor  como  uma  area. 

5.  A curva  de  demanda  e dada  por  p — 450/ (a  4 8).  Calcule  o 
excedente  do  consumidor  quando  o prego  de  venda  e $ 10. 

6.  A fungao  oferta  ps( a)  para  um  produto  da  a relagao 

entre  o prego  de  venda  e o numero  de  unidades  que  os 
fabricantes  produzirao  naquele  prego.  Por  um  preco  major, 
os  fabricantes  produzirao  rnais  unidades,  assim  ps  e uma 
fungao  crescente  de  a.  Seja  X a quantidade  de  produto  que  e 
produzida  atualmente  e seja  P = p$(X)  o preco  atual.  Alguns  10. 

fabricantes  desejariam  fazer  e vender  o produto  por  um  prego 


mais  baixo  e,  portanto,  receber  mais  do  que  seu  prego  mmimo. 
O excesso  e chamado  excedente  do  produtor.  Um  argumento 
semeihante  para  o excedente  do  consumidor  mostra  que  o 
excedente  e dado  pela  integral 

['  [>-  Ps(x)]dx 

Calcule  o excedente  do  produtor  para  a funcao  oferta 
P$(x)  = 3 4 0.01a2  ao  nivel  de  vendas  X — 10.  Ilustre 
desenhando  a curva  de  oferta  e identificando  o excedente  do 
produtor  como  uma  area. 

7.  Se  a curva  de  oferta  e representada  pela  equacao  p = 200  + 0,2r5 6  \ 
calcule  o excedente  do  produtor  se  o preco  de  venda  for  de  $ 400. 

8.  Para  um  dado  produto,  o numero  de  unidades  produzidas  e o 
preco  por  unidade  e determinado  pelas  coordenadas  do  ponto 
de  intersegao  das  curvas  de  oferta  e de  demanda.  Dadas  as  cur- 
vas  de  demanda  p » 50  - x/20  e oferta  p = 20  4 xf  10,  cal- 
cule os  excedentes  do  consumidor  e do  produtor.  Ilustre 
esbogando  o grafico  das  curvas  de  oferta  e de  demanda  e idem 
tificando  as  areas  de  excedente. 

itil  Etna  companhia  modelou  a curva  de  demanda  para  seu 
produto  com 

_ 800 .CKK)e“w 5,000 
P ~ a + 20.000 

Use  um  grafico  para  estimar  o nfvei  de  venda  quando  o preco 
de  venda  e $ 16.  Entao  calcule  (aproximadamente)  o excedente 
do  consumidor  para  esse  nfvei  de  venda. 

Um  cinema  cobra  $ 7.50  por  pessoa  e esta  vendendo 
aproximadamente  400  ingressos  em  uma  noite  tfpiea  de  semana. 
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Depots  de  pesguisar  sens  cljenies.  o cinema  estinia  que.  para 
cada  50  centavos  de  desconto.  o nume.ro  de  frequent  adores 
aumenia  35  por  nolle.  Caicuie  a fimcao  demands  e o escedente 
do  consumidor  quando  as  entradas  sao  vendidas  a S 6.00. 

11.  A quantidade  de  capital  que  urn  a eompanhia  tem  em  mu  tempo 
i e /(/}.  entao  a derivada.  /'{/},  e chamada  jhtxo  liquido  de 
investirnento . Suponha  que  o fluxo  liquido  de  investimento  seja 
V<  mil  hoes  de  dolares  por  ano  (onde  i e medido  em  anos). 
Caicuie  o aumento  no  capita!  (a  formacdo  de  capital)  do 
quarto  ao  oitavo  ano. 

12.  Um  verao  quenie  e timido  esta  causando  uma  explosao  da  po- 
pulacao  de  mosquitos  em  uma  cidade  tunstica.  O mi  mem  de  mos- 
quitos esta  aumentando  a uma  ta.xa  estimada  de  2.200  + 

por  semana  (onde  / e medido  em  semanas).  De  quanto  aumenta  a 
popula^ao  de  mosquitos  entre  a quinta  e a nona  semanas  de  verao? 

13.  Use  a Lei  de  Poiseuille  para  calcular  a taxa  de  fluxo  em  uma 
pequena  arteria  humana.onde  podemos  tornar  rj  = 0,027. 

R = 0.008  cm.  I — 2 cm  e P — 4.000  dinas/cnr . 

14.  A pressao  alia  results  da  eonstricao  das  arterias.  Para  manter 
uma  taxa  normal  de  circulacao  (fluxo),  o coracao  tem  de 
bombear  mars  forte,  aumentando  assim  a pressao  sanguines. 
Use  a Lei  de  Poiseuille  para  mostrar  que  se  R0  e Pn  sao  valores 
normais  para  o raio  e a pressao  em  uma  arteria.  e R e P.  os 


valores  para  a arteria  constrita.  entao.  para  o fluxo  penmmecer 
constante.  P e R estao  relac  ion  ados  pela  equacao 


Deduza  que  se  o raio  de  uma  arteria  e reduzido  para  tres  quartos 
de  sen  valor  normal,  entao  a pressao  e mais  que  triplicada. 

15.  O metodo  da  diluicao  do  contraste  e usado  para  medir  a capacidade 
cardfaca  com  8 mg  de  contraste.  As  concentracoes  de  contraste.  em 
ing/L.  sao  model  adas  por  £■(/)  — d /( 1 2 — /).()  a / as  12.  onde  re 
medido  em  segundos.  Caicuie  a capacidade  cardfaca. 

16.  Depois  de  uma  injecao  de  8 mg  de  contraste,  as  leituras  de 
concentracao  do  contraste  a intervalos  de  dois  segundos  sao 
mostradas  na  tabela.  Use  a Regra  de  Simpson  para  estimar  a 
c apac i dade  c art!  fac  a . 


8.5  Probabilidade  _____  ___  b_ 

O calculo  tem  um  papel  na  analise  de  comportamento  aleatoric.  Suponha  que  eonsideremos 
o nivel  de  colesterol  de  uma  pessoa  escolhida  aleatoriamente  em  um  grupo  de  certa  idade, 
ou  a altura  de  uma  mulher  aduita  escolhida  aleatoriamente,  ou  a durabilidade  de  uma  pilha 
de  um  certo  tipo  escolhida  aleatoriamente.  Essas  quantidades  sao  chamadas  variaveis 
aleatorias  continuas.  porque  seus  valores  variam  em  um  intervalo  de  numeros  reais,  ern- 
bora  possam  ser  medidos  ou  registrados  apenas  com  o inteiro  mais  proximo.  Poderiamos 
querer  saber  a probabilidade  de  o nivel  de  colesterol  do  sangue  ser  maior  que  250,  ou  a 
probabilidade  de  a altura  de  uma  mulher  aduita  estar  entre  60  e 70  polegadas,  ou  a proba- 
bilidade de  uma  pilha  nova  durar  entre  1 (K)  e 200  boras.  Se  X representar  a durabilidade 
daquele  tipo  de  bateria.  denotamos  essa  ultima  probabilidade  como  segue: 


P{  100  a X a 200) 

De  acordo  com  a interpretacao  “corrente”  de  probabilidade,  esse  numero  e a proporcao  a 
longo  termo  de  todas  as  pilhas  do  tipo  especificado  com  durabilidade  entre  100  e 200 
horas.  Como  isso  represents  uma  proporcao,  a probabilidade  naturalmente  esta  entre  0 e I . 

Cada  variavel  aleatoria  contmua  X tem  uma  funcao  densklade  de  probabilidade /.  Isso  sig- 
nifica  que  a probabilidade  de  X estar  entre  a e be  encontrada  pela  integracao  de /de  a ate  b: 

!l ! P(a  A X A b)  ~ j fix)  dx 

Por  exemplo,  a Figura  1 mostra  o grafico  de  um  modelo  da  funcao  densidade  de  probabi- 
lidade f para  uma  variavel  aleatoria  X definida  como  a altura  em  polegadas  de  uma  mul- 
her norte-americana  aduita  (de  acordo  com  dados  do  National  Health  Survey).  A proba- 
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FiGURA  1 

Funcao  densidade  de  probabiiidade 
para  a altura  de  uma  mulher  adulta 


V* 

'■  I 


i 


FIGURA  2 

Funcao  densidade  exponential 


fit) 


se  t < 0 

se  t ‘-3  0 


bilidade  de  a altura  da  mulher  escolhida  aleatoriamente  estar  entre  60  e 70  poleeadas  e 
Igual  a area  sob  o graft co  d e/de  60  a 70. 


65 


area  = probabiiidade  de  a 
altura  da  mulher 


estar  entre  60  e 70 
polegadas 


70  A' 


Em  geral,  a funcao  densidade  tie  probabiiidade  / de  uma  variavel  aleatoria  X satisfaz 
f{x)  Ts  0 para  todox.  Como  as  probabilidades  sao  rnedklas  em  uma  escala  de  0 ate  1 , segue  que 
It  (’  fix)  dx  = l 

EXEMFLG 1 Seja  /(x)  = 0,(X)6x(K)  - x)  para  0 x 10  e f(x)  = 0 para  outros  valores  de  x. 

(a)  Verifique  que /e  uma  funcao  densidade  de  probabiiidade. 

(b)  Calorie  P{ 4 * X 8). 

SOLUgAO 

(a)  Para  0 x 10  temos  0.006x(10  - x)  (),  assim,/(x)  3=  0 para  todox.  Precisamos 
verificar  tambern  se  a Equagao  2 e satisfeita: 

% If)  j() 

f /( x ) J 0 . 006 x(  1 0 — x) dx  — 0.006 f (1 0x-x*)dx 
- 0.006  [5x“  - f x Jo  = 0,006(500 — ) - 1 

Portanto./'e  uma  funcao  densidade  de  probabiiidade. 

(b)  A probabiiidade  de  que  X esta  entre  4 e 8 e 

P(4  sS  X « 8)  - £ f(x)  dx  - 0,006  f < 1 Ox  - x2  ) dx 
= 0,006  [5x2  - \ x'-  ] * - 0,544 

MxMPLG  2 Fenomenos  como  tempo  de  espera  ou  tempo  de  falha  de  urn  equipamento 
sao  comumente  modelados  por  fungoes  densidade  de  probabiiidade  exponencialmente 
decrescentes.  Ache  a forma  exata  de  uma  funcao  desse  tipo. 

SOLUgAO  Pense  em  uma  variavel  aleatoria  como  o tempo  que  voce  espera  na  linha  antes 
de  ser  atendido  por  urn  funcionario  da  companhia  que  voce  esta  chamando.  Assim,  em 
vez  de  x,  use  t para  representar  o tempo,  em  rainutos.  Se/e  a funcao  densidade  de  pro- 
babilidade  e voce  telefona  em  um  tempo  t — 0,  entao,  pela  Delinigao  1 , j l fit)  dt 
representa  a probabiiidade  de  o funcionario  responder  dentro  dos  primeiros  dois  minutos, 
e Ja  /(*)  dt  e a probabiiidade  de  sua  chamada  ser  atendida  no  quinto  minuto. 

Esta  claro  que  fit)  — 0 para  / < 0 (o  funcionario  nao  pode  atender  antes  de  voce 
fazer  a ligacao).  Para  / > 0 devemos  usar  uma  fungao  exponencial  decrescente,  isto  e, 
uma  fungao  do  tipo  j it)  Ae~u,  onde  A e c sao  constant.es  positivas.  Entao 

fit)  = 

Usamos  a condigao  2 para  determinar  o 

1 — j jit)  dt  ~ | f(t)dt+  j fit)  dt 


j 0 se  t < 0 

[Ae"cr  se  / 5s  0 
valor  de  A: 


" . • 


Denotamos  a media  pela  letra 
grega  m (mu). 


FiGURA  4 

se  equiiibra  em  um  ponto  da  rcta  x = 
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— j Ae'"'"'  dt  ■---  lim  | Ae ‘ "dt 


A 

— Sim  — (I  — e <i } 
X c 


— lim 

A 

c 

Portanto,  Ajc  — 1 e assirn  A — c.  Entao  toda  funcao  densidade  exponencial  tem  a forma 

0 se  t < 0 
ce."a  se  t S*  0 
Um  grafico  tlpico  e mostrado  na  Figura  2. 


JQJ  Valores  Medics 

Suponha  que  voce  esteja  esperando  que  um  funcionario  da  companhia  que  voce  chamou 
atenda  sua  ligapao  e que  esteja  pensando  quanto  tempo,  em  media,  tera  de  aguardar.  Seja  fit) 
a coiTespondente  funcao  densidade,  onde  t e medido  em  minutos,  e pense  em  uma 
amostragem  de  N pessoas  que  ligaram  para  essa  companhia.  Provavelmente  nenhuma  das  pes- 
soas  teve  de  esperar  mats  que  uma  hora;  assirn,  vamos  restringir  rtossa  atencao  ao  intervalo 
0 ^ « 60.  Vamos  dividir  o intervalo  em  n intervalos  de  comprimento  igual  a At  e extremos 

0,  ?i,  ti, . . . . (Pense  em  At  com  a dura^ao  de  1 minuto,  10  segundos  ou  mesmo  i segundo.) 
A probabilidade  de  a ligagao  de  alguem  ser  atendida  durante  o periodo  de  tempo  entre  1 e 
t,  e a area  sob  a curva  y — /(f)  de  t,  -i  a p,  que  e aproximadamente  igual  a /(  ?/)  At.  (Essa  e a 
area  de  um  retangulo  aproximador  na  Figura  3,  onde  i,eo  ponto  medio  do  intervalo). 

Como  a proporpao  de  chamadas  a longo  termo  que  sao  respondidas  em  um  periodo  de 
tempo  de  t,-~i  a f,-  e fit;)  At,  esperamos  que,  em  nossa  amostra  de  N pessoas  que  ligam.  o 
numero  de  chamadas  respondidas  nesse  periodo  de  tempo  seja  aproximadamente 
Nf{lj)  At  e o tempo  de  cada  espera  seja  cerca  de  h.  Portanto  o tempo  total  de  espera  e o 
produto  desses  numeros:  aproximadamente  Af].  Somando  todos  os  intervalos, 

temos  o tempo  total  aproximado  de  espera  de  todas  as  pessoas: 

n 

2 mo.)  ai 

i=! 

Se  agora  dividirmos  pelo  numero  de  pessoas  que  ligam  N,  obteremos  o tempo  aproximado 
medio  de  espera: 

2 If  if)  At 

i 

Reconhecemos  isso  como  uma  soma  de  Riemann  para  a funcao  //(/).  A medida  que  o 
intervalo  encolhe  (isto  e.  At  -■■■■■>  0 e n ocf  essa  soma  de  Riemann  aproxima  a integral 

rm 

jo  tf(t)  dt 

Essa  integral  e chamada  tempo  medio  de  espera. 

Em  geral,  a media  de  qualquer  funcao  densidade  de  probabilidade/ e defmida  como 

p — j xf{ x)  dx 

A media  pode  ser  interpretada  como  o valor  medio  a longo  prazo  da  variavel  aleatoria 
X.  Tambem  pode  ser  interpretada  como  uma  medida  de  centralidade  da  funcao  densidade 
de  probabilidade. 

A expressao  para  a media  parece  uma  integral  que  vimos  anteriormente.  Se  cSi  e a regiao 
que  esta  sob  o gralico  de / sabemos  a partir  da  Formula  8 na  Secao  8.3  que  a coordenada 
x do  centroide  de  di.  e 
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[j  0 [unite  do  prime  I ro  termo  e 0, 
Regra  de  L’Hospital. 


jX_.r/'(.T)<Zv  ‘ 

X ~ “ I xf(x)  dx  — jJL 

I fix)  dx 


per  causa  da  Equacao  2.  Assim.  uma  piaca  fina  no  formato  de  9l  se  equilibra  em  um  porno 
sobre  a reta  vertical  x = ji.  (Veja  a Figure  4.) 

EXEMPLO  3 □ CalcuJe  a media  da  distribuipao  exponencial  do  Exemplo  2: 


se  t < 0 
se  r 5=  0 


S0LUCA0  De  acordo  com  a debnicao  da  media,  temos 


M — I tf(t)dt~  j tce~~a dt 
--■«  Jo 

Para  avaiiar  essa  integral  usamos  a integracao  por  partes,  com  u = t e dv  — ce  ' ’ dt: 


eia 


| tee  a dt  ~ Inn  j tee 

Jo  >%  Jo 


dt  ~ lim 


— lim 


c 


A media  e ft  — 1 jc  e,  assim,  podemos 


reescrever  a funcuo  densidade  de  probabilidade  coroo 


m - 


0 

jxfdin± 


se  / < 0 
se  / ^ 0 


EXEMPLO  4 Suponha  que  o tempo  medio  de  espera  para  um  cliente  ser  atendido  pelo 
funcionario  da  firma  para  a qual  ele  esta  ligando  seja  5 minutos. 

(a)  Calcule  a probabilidade  de  a chamada  ser  respondida  durante  o prime iro  minuto. 

(b)  Calcule  a probabilidade  de  o consumidor  esperar  mais  que  cinco  minutos  para  ser  atendido. 

SOLU^AO 

(a)  Nos  foi  dado  que  a media  da  distribuicao  exponencial  e \± , — 5,  e assim,  pelo  resul- 
tado  do  Exemplo  3,  sabemos  que  a funcao  densidade  de  probabilidade  e 


m = f°  se ' < 0 

[o,2<r'/5  se  t • 0 

Entao  a probabilidade  de  a chamada  ser  respondida  durante  o primeiro  minuto  e 
Pi 0 *£  T « 1)  = P fit)  dt 

Jo ' 

- f1  0 2e'-,/5dt 
Jo 

= 02(-5)e-"!]J 
= 1 - e 1/5  ~ 0,1813 

Assim,  cerea  de  1 8%  das  chamadas  dos  clientes  sao  respond idas  durante  o primeiro  minuto. 
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(b)  A probabilidade  de  o consumidor  esperar  mais  que  cinco  minutos  e 
PI  T > 5)  - [*/(/)  dr  = 0.2  e""*  dt 

= lim  j 0 2e"!/5(lt  = Vim  ( e~]  — e ' ! 


0368 


Cerca  de  37%  dos  consumidores  esperam  mais  do  que  cinco  minutos  antes  de  terem  sua 
chamada  respondida. 

Note  o resultado  do  Exemplo  4(b):  embora  o tempo  medio  de  espera  seja  5 minutos. 
apenas  37%  dos  consumidores  esperam  mais  que  5 minutos.  A razao  disso  e que  alguns 
clientes  tem  de  esperar  muito  mais  (talvez  10  ou  15  minutos),  aumentando  a media. 

Outra  medida  de  centralidade  da  fursqao  densidade  de  probabilidade  e a mediana . Esse 
e urn  mimero  m tal  que  metade  das  chamadas  tem  urn  tempo  de  espera  menor  que  m.  e as 
outras  chamadas  tem  um  tempo  de  espera  maior  que  m.  Em  geral.  a mediana  de  uma 
funcao  densidade  de  probabilidade  e o mimero  m,  tal  que 


L 


f (x)  dx  — 4 


Isso  significa  que  metade  da  area  sob  o graft co  de  f esta  a direiia  de  m.  No  Exercfcio  7 pe- 
dimos  para  voce  mostrar  que  a media  do  tempo  de  espera  para  a companhia  descrita  no 
Exemplo  4 e de  aproximadamente  3,5  minutos. 

| | Distributees  Normais 

Muitos  fenomenos  aleatorios  importantes  — tais  como  os  resultados  de  testes  de  aptidao,  alturas 
e pesos  de  individuos  de  uma  populacao  homogenea,  a precipitacao  de  chuva  anual  em  unia 
dada  localidade  — sao  modelados  por  uma  distribuiqao  normal.  Isso  significa  que  a funcao 
densidade  de  probabilidade  de  uma  variavel  aleatoria  X e um  membro  de  uma  famflia  de  funcoes 


: O desvio-padrao  e simbolizado  peia 
ietra  grega  minuscula  a (sigma). 


fix) 


- i fi  ) 


/?, 


Voce  pode  verificar  que  a media  para  essa  funcao  e /i,  A constante  positiva  a e denomi- 
nada  desvio-padrao  e mede  a dispersao  dos  valores  de  X.  Dos  graficos  com  formato  de 
sino  dos  membros  da  famflia  na  Figura  5,  vemos  que  para  os  pequenos  valores  de  <r,  os 
valores  de  X estao  agrupados  ao  redor  da  media,  enquanto  para  os  valores  maiores  que  tr. 
os  valores  de  X estao  mais  espalhados.  Os  estatfsticos  tern  metodos  para  usar  os  grupos  de 
dados  para  estimar  /x  e a. 


FIGURA  5 
Distribuicoes  normais 


or 
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FIGURA6 

Distribuicao 


de  resultados 


Exercicios 


vj  rator  J..  ! cr  N /<  ) e necessdrio  para  fa/pr  Hp  f f.  , . , . 

fato. pcxlc  scr  verificado.  u.sando-se 

1 

com  a media  100  e desviomadr^r^ InJ.C,,genc!a  ((^})  tC>rn  di«ribuicao  norma! 
bilidade  con-espondente  ) *"*  6 mOStra  a fun**>  ^nsidade  de  proba- 

1A)  Qual  a porcentagem  da  populacao  com  QI  entre  85  e ! ] 5'> 

"Ua  a porcentagem  da  populate  com  QI  acima  de  140? 

S0LUQA0 

(a)  Como  os  resultados  do  OJ  tem  au*  - k • - 

dade  de  probaMidaeie  dada  pe.a  Equ^S „ 3^7-  Z em = T*  * ^ **■ 


W5*X*  115}=  f 


•U-  l(K'))“/(2- 15") 


1 5 a/ 2 77 


Lembre.se  de  que,  na  Secao  7.5.  a funcao  v = ,,-A  ~ t 

podemos  avaJiar  a integral  exafimentp  \t.  ...  nd°  601  antlderjvada  elementar,  nao 

numerica  de  uma  calculation*  ou  de  um  c ™ ^ ^ 3 capacidade  de  integracao 

Regra  de  Simpson)  para  estimar  a mtegraL  °U  ‘ 

F(85  ^ X ^ 115)  - 0.68 

Z2’Zajy%  da  P°PU,at“  ,Cm  «»  « . *5.  is'o  «.  *nm>  de  „m  desvio- 

(W  A Pr0baMidade  * ° ' " de  ' «**»  -olh,da  aleatoriamente  sermaiorque  ,40  e 


P(X  > 140)  = 


‘i4<)  I5v27t 


A,.-mrmoch 


a— ^ «-*-  * -*> . m 

QI  maior  que  200.)  Entao"  ^ ' tMitmamente  raro  encontrarmos  pessoas  com 


P(X  > 140)  « | 


!-«>  1-5  a/2; 


U~  100g/450 


dx  a=  0.0038 


ft-rtamo.  cerca  de  0,4%  da  populacao  ,em  Q,  acima  de  140. 


1‘  SeJa/M  a fun9ao  densidade  de  probabilidade  da  durabilidade 
de  u m pneu  de  aita  qualidade,  pnde  x e medido  ein  milhas 
Explique  o significado  de  cada  integral. 

*40.000  ° „ 


*W.UW 

(a)  I f(x)dx 
430.000 


(b)  f fix)  dx 
425.000 


2.  Seja/O)  a funyao  densidade  de  probabilidade  para  o tempo  que 
voce  leva  para  ir  para  a escola  de  roanhi,  onde  / e medido  em 
minutos.  Expresse  as  seguintes  probabilidades  corno  inteerais. 
{a  ) A Probabliidade  de  que  voce  chegue  na  escola  em  menos 
de  15  minutos. 


(h)  A probabilidade  de  que  voce-  demon  mais  que  meia  hora 
para  chegar  a escola. 


3.  Seja  f(x) 


4 ef{x)  - ()  para 


. ■*  “ ''  — r ~ w para 

todos  os  outros  valores  de  x. 

Ui)  VenhqUe  se^e  lJma  fungao  densidade  de  probabilidade. 

(b)  Calcule  P(X  < 2). 

4.  Seja/U)  = fcrtl  _ X)  sc-  0 s * s 1 cf(x)  » 0 se  r < 0 ou x>l. 

au  quais  valores  de  k a funcao  / e uma  funcao  densidade 
de  probabilidade. 
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(b)  Para  o valor  de  k.  calcule  P(X  > 4 )• 

(c)  Calcule  a media. 

5.  A seta  de  uni  jogo  de  mesa  indica  aleatoriamente  um  numero  real 
entre  0 e 10.  A seta  e honest  a.  no  sentido  de  que  indica  um  numero 
era  um  dado  intervale  com  a mesma  probabilidade  que  indica  um 
numero  em  qualquer  outro  intervale  com  o mesmo  comprimento. 

(a)  Explique  por  que  a funcao 

foj  se  0 =£  x 10 
I 0 se  v < 0 ou  x > 10 

e nma  funcao  densidade  de  probabilidade  para  os  valores 
da  seta. 

(b)  O que  sua  mtuicao  Ihe  diz  sobre  o valor  da  media? 
Verifique  seu  palpite  avaliando  uma  integral. 

6.  (a)  Explique  por  que  a funcao  cujo  grafico  e mostrado  e uma 

funcao  densidade  de  probabilidade. 

(b)  Use  o grafico  para  encontrar  as  seguintes  probabilidades: 

(i)  PiX  < 3}  (ti)  P( 3 X « 8) 

(c)  Calcule  a media. 


7.  Mostre  que  a mediana  do  tempo  de  espera  para  uma  chamada  para 
a companhia  descrita  no  Exemplo  3 e de  cerca  de  35  minutos. 

8.  (a)  Um  tipo  de  lampada  e rotulado  como  tendo  uma  vida  util 

media  de  1 .000  horas.  £ razoavel  modelar  a probabilidade 
de  fajha  dessas  lampadas  por  uma  funcao  densidade 
exponencial  com  media  p = 1 .000.  Use  esse  modelo  para 
encontrar  a probabilidade  de  uma  lampada: 

(i)  falhar  durante  as  primeiras  200  horas: 

(ii)  ficar  funcionando  por  mais  de  800  horas. 

(b)  Qua!  a mediana  da  durabilidade  dessas  lampadas? 

9.  A gerente  de  um  restawmie  fast  food determina  que  o tempo  medio 
de  espera  de  sens  clientes  para  serem  atendidos  seja  de  25  minutos. 

(a)  Calcule  a probabilidade  de  um  cliente  ter  de  esperar  por 
mais  de  4 minutos. 

(b)  Calcule  a probabilidade  de  um  cliente  ser  sen  ido  dentro 
dos  primeiros  2 minutos. 

(c)  A gerente  quer  fazer  uma  propaganda  dizendo  que  se  o 
cliente  nao  for  atendido  dentro  de  um  certo  numero  de 
minutos  ele  recebera  um  hamburguer  de  graca.  Mas  ela 
nao  quer  dar  hamburgueres  gratis  para  mais  que  2%  de 
seus  clientes.  O que  cleve  dizer  a propaganda? 

10.  De  acordo  com  o National  Health  Survey,  a altura  de  homens 
adultos  nos  Estados  Unidos  tem  uma  distribuigao  normal  com 
media  de  69  polegadas  e desvio-padrao  de  2,8  polegadas. 

(a)  Qual  a probabilidade  de  um  homem  adulto  escolhido 
aleatoriamente  ter  entre  65  e 73  polegadas? 

(b)  Qual  a porcentagem  de  homens  adultos  com  mais  de  6 pes? 


11.  O "Projeto  Garbage",  da  Urfive'rsidade  do  Arizona,  relata  que  a 
quantidade  de  panel  descaiiada  pelas  casas  por  semana  tem 
uma  distribuigao  normal  com  media  de  9.4  lb  e desvio-padrao 
de  4.2  lb.  Qual  a porcentagem  de  casas  que  jogam  fora  pelo 
menos  10  lb  de  papeJ  por  semana? 

12.  Caixas  sao  rotuladas  con  tendo  500  g de  cereal.  A maquina  que 
enche  as  caixas  produz  pesos  que  tem  distribuigao  normal  com 
desvio-padrao  de  12  g. 

(a)  5e  o peso-alvo  e de  500  g,  qual  a probabilidade  de  a 
maquina  produzir  uma  caixa  com  menos  de  480  g de  cereal? 

(b)  Suponha  que  uma  lei  estabelega  que  nao  pode  haver  mais  que 
5%  de  caixas  de  cereal  manufaturadas  com  menos  de  500  g.  A que 
peso-alvo  deve  o fabricante  aferir  suas  maquinas? 

13.  Para  qualquer  distribuigao  normal,  calcule  a probabilidade  de 
uma  variavel  aleatoria  estar  dentro  de  dots  desvios-padrao  da 
media. 

14.  O desvio-padrao  para  uma  variavel  aleatoria  com  funcao 
densidade  de  probabilidade /e  media  /x  e defmido  como 


= (,r  — p.)2f(x)  dx 


Calcule  o desvio-padrao  para  uma  funcao  densidade 
exponencial  com  media  fx. 

15.  O atomo  de  hidrogenio  e composto  por  um  proton  no  nucieo  e 
um  eletron,  que  se  move  ao  redor  do  nucieo.  Na  teoria 
quant ica  de  estrutura  atomica  supoe-se  que  o eletron  nao  se 
mova  em  uma  orbita  bem  definida.  Ao  contrario,  ele  ocupa  um 
estado  conhecido  como  orbital , que  pode  ser  pensado  como 
uma  “nuvem”  de  carga  negativa  rodeando  o nucieo.  No  estado 
de  energia  mais  baixa,  chamado  estado  fundamental,  ou  orbital 
Is,  presume-se  que  o formato  do  orbital  e uma  esfera  com 
centro  no  nucieo.  Essa  esfera  e descrita  em  termos  da  funcao 
de  densidade  de  probabilidade 


p{r)' » t r2e  'Zria,}  r > 0 
ao 

onde  at;  e o raio  de  Bohr  (an  ~ 5,59  X 10  11  m).  A integral 


P(r)  - i - s2e~2*/a"d y 

da  a probabilidade  de  o eletron  ser  encontrado  dentro  da  esfera 

de  raio  r metros  centrada  no  nucieo. 

(a)  Verifique  que  pir)  e uma  funcao  densidade  de  probabilidade. 

(b)  Calcule  lim r^,xp(r).  Para  que  valor  de  r a fungao  p(r)  tem 
seu  valor  maxi  mo? 

(c)  Desenhe  a fungao  densidade. 

(d)  Calcule  a probabilidade  de  o eletron  estar  dentro  da  esfera 
de  raio  4 a0  centrada  no  nucieo. 

(e)  Calcule  a distancia  media  do  eletron  a partir  do  ntieleo  no 
estado  fundamental  do  atomo  de  hidrogenio. 
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VERfFICACAO  DE  CONCE1TOS 


1.  (a)  Como  o comp  pimento  de  uma  curva  e definido? 

(b)  Esc  rev  a uma  expressao  para  o comprimento  de  uma  curva 
suave  dada  por  v = fix),  a ^ .v  »£  h. 


(c)  O que  acontece  se  x e dado  como  uma  funcao  de  y? 

2.  (a)  Escreva  uma  expressao  para  a area  de  uma  superffcie 

obtida  pela  rotacao  da  curva  y = f(x),a  -s;  x b,  ao 
redor  do  eixo.tr. 

(b)  O cjue  acontece  se  x e dado  como  uma  funcao  de  y? 

(c)  O quc  acontece  se  a curva  e girada  ao  redor  do  eixo  v? 

3.  Descreva  como  podemos  calendar  a fore  a hidrostatica  contra 
uma  pa  rede  vertical  submersa  em  um  fluido. 

4.  (a)  Qua!  e o significado  ffsico  do  centro  de  massa  de  uma 

placa  fina? 

(b)  Se  a placa  esta  entre  y — f{x)  e y = 0,  onde  a x =£  b. 
escreva  expressoes  para  as  coordenadas  do  centro  de  massa. 

5.  O que  diz  o Teorema  de  Pappus? 


6.  Dada  uma  funcao  demanda  pix).  explique  o significado  do 
excedente  do  consumidor  quando  a quantidade  de  produto 
disponfve]  e X e o preco  de  venda  e P . llustre  com  um  esboco. 

7.  (a)  O que  e a capacidade  cardtaca  do  coracao? 

(b)  Explique  como  a capacidade  cardtaca  pode  ser  medida 
pelo  metodo  de  diluicao  do  contraste. 

8.  O que  e funcao  densidade  de  probabilidade?  Quais  as 
propriedades  dessa  funcao? 

9.  Suponha  que  fix)  seja  uma  funcao  densidade  de  probabilidade 
para  os  pesos  de  universitarias,  onde  x e medklo  em  libras. 

(a)  Qual  o significado  da  integral  j("w/(A‘)  Av ? 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  a media  dessa  funcao  densidade. 

(c)  Como  podemos  calcular  a medians  dessa  funcao 
densidade? 

10.  Qua!  e a distribuicao  normal?  Qual  e o significado  do  desvio- 
padrao? 


EXERCICSOS 


Calcule  o comprimento  da  curva. 

1.  x ~ 7 f..r“  + 4'f  * . 0 x 3 

2.  y = 2 In  senary),  rr/3  -S  x 3 

3.  (a)  Calcule  o comprimento  da  curva. 
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(b)  Calcule  a area  da  superffcie  obtida  pela  rotacao  da  curva 
descrita  em  (a)  em  torno  do  eixo  y. 

4.  (a)  A curva  y — x3,  0 x 1.  e rotacionada  em  torno  do 

eixo  y.  Calcule  a area  da  superffcie  resultante. 

(b)  Calcule  a area  da  superffcie  obtida  pela  rotacao  da  curva 
dada  em  (a)  em  torno  do  eixo  x. 

5.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n ~ 6 para  estimar  o 
comprimento  da  curva  v — e~x\  0 =£  x 3. 

6.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n ~ 6 para  estimar  a area  da 
superffcie  obtida  pela  rotacao  da  curva  dada  no  Exercfcio  5 em 
torno  do  eixo  x. 

7.  Calcule  o comprimento  da  curva 


8.  Calcule  a area  da  superffcie  obtida  pela  rotayao  da  curva  do 
Exercfcio  7 em  torno  do  eixo  y. 

9.  Um  portao  em  um  canal  de  irrigacao  e construfdo  no  formato 
de  um  trapezio  de  3 pes  de  iargura  no  fundo.  5 pes  de  largura 


no  topo  e 2 pes  de  altura.  Ele  e colocado  verticalmente  no 
canal,  com  agua  ate  seu  topo.  Calcule  a forca  hidrostatica  em 
um  lado  do  portao. 

10.  Um  canal  e preenchido  com  agua  e suas  extremidades  verticals 
tem  o formato  da  regiao  parabolica  da  figitra.  Calcule  a forca 
hidrostatica  em  uma  extremidade  do  canal. 


H • • 8 pes *i 


11--12  Calcule  o centro ide  da  regiao  limit ada  pelas  curvas  dadas. 

11.  y “ 4 - x2,  v = x + 2 

12.  y = sen  a.  y = 0,  x = tt/4,  x — 3ir/4 


13-14  Calcule  o centroide  da  regiao  mostrada. 


CAPSTULO  8 
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15.  Calcule  o volume  obtido  quando  o circuit)  de  raio.  1 com  centre 
(1  f 0)  e girado  ao  redor  do  eixo  y. 

16.  Use  o Teorema  de  Pappus  e o fato  de  que  o volume  de  uma 
esfera  de  raio  r e t rrr  " para  calcular  o eentrokfc  da  regiao 
semicircular  limitada  pela  curva  y — y r:  — x-  e o eixo  x. 

17.  A luncao  demands  para  um  produto  e dada  por 

p — 2.000  - O.Ijc  — O.OLr.  Calcule  o excedente  do  con  su  mi  dor 
quando  o nivel  de  vendas  e 100. 

18.  Depots  de  uma  injecao  de  6 mg  de  contraste  no  coracao,  as 
leituras  da  concentracao  de  contraste  a intervalos  de 

2 segundos  sao  mostradas  na  tabela.  Use  a Regra  de  Simpson 
para  estimar  a c apac i d adejvard faca . 


19.  (at  Explique  por  que  a funcao 


fix) 


— senf  — ) sc  0 « x « i 0 
< 20  \ 10  / 

| O se  v < 0 ou  x > 10 


e uma  funcao  densidade  de  probabilidade. 

(b)  Calcule  P(X  < 4). 

(c)  Calcule  a media.  E esse  o valor  que  voce  esperaria? 

20.  A gravidez  Humana  tern  uma  distribuicao  normal  com  media 
de  268  dias  e desvio-padrao  de  15  dias.  Qual  a porcemagem  d 
tempos  de  gravidez  que  duram  entre  250  e 280  dias? 

21.  O tempo  de  espera  na  fila  de  um  certo  banco  e modelado  por 
uma  funcao  densidade  exponential  com  media  de  8 minutos. 

(a)  Qual  a probabilidade  de  o cliente  ser  atendido  nos 
primeiros  3 minutos? 

(b)  Qual  a probabilidade  de  o cliente  ter  de  esperar  mais  de 
10  minutos? 

(c)  Qual  e a mediana  do  tempo  de  espera? 


1.  Calcule  a area  da  regiao  S = {(.,r,_v)  l.v  2"  0.  v ] . x~  f v:  4v}. 

2.  Calcule  o eentroide  da  regiao  iimilada  pelo  Jaco  da  curva  vJ  ™ .v ' — .v4. 

3.  Se  uma  esfera  de  raio  r e fatiada  por  um  piano  cuja  distancia  do  centro  da  esfera  e d.  entao  a 
esfera  e dividida  em  dois  pedacos,  chamados  segmentos  de  mesma  base.  As  superficies 
correspondentes  sao  denominadas  zonas  esf ericas  de  mesma  base. 

(a)  Determine  as  areas  das  superficies  das  duas  zonas  esfericas  indicadas  na  figura. 

(b)  Determine  a area  aproximada  do  oceano  Artico  presumindo  que  ele  e aproxirnadamente 
circular  no  forma  to.  com  o centro  no  polo  norte  e "circunferenaa"  a 75  gratis  de  latitude 
norte.  Use  r = 3.960  milhas  para  o raio  da  Terra. 

(c)  Uma  esfera  de  raio  r e inscrita  em  um  eilindro  circular  reto  de  raio  r.  Dois  pianos  perpen- 
diculares  ao  eixo  central  do  eilindro  e separados  a uma  distancia  h certain  uma  zona 
esferica  de  duas  bases  na  esfera.  Mostre  que  a area  da  superficie  da  zona  esferica  se 
iguala  a area  da  superficie  da  regiao  em  que  os  dois  pianos  cortam  no  eilindro. 

(d)  A Zona  lorrida  e uma  regiao  na  superficie  da  Terra  que  esta  entre  o Tropico  de  Cancer 
(23.45  graus  de  latitude  norte)  e o Tropico  de  Caprjcornio  (23.45  gratis  de  latitude  sul). 
Qual  6 a area  da  Zona  Torrida? 


P Q 
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4.  (a)  Mostre  que  um  ohservador  a uma  altura  H aciroa  do  polo  norte  de  uma  esfera  de  raio  r 
pode  ver  uma  parte  da  esfera  que  tern  a area 


IzrrH 
r + H 


(b)  Duas  esferas  com  raios  r e R estao  colocadas  de  modo  que  a distancia  entre  seus  centros  e 
d . onde  d > r + R.  Onde  deve  ser  colocada  uma  luz  na  reta  qtie  liga  os  centros  de  modo 
a iluminar  a maior  area  total  de  superficie? 

5.  Suponha  que  a densidade  da  agua  do  mar,  p ~ fAz).  varie  com  a profimdidade  z abaixo  da 
superficie. 

(a)  Mostre  que  a pressao  hidrostatiea  e regida  pela  equacao  diferencial 

dP 

= p(Z)g 

dz 

onde  g 6 a acelera^ao  da  gravidade.  Seja  P„  e p0  a pressao  e a densidade  em  z — 0. 
fix  pres  se  a pressao  a uma  profundidade  z corno  uma  integral. 

(b)  Suponha  que  a densidade  da  agua  do  mar  a uma  profundidade  z e dada  por  p — p0e ^ w . 
onde  H e uma  constante  positiva.  Calcule  a fore  a total,  expressa  como  uma  integral,  exer- 
cida  sobre  uma  janela  vertical  circular  de  raio  r cujo  centro  esta  a uma  distancia  L > r 
abaixo  da  superficie. 

6.  A figura  mostra  um  semiclrcuio  de  raio  1 , diametro  horizontal  PQ  e retas  tangentes  em  P e Q. 
A que  altura  acima  do  diametro  deve  ser  colocada  uma  linha  horizontal  de  modo  a minimizar 
a area  sombreada? 


580 
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7.  Seja  P uma  piramicle  de  base  quadrada  de  lado  2b  e suponha  que  S e uma  esfera  com  centro 
na  base  de  P e tangente  a todos  os  oito  vertices  de  P.  Calcule  a altura  de  P.  Entao  calcule  o 
volume  da  intersegao  de  S e P. 

8.  Considere  uma  piaca  metaiica  ftna  plana  colocada  verticalmente  sob  a agua  com  sen  topo  2 m 
abaixo  da  superficie  da  agua.  Determine  uni  formato  para  a piaca  de  maneira  que.  se  ela  for 
dividida  em  qualquer  numero  de  faixas  horizontals  de  mesma  altura.  a forca  hidrostatica  em 
cada  faixa  seja  a mesma. 

9.  Urn  disco  uniforme  de  rate  i esta  para  ser  cortado  por  uma  corda  de  mode  que  o centro  de 
massa  do  menor  pedaco  se  encontre  na  metade  do  caminho  ao  longo  de  urn  raio.  Quao  proxi- 
mo do  centro  do  disco  deve  ser  efetuado  o code?  (Expresse  sua  resposta  com  corrojao  de  duas 
casas  decimals.) 

10.  Uni  triangulo  com  area  30  cm2  e retirado  do  vertice  de  um  quadrado  de  lado  10  cm.  como 
mostrado  na  figura.  Se  o centroide  da  regiao  restante  esta  a 4 cm  do  lado  direito  do  quadrado, 
quao  ionge  ele  esta  da  base  do  quadrado? 

11.  Em  um  famoso  problema  do  seculo  XVIII,  conhecido  como  o problema  da  agulha  de  Buffon, 
uma  agulha  de  comprimento  h e derrubada  em  uma  superficie  plana  (por  exemplo,  uma  mesa) 
na  qual  retas  paralelas  separadas  por  L unidades,  L ^ h,  foram  desenhadas.  O problema  e 
dete.nn.inar  a probabilidade  de  a agulha  interceptar  uma  das  retas.  Suponha  que  as  retas  estao 
na  diregao  leste  para  oeste,  paralelas  ao  eixo  x em  um  si  sterna  de  coordenadas  retangular 
(como  na  figura).  Seja  y a distancia  da  ponta  “sul”  da  agulha  ate  a reta  mais  proxima  ao  norte. 
(Se  a ponta  “suF  da  agulha  esta  na  reta,  considere  v ~ 0.  Se  a agulha  estiver  na  direcao  leste- 
oeste,  considere  a ponta  “oeste”  como  a ponta  “suP\)  Seja  6 o angulo  que  a agulha  faz  com 
um  raio  se  estendendo  na  direcao  leste  da  ponta  “sul”.  Entao  0^y=sLe0<  0 ^ rr.  Note 
que  a agulha  intercepta  uma  das  retas  apenas  quando  y < h send.  Agora,  o conjunto  de  todas 
as  possi bilid ades  para  a agulha  pode  ser  identificado  com  a regiao  retangular  0 =£  v L. 

0 $ -£  7T.  e a proporqao  de  vezes  que  a agulha  intercepta  uma  reta  e a razao 

area  sob  y — h sen  6 
area  do  retangulo 

Essa  razao  e a probabilidade  de  a agulha  interceptar  uma  reta.  Calcule  a probabilidade  de  a 
agulha  interceptar  uma  reta  se  h = L.  O que  ocorre  se  h — Lj 2? 

12.  Se  a agulha  do  Problema  1 1 fiver  o comprimento  h > L.  e possfvel  para  a agulha  interceptar 
mais  de  uma  reta. 

(a)  Se  L — 4.  calcule  a probabilidade  de  a agulha  de  comprimento  7 interceptar  pelo  menos 
uma  reta. 

[Sugestao:  Podemos  proceder  como  no  Problema  1 1 . Deiina  v como  anteriormente;  entao 
o conjunto  total  de  possibilidades  para  a agulha  pode  ser  identificado  com  a mesma  regiao 
retangular  0 y =s  L,  0 =£  0 =£  ir.  Qual  porcao  do  retangulo  corresponde  a agulha 
interceptando  uma  reta?) 

(b)  Se  L = 4,  calcule  a probabilidade  de  a agulha  de  comprimento  7 interceptar  duas  retas. 

(c)  Se  2 L < h -£  3 L,  encontre  uma  formula  geral  para  a probabilidade  de  a agulha  interceptar 
ires  retas. 


A Niimeros,  Desigualdades  e Valores  Absolutes  A2 
B Coordenadas  Geometricas  e Retas  A 1 0 
C Graft  cos  das  Equacoes  de  Segundo  Grau  A 16 
D Trigonometria  A24 

E Nota^ao  Somatoria  (ou  Notacao  Sigma)  A34 

F Provas  dos  Teoremas  A39 

G Niimeros  Compiexos  A47 

H Respostas  dos  Exerci'eios  de  Niimeros  Impares  A55 


A2  □ CALCULO 


Edftora  Thomson 


Numeros,  Desigualdades  e Valores  Absolutos 

O calculo  esta  baseado  no  sistema  de  numeros  reals.  Comecemos  com  os  inteiros: 

-3,  -2,  -1,  0.  1.  2,  3,  4,  ... 

Entao  construfmos  os  numeros  raeionais,  que  sao  as  razoes  de  inteiros.  Assim,  quajquer 
mlmero  raeional  r pode  ser  expresso  como 


r — ~ onde  m e n sao  os  inteiros  e n * 0 
n 

Exemplos: 

I -I  46  = y 0,17  — -jfl'j 

(Lembre-se  de  que  a divisao  por  0 esta  sempre  excluida;  logo,  as  expressdes  como  -4  e — 
sao  nao  definidas.)  Alguns  numeros  reals,  como  v 2,  nao  podem  ser  expressos  como  a 
razao  de  numeros  inteiros  e sao,  portanto,  chamados  numeros  irracionais.  Pode  ser 
mostrado,  com  variados  graus  de  dificuldade,  que  os  numeros  a seguir  sao  irracionais: 

v3  V5  v2  7T  sen  1°  log,02 

O conjunto  de  todos  os  numeros  reais  e geralmente  denotado  pelo  sfmbolo  U.  Quando 
usarmos  a palavra  nume.ro  sem  qualificativo,  devemos  entender  “numero  real”. 

Ibdo  numero  tem  uma  representacao  decimal.  Se  o numero  for  raeional,  entao  a deci- 
mal correspondente  e repetida.  Por  exempio, 

\ - 0,5000  . . . = 0,50  | = 0,66666  . . . = 0,6 

555  = 0,317171717...  -0,317  ?=  1,285714285714...-  1,285714 

(.A  barra  indica  que  a sequencia  de  dfgitos  se  repete  indefinidamente.)  Caso  contrario.  se  o 
numero  lor  irracionaj,  a decimal  nao  se  repetira: 

v’2  = 1.414213562373095  ...  tt  = 3,141592653589793  . . . 

Ao  parannos  a expansao  decimal  de  qualquer  numero  em  uma  certa  casa  decimal,  obte- 
mos  uma  aproximaeao  dele.  Por  exempio,  podemos  escrever 

t r « 3,14159265 

onde  o sfmbolo  ~ deve  ser  lido  como  “e  aproximadamente  igual  a”.  Quanto  mais  casas 
decimals  lorem  retidas  melhor  sera  a aproximaeao  obtida. 

Os  numeros  reais  podem  ser  representados  por  pontos  sobre  uma  reta,  como  na 
Figuia  L A dire^ao  positiva  (a  direita)  e indicada  por  uma  fleeha.  Escolhemos  um  ponto 
de  referenda  arbitrario,  O,  denominado  origem,  que  corresponde  ao  numero  real  0. 
Dada  qualquer  unidade  eonveniente  de  medida,  cada  numero  positivo  x e representado 
pelo  ponto  da  reta  que  esta  a x unidades  de  distancia,  a direita,  da  origem  e cada  numero 
ne-gativo  -a  e representado  pelo  ponto  sobre  a reta  que  esta  x unidades  de  distancia,  a 
esquerda,  da  oiigem.  Assim,  todo  numero  real  e representado  por  um  ponto  sobre  a reta,  e 
a todo  ponto  P sobre  a reta  corresponde  exatamente  um  unico  numero  real.  O numero  real 
associado  ao  ponto  P e chamado  coordenada  de  7\  e a reta  e dita  entao  eixo  coordenado. 


a 
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ou  eixo  dos  numeros  reals,  ou  simplesmente  eixo  real.  Frequentemente  identificamos  o 
ponto  com  sua  coordenada  e pensamos  am  numero  como  um  ponto  no  eixo  real. 


i 


Os  numeros  reals  sao  ordenados.  Dizemos  que  a e menor  que  b e eserevemos  a < b se 
b ~ a for  um  niimero  positive.  Geometricamente,  isso  significa  que  a esta  a esquerda  de  b 
sobre  o eixo  real.  (De  maneira  equivalente,  dizemos  que  b e maior  que  a e eserevemos  b > a). 
O snnbolo  a *£  b (ou  b s*  a)  significa  que  ou  a < b ou  a = b e deve  ser  lido  como  “a  e 
menor  que  ou  igual  a b . Por  exemplo,  sao  verdadeiras  as  seguintes  desigualdades: 


1 <1 A < 7,5  — 3 > — rr  \/2  < 2 /2  ^ 2 2 2 

A seguir,  vamos  precisar  usar  a notagao  de  conjunto.  Um  conjunto  e uma  coiecao  de 
objetos,  chamados  elementos  do  conjunto.  Se  5 for  um  conjunto,  a notagao  a GS  significa 
que  a e um  elemento  de  S,  e a ^ S significa  que  a nao  e um  elemento  cie  S.  Por  exemplo, 
se  Z representa  o conjunto  dos  inteiros,  entao  -3  G Z mas  n £ Z.  Se  S e T forem  con- 
juntos,  entao  sua  uniao  S U J’eo  conjunto  que  consiste  em  todos  os  elementos  que  estao 
em  S ou  / (ou  ambos  S e T).  A intersecao  de  S e T e o conjunto  S H T que  consiste  em 
todos  os  elementos  que  estao  emSeT.  Em  outras  palavras,  S fi  T e a parte  comum  a 5 e 
3 T.  O conjunto  vazio,  denotado  por  0,  e aquele  que  nao  content  nenhum  elemento. 

Alguns  conjuntos  podem  ser  descritos  fazendo~se  uma  lista  de  seus  elementos  entre 
chaves.  Por  exemplo,  o conjunto  A consistindo  em  todos  os  inteiros  positives  menores  que 
7 pode  ser  eserito  como 


A = {1,2,3, 4,5, 6} 

Podemos  tambem  escrever  A na  notagao  construtora  de  conjuntos 
A — {x  j A’  e um  inteiro  e 0 < x < 7} 

que  deve  ser  lido  como  “A  e o conjunto  dos  x tal  que  x e um  inteiro  e 0 < x < T\ 


* Intervalos 

Certos  conjuntos  de  numeros  reais,  denominados  intervalos,  ocorrem  frequentemente  no 
calculo  e correspondent  geometricamente  a segmentos  de  reta.  Por  exemplo,  se  a < b,  o 
intervalo  aberto  de  a ate  b consiste  em  todos  os  numeros  entre  ae&ee  denotado  pelo 
sfmbolo  (u,  b).  Usando  a notagao  construtora  de  conjuntos,  podemos  escrever 

(a,  b)  ~ {x  | a < x < b\ 

Note  que  os  pontos  extremos  do  intervalo  — isto  e,  a e b — estao  excluidos.  Isso  e indi- 
cado  por  ()  e pelas  bolinhas  vazias  na  Figura  2.  O intervalo  fechado  de  a ate  b e o 
conjunto 


[a,  b]  ~ {x  | a =£  x b] 


FIGURA  3 

Intervalo  fechado  [a,  b\ 


Aqui  os  pontos  extremos  do  intervalo  estao  incluidos,  e isso  e indicado  pelos  colchetes  [ ] 
e pelas  bolinhas  cheias  na  Figura  3.  Tambem  e possivel  incluir  somente  um  ponto  extremo 
em  um  intervalo,  conforme  mostrado  na  Tabela  1 . 


,;j  a Tabela  1 da  uma  list  a dos  nove 
tipos  possiveis  de  intervaios.  Em  todos 
os  casos,  supomos  a < b. 


E necessario  tambem  considerar  os  intervaios  infinitos,  como 

(«,  3°)  ~ {x  | x > a} 

Isso  nao  significa  que  (“infinito")  seja  um  nttmero,  A nota^ao  (a,&s)  represents  o con- 
junto  de  todos  os  numeros  maiores  que  a;  dessa  forma,  o simholo  * indica  que  o intervalo 
se  estende  indelinidamente  na  diret^ao  positiva. 

Desigualdades 

Quando  trabalhar  com  as  desigualdades,  observe  as  seguintes  regras: 

j 2]  Regras  para  as  Desigualdades  j 

1.  Se  a < b.  entao  a + c < b + c. 

i 

2.  Se  a < b e c < d,  entao  a + c < b + d. 

j 3.  Se  a < b e c > 0,  entao  ac  < be.  j 

i 4.  Se  a < b e c < 0.  entao  ac  > be. 

j 5.  Se  0 < a < b,  entao  1/a  > \/b.  j 

A Regra  n-  1 determina  que  podemos  adicionar  qualquer  niimero  a ambos  os  Jados  de 
uma  desigualdade  e a Regra  n°  2 estabelece  cjue  duas  desigualdades  podem  ser  adi- 
cionadas.  Porem,  devemos  ter  cuidado  com  a mul tip li cacao.  A Regra  n"  3 institui  que 
_ _ podemos  multiplicar  ambos  os  lados  de  uma  desigualdade  por  um  numero  positivo,  mas  a 
Regra  n 4-  estabelece  que  sc  multipacai nios  umbos  os  laaos  ac  tuna  aesigualciade  por  uth 
numero  negative,  entao  reverteremos  a direpao  da  desigualdade . Por  exemplo,  se  consi- 
derarmos  a desigualdade  3 < 5 e a multipliearmos  por  2,  obteremos  6 < 10,  mas  se  a mul- 
tiplicarmos  por  — 2,  obteremos  —6  > —10.  Finalmente.  a Regra  n"  5 determina  que  se 
tomarmos  recfprocos.  entao  revertemos  a direcao  de  uma  desigualdade  (desde  que  os 
numeros  sejam  positivos). 

EXEMPLO  1 □ Resolva  a desigualdade  1 + x < lx  + 5. 

S0LUQA0  A desigualdade  dada  e satisfeita  por  alguns  valores  de  x,  mas  nao  por  outros. 
Resolver  uma  desigualdade  significa  determinar  o conjunto  dos  numeros  x para  os  quais 
a desigualdade  e verdadeira.  E eonhecido  como  conjunto  soluedo. 


3 0 metodo  visual  de  se  resolver  o 
Exemplo  3 e usar  um  recurso  grafico 
para  esbogar  a parabola  y — x2  - 5x  + 6 
(cormo  na  Figura  4}  e observer  se  a 
curva  esta  abaixo  ou  acima  do  eixox 
quando  2 -t  • 3. 
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Pnmeiro.  subtraimos  1 de  cada  iado  da  desiguaidade  (usando  a Regra  n'  1 com  c = - 1): 

x < lx  + 4 

Lntao  subtrafmos  lx  de  arnbos  os  lados  (Regra  n!-'  1 com  c = —lx): 

— 6a  < 4 

Vamos  dividir  agora  ambos  os  lados  por  -6  (Regra  na  4 com  c = - |): 

X > g — 3 

Esses  passos  podem  ser  todos  revertidos;  dessa  forma,  o conjunto  solucao  cons  isle  em  todos 
os  niime: os  maiores  que  — f.  Em  outras  paJavras,  a solucao  da  desiguaidade  e o intervalo 

(~b  <*). 

EXEMPLO  2 :::  Resolva  as  desigualdades  4 3.v  — 2 < .13. 

SOLUCAO  Aqui  o conjunto  solucao  consiste  em  todos  os  valores  de  x que  satisfazem  a 
ambas  as  desigualdades.  Usando  as  regras  dadas  em  (2)  vemos  que  as  seguintes 
desigualdades  sao  equivalentes: 

4 3x  - 2 < 13 

6 3x  < 15  (adicionaodo  2) 

2 x < 5 (divjdindo  por  3). 

Fortanto,  o conjunto  soluyao  e [2,  5). 

EXEMPLO  3 ::  Resolva  a desiguaidade  x2  - 5x  + 6 0. 

SOLUgAO  Pnmeiro  vamos  fatorar  o lado  esquerdo: 

(x  - 2)(x  -3)^0 

Sabemos  que  a equagao  correspondente  (x  - 2)(x  - 3)  = 0 tern  as  solutes  2 e 3.  Os 
numeros  2 e 3 dividem  o eixo  real  em  tres  intervalos: 

(~x.  2)  (2,3)  (3,«) 

Em  cada  um  desses  intervalos  determinamos  os  sinais  dos  f'atores.  Por  exemplo, 
x e (“»,  2)  X <2  x — 2 < 0 

Vamos  entao  registrar  esses  sinais  na  seguinte  tabela: 


Intervalo 

j „ 9 

x - 3 

| (x  2)(x  3} 

•••  <- 

2 < x < 3 1 

4. 

! 

Outro  metodo  para  obter  a inform  ay  ao  da  tabela  e usar  os  valores-testes . Por  exemplo.  se 
usannos  o valor-teste  x ~ 1 para  o intervalo  ( — 2),  entao,  substituindo  em  x2  — 5x  + 6, 
obteremos 


FIGURA  4 


J2  - 5(1)  4-6  — 2 
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O polinomio  x1  — 5x  + 6 nao  muda  de  sinal  dentro  de  cada  um  dos  ires  intervalos: 
logo,  eonclufmos  que  e positive  era  ( 2). 

Entao  eonclufmos  da  tabela  que  (.v  — 2)(.v  — 3)  e negative  quando  2 < .v  < 3.  Logo 
a solucao  da  desigualdade  (,v  — 2)(jc  - 3)  0 e 

{.r ! 2 .v  sS  3}  = [2.  3] 

Observe  que  inclufmos  os  extremos  2 e 3,  pois  estavamos  procurando  os  valores  de  x 
tais  que  o produto  fosse  negativo  ou  zero.  A solucao  esta  ilustrada  na  Figura  5. 

kXtMPiv  4 ; Resolva  jc3  4-  3x2  > 4x. 

SOLUQAO  Primeiro  deixamos  todos  os  termos  nao  nulos  de  um  lado  do  sinal  de 
desigualdade  e entao  fatoramos  a expressao  resultante: 

X''  + 3.v2  — 4x  > 0 ou  x (,v  — l)(.v  + 4)  > 0 

Como  no  Exemplo  3,  vamos  resolver  a equacao  correspondente  x(x  - \)(x  + 4)  — 0 e 
usar  as  solucoes  x = -4,  x — 0 e x — 1 para  dividir  o eixo  real  era  quatro  intervalos 
( — oo,  —4),  (—4.0),  (0.  1),  e (!,oc).  Em  cada  intervalo  o produto  mantem  um  sinal 
constante,  conforme  mostra  a tabela: 


Vemos  a partir  da  tabela  que  o conjunto  solucao  e 

— * — _o o— ► {.V I -4  < X < 0 ou  X > 1}  = (-4. 0)  U (1 , oc) 

-4  0 1 

FIGURA  6 A solugao  esta  ilustrada  na  Figura  6. 


Valor  Absolute 

O valor  absoluto  de  um  mimero  a,  denotado  por  j a | , e a distancia  de  a ate  0 sobre  o eixo 
real.  Como  as  distancias  sao  sempre  positivas  ou  0,  entao  temos 


| a | -v  0 para  todo  nume.ro  a 

For  exemplo, 

j 3 j = 3 |-3|  = 3 1 0 1 = 0 | y/2  - 1 | - s/l  - 1 1 3 - tt|  ==  7T  ” 3 

Em  geral,  temos 


Lembre-se  de  que  se  a for  negativo,  j 3 j 

entao  ~a  e positivo. 


: 

1 a 

— a 

se  a 0 

l«l 

— —a 

se  a < 0 
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Expresse  j 3x  ~ 2 | sem  usar  o sfmbolo  de  valor  absolute. 


soiugAo 


3x  - 2 I = 


3x  - 2 se  3.x  - 2 2*  0 
"(3.x  - 2)  se  3.x  ~ 2 < 0 

3.x  — 2 se  x Ss  3 
2 — 3.x  se  x < | 


Lembre-se  de  cjue  o sfmbolo  significa  'lraiz  quadrada  positiva  de".  Logo,  yr  — s 

Wj  significa  ,v2  = r e s Ss  ().  Portanto  equaeao  vVr  ' a r-5o  c v ' . ~ Sc 

" e •-•.  ::  q ...  Se  a < 0,  entao  -a  > 0;  portanto.  tenios  y a:  — -a.  Em 

vista  de  (3),  temos  entao  a equagao 


ytf2  — | a 


que  e verdadeira  para  todos  os  valores  a. 

As  sugestoes  para  as  demonstragoes  das  propriedades  a seguir  serao  dadas  nos  exerefeios. 


5 ; Propriedades  das  Ve lores  Absolutes  Suponhamos  que  a e b sejam  numeros 
reais  quaisquer  e n um  inteiro.  Entao 


1.  \ab  j = 1 a ! I b\ 


2. 


(b  # 0) 


3.  a" 


Para  resolver  as  equates  e as  desigualdades  envolvendo  os  valores  absoiutos,  e fre- 
qiientemente  muito  proveitoso  usar  as  seguintes  alirmativas. 


5 Suponhamos  a > 0.  entao: 

4.  \x\  — a se  e somente  se  x — 2za 

5.  [ x | < a se  e somente  se  — a < x < a 

6.  lx  I > a se  e somente  se  x > a ou  x < — a 


FIGURA  7 


\a  — b\ 


| a ~ b | 


FiGURA  8 

Comprimento  de  um  segniento  de 
reta  = | a ~ b | 


Por  exemplo.  a desigualdade  | x | < a estabelece  que  a distancia  de  x a origem  e menor  que 
e voce  pode  ver  a partir  da  Figura  7 que  isso  e verdadeiro  se  e somente  se  x estiver  entre  -at  a. 

Se  at  b forein  numeros  reais  quaisquer,  entao  a distancia  entre  ache  o valor  absoluto 
da  diferenga,  isto  e,  j a — b j.  que  tambem  e igual  a | b — a j (veja  a Figura  8). 

EXEMPLO  6 Resolva  | 2 v 5|  = 3. 

S0LUQA0  Pela  Propriedade  4 de  (6).  j 2x  — 5 | — 3 e equivalente  a 
2x  - 5 — 3 ou  2x  — 5 — —3 
Logo,  2x  = 8,  ou  2x  ~ 2.  Portanto,  x ~ 4,  ou  x~  1. 
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FiGURA  9 


R eso.lv  a 


SOLUCAO  1 Pels  propriedade  5 de  (6),  i a ~~  5 | 

-2  < a-  - 


< 2 e equivalence  a 

5 < 2 


Assim.  adicionandc  5 a cada  lado.  temos 


3 < x < 7 

e o conjunto  solucao  e o intervalo  (J,  7). 

SOLUCAO  2 Geometricamente,  o conjunto  solucao  consiste  em  todos  os  numeros  x cuja 
distancia  de  5 e menor  que  2.  Da  Figura  9 vemos  que  esse  intervalo  e (3.  7). 

EXE  RIP  10  8 z Resol  va  |3a  + 2\  5=  4. 

SOLUCAO  Pelas  propriedades  4 e 6 de  (6),  1 3x  + 2 [ A-  4 e equivalente  a 
3a  + 2 > 4 ou  3a  + 2 — 4 

No  primciro  caso  3a  > 2,  o que  results  em  x > No  segundo  caso  3a  *=  -6,  o que 
results  em  x -2.  Logo  o conjunto  solucao  e 

{a  | a ss  —2  ou  x 5*  \ } — (—00,  —2]  U j v , •’ ) 

Outra  propriedade  importance  do  valor  absoluto.  denominada  Desigualdade 
Triangular,  e frequence  men  te  usada  nao  apenas  no  calculo.  mas  em  geral  para  toda  a 
matcmatica. 


| \V\  A Desigualdade  Triangular  Se  a e b forem  quaisquer  numeros  reais,  entao 

; \a  + b\  ^ \a\  + J*| 

L_ _____ 


Observe  que  se  os  numeros  a e b forem  ambos  positivos  ou  negativos,  entao  os  dois 
lados  na  Desigualdade  Triangular  serao  realmente  iguais.  Mas  se  a e b tiverem  sinais  opos- 
tos,  o lado  esquerdo  envolve  uma  subtracao.  ao  passo  que  o lado  direito,  nao.  Isso  faz  que 
a Desigualdade  Triangular  pareca  razoavel,  mas  podemos  prova-la  da  forma  a segutr. 

Observe  que 


e sempre  verdadeira,  pois  a e igual  a | a | ou  — ] a j.  A afirmativa  correspondence  a be 

-\b\  *£  b \ b\ 

Somando-se  essas  desigualdades  obtemos 

— (|  a J -r  | b j)  =5  a + b | a | + J b \ 

Se  aplicarmos  agora  as  propriedades  4 e 5 (com  x substitiudo  por  a + b e a por  J a j + j b | ), 
obteremos 

| a + b j ss  j a | + | b j 


que  e o que  queremos  mostrar. 


tXEMFLS  S : Se  \x  — 

eslimar  I Lx  4-  y)  — 1 1 


OJ 
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0.2.  use  a Desigualdade  Triangular  para 


SOLUCAO  A fim  de  itsar  a informacao  fornecida,  utilizamos  a Desigualdade  Triangular 
com  a — x — 4 e b — y ~ 7: 

| (x  + y)  - 1 1 1 = I (x  - 4)  + (v  - 7)  I 
«P-4|  + |y-7| 

< OJ  + 0,2  = 0,3 

loyo  S ( v + y)  — H | < 0,3 


n Exercicios 

Reescreva  a expressao  sem  usar  o sunbolo  de  valor 


absohito. 

1.  15-23  1 
3.  I — TT  | 

5.  j v > - 5 
7.  | -V  - 2) 

3.  | A'  + 1 | 
11.  i.r-  + 1 ! 


2.  1 5 j - | -23  j 
4.  j n - 2 j 
6.  ||  — 2 1 — | -31 
8.  j x - 2 j se  x 
10.  | 2a  - 1 | 

12.  1 1 - 2a2  1 


13-38  Resoiva  a desigualdade  em  termos  dos  intervalos  e ilustre 
o conjunto  solucao  sobre  o eixo  real. 


13.  2a  + 7 > 3 
15.  1 - A *£  2 
17.  2a  + 1 < 5a  - 8 
13.  - 1 < 2a  - 5 < 7 
21.  0 « 1 - a < 1 
23.  4a  < 2a  + 1 ^ 3a  + 2 
25.  (a  - 1 )(x  - 2)  > 0 


14.  3a  - 1 1 < 4 
16.  4 - 3a  > 6 
18.  1 + 5a  > 5 - 3a 
20.  1 < 3a  + 4 16 

22.  -5  =s  3 - 2a  9 
24.  2a  - 3 < a + 4 < 3a  - 
26.  (2a  4-  3)(a  - 1)  & o 


Celsius  efea  temperatura  em  gratis  Fahrenheit.  Qual  o 
intervalo  sobre  a escala  Celsius  correspondents  a temperatura  no 
intervale  50  ^ F 95? 

40.  Use  a relag  ao  entre  C e F dada  no  Exercfeio  39  para 
determinar  o intervalo  sobre  a escala  Fahrenheit 
correspondente  a temperatura  no  intervalo  20  ^ C «£  30. 

41.  A medida  que  sobe,  o ar  seco  se  expands,  e ao  fazer  isso  se 
resfria  a uma  taxa  de  cerca  de  1 °C  para  cada  100  m de  subida 
ate  cerca  de  12  km. 

(a)  Se  a temperatura  do  solo  for  de  20  °C,  escreva  uma 
formula  para  uma  temperatura  a uma  altura  h. 

(b)  Que  imagem  de  temperatura  voce  pode  esperar  se  um 
aviao  decola  e atinge  uma  ahura  maxima  de  5 km? 

42.  Se  uma  bola  for  atirada  para  cima  do  topo  de  um  ediffcio  com 
128  pes  de  altura  com  velocidade  initial  de  16  pes  por 
segundo.  entao  a altura  h acima  do  solo  i segundos  mais  tarde  ser 

h = 128  +'  16f  - 16 12 

Durante  que  intervalo  de  tempo  a bola  estara  no  mmimo  a 32 
pes  acima  do  solo? 

43-48  : Resoiva  a equagao  para  x. 


43. 

i 2a 

1 "> 

! — J 

44. 

| 3a  + 5 

i ' 1 

27. 

2a  3 4-  x ' 1 

28. 

A2  < 

2a  + 8 

■ 

46. 

2a  - .1 

j 

23. 

a2  4-  x + ! > 0 

30. 

A2  + 

A > 1 

45. 

j.r  + 3 | - j 2a  4-  i j 

| A + ” I 

j = 3 

31. 

a2  < 3 

32. 

5 

■ 

* 

* 

* 

• 

• 

33. 

A3  - A2  ^ 0 

47-1 

Resoiva  a desigualdade. 

34. 

(a  + 1)(a  — 2)(a 

+ 3)  5s  0 

47. 

W 

< 3 

48. 

1*1  55  3 

35. 

a3  > X 

36. 

A‘  4" 

3 a < 4a' 

43. 

\*~ 

- 4 j < 1 

50. 

i A - 6 1 

< 0.1 

37. 

1 - A 

— ^ 4 

38. 

-3  < — ^ ! 

51. 

|a  + 5]  ^ 2 

52. 

1 A 4-  1 j 

53. 

j 2a 

- 3 | « 0,4 

54. 

j 5a  — 2 

I < 6 

39. 

A relagao  entre  as 

; escalas  de 

temperatura 

Celsius  e 

Fahrenheit 

55. 

1 « 

! A ! 4 

56. 

0 < [a  - 

- 5!  < 

e dada  por  C — |(F  - 32),  onde  C e a temperatura  em  gratis 
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57—58  Resolva  para  x,  supondo  que  a,  b e c sejam  eonstantes  positivas. 
57.  aibx  c)  2®  be  58.  a ox  4-  c < 2 a 


64.  Use  a-  Regra  n*  3 para  provar  a Regra  n'-  5 de  (2). 

65.  Prove  que  | ab  I — j a \ \h\.  (Sugesiao:  Use  a Equacao 4.) 


Resolva  para  x.  supondo  que  a,  b e c sejam  eonstantes  negatives . 


59.  ax  + b < c 


60. 


b 


61.  Suponha  que  |.r  - 2 { < 0.01  e j y ~ 3 j < 02)4.  Use  a 
Desigualdade  Triangular  para  mostrarque  J (x  + v)  - 5 ! < 005. 

62.  Mostre  que  se  jx  + 3 j < j,  entao  1 4x  + J 3 f < 3. 

„ „ . , a + b 

63.  Mostre  que  se  a < b,  entao  a < < b. 


86.  Prove  que  !— -|  —-7—-  -. 

! b : \b\ 

87.  Mostre  que  se  0 < a < /?,  entao  a~  < b2. 

68.  Prove  que  jx  - vj  3*  jxj  - |;yj.  {Sugesiao:  Use  a 
Desigualdade  Triangular  com  a — x — ye/?—  v.) 

69.  Mostre  que  a soma,  a diferenca  e o produto  de  ndmeros 
racionais  resultant  em  um  nurnero  racional. 

70.  (a)  A soma  de  dois  m'smeros  irracionais  e sempre  irracional? 
(b)  O produto  de  dois  ndmeros  irracionais  e sempre  irracional? 


B Coordenadas  Geometricas  e Retas 

Da  mesma  forma  que  os  pontos  sobre  um  eixo  podem  ser  identificados  com  os  ndmeros  reals 
atribuindo-se  a eles  as  coordenadas,  conforme  descrito  no  Apendiee  A,  lambent  os  pontos  no 
piano  podem  ser  identificados  com  os  pares  ordenados  de  ndmeros  reais.  Vamos  comecar  a 
desenhar  dois  eixos  coordenados  perpendiculares  que  se  interceptam  na  origem,  O.  de  cada 
eixo.  Geralmente  um  eixo  e horizontal  com  dire^ao  positiva  para  a direita  e e chamado  eixo 
x,  o outro  eixo  e vertical  com  dire^ao  positiva  para  cima  e denontinado  eixo  v. 

fodo  ponto  / no  piano  pode  ser  localizado  por  um  linico  par  ordenado  de  numeros  da 
forma  a seguir.  Trace  pelo  ponto  P as  retas  perpendiculares  aos  eixos  x e v.  Essas  retas 
interceptam  os  eixos  em  pontos  com  as  coordenadas  a e b,  conforme  mostra  a Figura  1. 
Entao  ao  ponto  P e atribufdo  o par  ordenado  (a.b).  O primeiro  nurnero  a e chamado  eoor- 
denada  x (ou  abscissa)  de  P\  o segundo  nurnero  b e conhecido  como  eoordenada  y (ou 
ordenada)  de  P.  Dizemos  que  P e um  ponto  com  coordenadas  (a,  b)  e denotamos  o ponto 
pelo  sfmboio  de  P(a.  b).  Na  Figura  2 estao  varies  pontos  com  suas  coordenadas. 


V 

y 

„ .1 

P(a.b)  4 

3 

- 

3 

II  0 

I 

i 2.3; 

2 

1 

I 

1 1 

-3  -2  -I  ° 
1 

^ I 2 3' 

4 5 x -3  ^ 1 0 

-2  - 

a "I 

III 

-3  4 

IV 

1-3,  -2) 

-3  • 

—4  1 

j 

-4 

FIGURA  1 

FIGURA  2 

Revertendo  o processo  anterior  podemos  comecar  por  um  par  ordenado  ( a , b)  e chegar 
ate  o ponto  P correspondente.  Frequentemente  identificamos  o ponto  P com  o par  orde- 
nado (a,  b)  e nos  referimos  a ele  como  "o  ponto  (a.  /?)”.  [Embora  a nolayao  usada  para  urn 
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interval o aberto  (a,  b)  seja  a mesma  usada  para  o porno  (a,  b ),  voce  sera  capaz  de  distin- 
guir  pelo  contexto  qual  o significado  desejado.J 

Esse  sistema  de  coordenada  e dito  sistema  coordenado  ret  angular,  ou  sistema  cle 
coordenada  cartesiano,  em  homenagem  ao  rnatematico  Rene  Descartes  ( 1596-1650). 
embora  outro  Frances,  Pierre  Fermat  ( 160 1-1 665),  ten  ha  inventado  os  principles  da  geome- 
tria  analftica  ao  mesmo  tempo  que  Descartes.  O piano  fornecido  por  esse  sistema  de  coor- 
denada, denominado  piano  coordenado  ou  cartesiano,  e denotado  por  R 

Os  eixos  x e y sao  chamados  eixos  coordenados  e dividem  a piano  cartesiano  em  qua- 
rto quadrantes,  denotados  por  I,  II,  III  e IV  na  Figura  1.  Note  que  o primeiro  quadrante 
consiste  nos  pontos  com  coordenadas  x e y positivas. 

EXEMPLO  1 : Descreva  e esboce  as  regioes  dadas  pelos  seguintes  conjiiRtos: 

(a)  {(x,y)U  > 0}  (b)  {(x, y)  jy  = 1}  (c  ) {(x,y)  | |y  | < l} 

S0LUQA0 

(a)  Os  pontos  cujas  coordenadas  x sao  0 ou  sao  positivas  estao  situados  no  eixo  y ou  a 
direita  dele,  como  indicado  pela  regiao  sombreada  da  Figura  3(a). 


1 y = -l 


FIGURA  3 (a)  x 0 (b)  y » t (c)  |v|  < 1 

(b)  O conjunto  de  todos  os  pontos  com  coordenada  y igual  a 1 e uma  reta  horizontal 
uma  unidade  acima  do  eixo  x [veja  a Figura  3(b)). 

(c)  Lembre-se  do  Apendice  A que 

j y j < 1 se  e somente  se  - 1 < y < 1 


A regiao  dada  consiste  naqueles  pontos  no  piano  cuja  coordenada  y esta  entre  -lei. 
Assim,  a regiao  consiste  em  todos  os  pontos  que  estao  entre  (mas  nao  sobre)  as  retas 
horizon tais  y = 1 e y = — 1.  [Essas  retas  estao  mostradas  como  retas  tracejadas  na 
Figura  3(c)  para  indicar  que  os  pontos  sobre  essas  retas  nao  estao  no  conjunto.] 


Lembre-se  de  que,  no  Apendice  A,  a distancia  entre  os  pontos  a e b sobre  o eixo  real  e 
\a  — b | = | b — a |.  Assim,  a distancia  entre  os  pontos  Pi(xity i)  e Pi(x?,y\)  sobre  uma 
reta  horizontal  deve  ser  | x2  ~~  x\  j e a distancia  entre  P2{x 2,  V2 ) e P2(x2,  >’] ) sobre  uma  reta 
vertical  deve  ser  |y2  — y\  [ (veja  a Figura  4). 

Para  encontrar  a distancia  \P\P2  \ entre  dois  pontos  quaisquer  P}(x\,yi)  e Piixz.y-z), 
notamos  que  o triangulo  P1P2P3  na  Figura  4 e retangulo  e,  portanto,  pelo  Teorema  de 
Pitagoras,  temos 


= vlPiA!2  + \P2P3  j2  = y]x2  - Xi  I2  + |y2  - y, 
= vT-*2  - Xj)2  + (y>  ~ yd2 


FIGURA  4 
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A distant: i a entre  os  pontos  P,(xj,  v,)  e P:(x2.  v2 ) e 

I Pi  Pi  \ Vip  - -Vi)~  + ( - V|  }■' 

A distancia  entre  ( j . -~2)  e (5,  3}  e 


'(5  --  02  + [3  ~“(-2)]2  - j4*  + 52  - V41 


Ret  a s 


FIGURA  5 


m 5 


; — 2 

m = I 


m ~ 0 


FIGURA  6 


Queremos  encontrar  uma  equacao  para  uma  dada  reta  L:  essa  equacao  fica  satisfeita  pelas 
coordenadas  dos  pontos  sobre  L e por  nenhuni  outro  ponto.  Para  encontrar  a equacao  de  L 
usamos  sua  inclinacao , t}ite  e uma  rnedida  do  emu  de  dedividade  da  reta. 


y 

L ^ 

\\) 

A(,v 

> v 3 1 1 

t subir  j 

Ax  ~ x2  — x. 

= canrjnhar  i. 

0 

LI.J  tfefiRi$ao  A inclinacao  de  uma  reta  nao  vertical  que  passa  pelos  pontos 
P\  ( x a , V] ) e P2  f x2 , vz ) e 


Av 


V2  Vi 


A.V  X-2  — X) 

A inclinacao  de  uma  reta  vertical  nao  esta  definida. 


Assim.  a inclinacao  de  uma  reta  e a taxa  de  variagao,  Av,  em  y,  devida  a uma  variayao. 
Ax,  em  x (veja  a Figura  5).  A inclinacao  e,  portanto,  a taxa  de  variacao  de  y em  relacao  a 
x.  o fato  de  tratar-se  de  uma  reta  signifies  que  a taxa  de  variacao  e constante, 

A Figura  6 mostra  varias  retas  acorn panhad as  de  suas  inclina^oes.  Observe  que  as  retas 
com  inclinacao  positiva  inclinam-se  para  cima  a direita,  enquanto  as  retas  corn  inclinacao 
negativa  inclinam-se  para  baixo  a direita.  Observe  tambem  que  as  retas  declive  sao  aque- 
las  para  as  quais  o valor  absolute  da  inclinacao  e maior,  e uma  reta  horizontal  tern  incli- 
nacao zero. 

Vamos  encontrar  agora  uma  equacao  da  reta  que  passa  por  urn  ponto  dado  P](x]xy])  e 
tern  inclinacao  m.  Um  ponto  P(x,  y)  com  x ^ x5  esta  sobre  essa  reta  se  e somente  se  a incli- 
nacao da  reta  que  passa  por  P}  e P e igual  a m:  isto  e. 


x - x, 

fcssa  equacao  pode  ser  reescrita  na  forma 

v ~ Vj  — mix  — X]) 

e observamos  que  essa  equacao  tambem  e satisfeita  quando  x — X\  e y ~ v, . Portanto  ela 
e uma  equacao  da  reta  dada. 


Lyj  Eiiuagao  de  tuna  fists  ns  Forma  Ponfo-ltictinagio  Uma  equacao  da  reta  passando 
pelo  ponto  Pi(xlt;Vi)  com  inclinacao  m e 


v.t. 


m{x  ~ X;) 
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FIGURA  8 


EXEMPLQ  3 Ache  tuna  equacao  da  reta-por  U , —7.)  com  inclinacao 

SOLUQAO  Usando  (3)  com  m = — A xf  — j e y,  = -7.  obtemos  uma  equacao  da  .reta 
como 


(a  -----  1) 


que  pode  ser  reescrita  como 

2v  + .14  = ~-x  + 1 ou  a + 2v  4-  13  = 0 

EXEMPlo  4 :::  Encontre  uma  equacao  da  reta  que  passa  pel  os  pontos  (-1. 2)  e (3,  -4). 
SOLUCAO  Pela  Definicao  2 a inclinacao  da  reta  e 

-4  — 2 _ 

(-i) _ ~ 2 

Usando  a forma  ponto-inclinaqao  com  X\  — - 1 e yi  — 2,  obteremos 

v — 2 — ~:j  (a  + 1 ) 

que  pode  ser  simplificada  para  3a  + 2y  — 1 


Suponha  que  uma  reta  nao  vertical  tenha  inclinacao  m e intercepto  y igual  a b (veja  a 
Figura  7).  Isso  signilica  que  ela  intersepta  o eixo  v em  um  ponto  (0,  b),  logo  a equacao  da 
reta  na  forma  ponto- inclinacao,  com  Xi  — 0 e vj  = /?.  torna-se 

y ~ b = m{ x — 0) 

Isso  pode  ser  simplifieado  como  a seguir. 


\J)  Equacao  de  uma  Reta  na  Forma  inelinagao-lntercepto  Uma  equacao  da  reta 
corn  inclinacao  m e intercepto  y igual  a be 

y mx  + b 


Em  particular,  se  uma  reta  for  horizontal,  sua  inclinacao  e m = 0,  logo  sua  equacao  e 
v — h.  onde  be  o intercepto  v (veja  a Figura  8).  Uma  reta  vertical  nao  tem  uma  inclinacao, 
mas  podemos  escrever  sua  equacao  como  x — a,  onde  a e o intercepto  x,  pois  a coorde- 
nada  x de  todo  ponto  sobre  a reta  e a. 

Observe  que  a equacao  de  toda  reta  pode  set  escrita  na  forma 


Ax  4-  By  4-  C ” 0 


porque  a reta  vertical  tem  a equacao  da  forma  x — a ou  x — a - 0 (A  — 1,  B --  0. 
C — ~a)  e uma  reta  nao  vertical  tem  a equacao  y — mx  + b ou  — mx  4-  y ~ b ~ 0 
(A  — m,  B ^ 1 , C — -~b).  Inversamente,  se  comegarmos  com  uma  equacao  geral  de 
prime iro  grau,  isto  e,  uma  equacao  da  forma  (5),  onde  A,  B e C sao  constantes  e A e B nao 
sao  ambos  0,  entao  podemos  mostrar  que  ela  e a equacao  de  uma  reta.  Se  B = 0,  isso 
torna-se  Ax  4-  C — 0 ou  x = -C/4,  que  representa  uma  reta  vertical  com  intercepto  x 
igual  a —C/A.  Se  B A 0,  a equacao  pode  ser  reescrita  resolvendo-se  para  y: 

A_x_  £ 
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_yj 

0 

y* 

(5, 0)  -v 

' (0,-3) 

FIGURA  9 


e reconhecemos  isso  como  a equacao  de  urna  reta  na  forma  inclinayao— intercepto 
(m  = — A/B , b = — C ,/B).  Portanto  uma  equacao  da  forma  (5)  e chamada  equacao 
linear  on  equacao  geral  de  uma  reta.  Resumindo,  referimos  frequentemente 
>>a  reta  Ax  + By  + C = O'7  cm  lugar  de  “a  reta  cuja  equacao  e Ax  + By  + C = ()'\ 

Esboee  o grafico  da  equayao  3x  - 5y  = 15. 

SOLU£AO  Uma  vez  que  a equayao  e linear,  seu  grafico  e uma  reta.  Para  desenhar  o 
grafico,  podernos  simplificar  determinando  dois  pontos  sobre  a reta.  E facil 
determinar  os  interceptos.  Substituindo  y = 0 (equacao  do  eixo  x)  na  equacao  dad  a, 
obtemos  3x  = 15,  logo  x = 5 e o intercepto  x.  Substituindo  x ~ 0 na  equayao, 
vemos  que  o intercepto  y e -3.  Isso  pennite-nos  esboyar  o grafico  como  na 
Figura  9. 

tXfcjvlFtO  6 Faya  o grafico  da  desigualdade  x + 2 y > 5. 

SOLUQAO  Para  esboyar  o grafico  do  conjunto  {ft,  y)  \x  + 2 y > 5}  resolveremos  a 
desigualdade  em  y: 


x + 2y  > 5 


2,5 


2y  > — A-  4-  5 


Compare  essa  desigualdade  com  a equayao  y = - |a:  + f , que  representa  uma  reta  com 
inclinacao  —5  e intercepto  y igual  a f . Vemos  que  o grafico  dado  consiste  nos  pontos 
com  coordenada  y maior  que  aquela  sobre  a reta  y — —\x  + t . Assim,  o grafico  e a 
regiao  que  se  situa  acima  da  reta,  conforme  iiustrado  na  Figura  10. 


FIGURA  10 


Retas  Paralelas  e Perpendiculares 


As  inclinayoes  podem  ser  usadas  para  mostrar  que  as  retas  sao  paralelas  ou  perpendicu- 
lares. Os  seguintes  fatos  sao  provados,  por  exemplo,  em  Precalculus:  Mathematics  for 
Calculus , 4.  ed.,  de  Stewart,  Redlin  e Watson.  Brooks/Cole  Publishing  Co.,  Pacific 
Grove,  C A,  2002. 


1*  Duas  retas  nao  verticais  sao  paralelas  se  e somente  se  tiverem  a mesma  inclinacao. 
2.  Duas  retas  com  inclinacao  m\  e m2  sao  perpendiculares  se  e somente  se 


•m,m2  = ~1;  isto  e,  suas  inclinayoes  sao  reciprocas  negativas: 

1 

m2  — 

m\ 


tXEWPLO  ? □ Determine  uma  equayao  da  reta  que  passa  pelo  ponto  (5,  2)  que  e paralelo 
a reta  4x  + 6y  + 5 = 0. 

S0LUQA0  A reta  dada  pode  ser  escrita  na  forma 
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•que  esta  na  forma  inclinacao-intercepto  corn  m — - | . As  retas  paralelas  tern  a mesma 
inclinacao,  logo  a ret  a requerida  tern  a inclinacao  — e sua  equacao  na  forma 
inclinacao-intercepto  e 

V “ 2 = -j(x  - 5) 

Podemos  escrever  essa  equacao  eomo  2x  +3 y ~ 16. 

EXEMPLQ  8 - Mostre  que  as  retas  2.x  + 3 y = I e 6x  - 4 y - 1 = 0 sao  perpendiculares. 
S0LUQA0  A equacao  pode  ser  escrita  como 

y — — 3-v  + 3 e v = jx  — i 

onde  vemos  que  as  inclinacoes  sao 

2 3 

m}  — — 3 e m2  — 5 

Como  ni\m2  ~ — 1 , as  retas  sao  perpendiculares. 


1-6  f Determine  a distancia  entre  dois  pontos. 

1.  (1,1),  (4.5)  2.  (1,-3),  (5,7) 

3.  (6,-2),  (-1,3)  4.  (1,-6),  (-1,-3) 

5.  (2,5),  (4, —7)  5.  (a,  b),  ( b,a ) 

7-10  Determine  a inclinacao  da  reta  que  passa  por  5 e 0. 

7.  7*0,5),  (2(4,11)  8.  .P(-l, 6),  0(4,  -3) 

9.  P(~ 3,3),  0(— 1,  —6)  10.  P(~  1,-4),  0(6,0) 

11.  Mostre  que  o triangulo  com  vertices  A((),  2),  B{~ 3,  — 1 ) e 
C(— 4, 3)  e isosceles. 

12.  (a)  Mostre  que  o triangulo  com  vertices  >4(6,  — 7),  B{  1 1 , — 3)  e 

C(2,  — 2)  e um  triangulo  retangulo  usando  o inverso  do 
Teorema  de  Pitagoras. 

(b)  Use  as  inclinacoes  para  mostrar  que  ABC  e um  triangulo 
retangulo. 

(c)  Determine  a area  do  triangulo. 

13.  Mostre  que  os  pontos  (—2, 9),  (4, 6),  (1 , 0)  e (—5,  3)  sao  os 
vertices  do  quadrado. 

14.  (a)  Mostre  que  os  pontos  A(~  1 , 3),  5(3, 11)  e C(5,  15)  sao 

colineares  (pertencem  a mesma  reta)  rnostrando  que 
\AB  | + i BC  j - | AC  | . 

(b)  Use  as  inclinacoes  para  mostrar  que  A.  B e C sao  colineares. 

15.  Mostre  que  >4(1,  1),  5(7, 4),  C(5,  10)  e £)(  — 1 , 7)  sao  vertices 
de  um  paralelogramo. 

16.  Mostre  que  >4(1 , 1 ).  5(1 1 , 3),  C(  1 0, 8)  e D(0. 6)  sao  vertices  de 
um  retangulo. 

17-20  Esboce  o grafico  da  equacao. 


19.  xy  - 0 20.  j v | — 1 

£1-36  Ache  uma  equacao  da  reta  que  satisfaca  as  condicoes 
dad as. 

21.  Pelo  ponto  (2,  —3),  e inclinacao  6 

22.  Pelo  ponto  (—  1 . 4),  e inclinacao  —3 

23.  Pelo  ponto  (1 , 7),  e inclinacao  f 

24.  Pelo  ponto  (—3,  —5),  e inclinacao  — k 

25.  Por  (2,  1)  e (1,6) 

26.  Por  (-1,  -2)  e (4,3) 

27.  Inclinacao  3,  e intercepto  y igual  a —2 

28.  Inclinacao  | , e intercepto  y igual  a 4 

29.  Intercepto  x igual  a 1 . e intercepto  y igual  a —3 

30.  Intercepto  x igual  a — 8,  e intercepto  y igual  a 6 

31.  Que  passa  pelo  ponto  (4, 5),  paralela  ao  eixo  a 

32.  Que  passa  pelo  ponto  (4, 5),  paralela  ao  eixo  y 

33.  Que  passa  pelo  ponto  (1 . -6),  paralela  a reta  x + 2y  = 6 

34.  Com  intercepto  y igual  a 6,  paralela  a reta  2x  + 3v  + 4 — 0 

35.  Que  passa  pelo  ponto  (-1 , -2),  perpendicular  a reta  2x  + 5y  + 8 = 0 

36.  Que  passa  pelo  ponto  (| , — § ),  perpendicular  a reta  4x  - By  - 1 

37-42  Ache  a inclinacao  e o intercepto  y da  reta  e faca  o esboco 
de  seu  grafico. 

37.  x + 3v  = 0 


17.  x - 3 


18.  v - -2 


38.  2x  — 5y  = 0 
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41.  3x  - 4 y * 12  42. 

43-52  Esboce  a regiao  no  piano  xy. 
43.  {(a,  v)  | x < 0}  44. 

45.  {(x.y)\xy  < 0}  48. 

47.  {(a,y)||a|  « 2} 

48.  {(a,  v)  j jjrJ  < 3 e | v j < 2} 

49.  {(.v,  y)  j 0 v 4 e x 2} 

50.  {(a,  y)  1 v > 2.x-  - 1} 

51.  {(.V.  y)  | 1 + x =S  v ' I — 2 a} 

52.  {(,v,  v)  j — x y < U.r  + 3)} 


2.x  -■  3y  + 6 = 0 

57. 

Mostre  que  as  retas  2a 

" )'  ~ 4 e 6.v  — 2y  — 1 0 nao  sao 

4a  + 5y  10 

58. 

paralelas  e ache  a sua  h 
Mostre  que  as  retas  3a 

itersegao. 

5y  + 19  * ()e  10a  + 6y  - 50  * () 

{(a.  v)  1 y > ()} 

59. 

sao  perpendicu fares  e a* 
Ache  uma  equacao  da  p 

che  sua  intersecao. 

perpendicular  que  his  sect  a 0 segmento 

{(-v,y)  \x  0 1 e v <:  3} 

59. 

de  reta  com  extremidades  nos  pontos  All, 4)  e B( 7.  -2). 

(a)  Encontre  as  equagoes  dos  lados  do  triangulo  com  vertices 

• 0),  (2(3, 4)  e /?(  — ] , 6). 

(b)  Ache  equagoes  para  as  medianas  desse  triangulo.  Onde 
elas  se  interseptam? 

61.  (a)  Most  re  que  se  os  interceptos  .v  e y de  tuna  reta  sao  os  “ 

numeros  a e b diierentes  de  zero,  e entao  a equacao  da  reta 
pode  ser  colocada  na  forma 


53.  Ache  um  ponto  sobre  o eixo  y que  seja  eqiijdistante  de  (5.  ~5) 

e (1.  J). 


1 


54.  Mostre  que  o ponto  medio  do  segmento  de  reta  de  P]{xu  y, ) 
ate  P2  ( -V 2 , )’2 ) e 

X}  + X?  }’>  -f  y2  \ 

2 ‘ 2 / 

55.  Encontre  o ponto  medio  do  segmento  de  reta  que  une  os  pontos 
dados. 

(a)  (1,3)  e (7.15)  (b)  (-1,6)  c (8,-12) 

56.  Ache  os  comprimentos  das  medianas  do  triangulo  com  vertices 
A(  1 , 0).  5(3. 6)  e C(8, 2).  {A  medians  e um  segmento  de  reta 
de  um  vertice  ate  o ponto  medio  do  lado  oposto.) 


Essa  equacao  e chamada  forma  a partir  das  interceptos  da 
equacao  da  reta. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  encontrar  a equagao  da  reta  cujo 
intercepto  x 6 6 e cujo  intercepto  y e —8. 

62.  Um  carro  deixa  Detroit  as  2 horas  da  tarde,  viaja  a uma  veloci- 
dade  constante  para  o oeste  ao  longo  da  estrada  1-96  e passa 
por  Ann  Arbor,  a 40  milhas  de  Detroit,  as  2h50  da  tarde. 

(a;  Expresse  a distancia  perconida  em  termos  do  tempo  decorrido. 

(b)  Faca  um  gratico  da  equacao  da  parte  (a). 

(c)  Qual  e a inclinagao  dessa  reta?  O que  ela  represents? 


v’  ^ C Graficos  das  Equates  de  Segundo  Grau 

No  Apendice  B vimos  que  uma  equagao  Ax  + By  + C = 0,  de  prime iro  grau  ou  linear, 
represents  unta  reta.  Nesta  secao  vamos  discutir  as  equagoes  do  segundo  grau,  tais  como 

,c’  + V2  = 1 V = A-2  + I ---  -f  = I X2  ~ y2  = j 

9 4 


que  tepiesentam  um  circuit),  uma  parabola,  uma  elipse  e uma  hiperbole,  respectivamente. 

O giafico  dessa  equagao  em  x e y e o conjunto  de  todos  os  pontos  (a,  y)  que  sat  isfazem 
a equacao,  ele  da  uma  representacao  visual  da  equagao.  Inversamente,  dada  uma  curva  no 
piano  xy,  podemos  encontrar  uma  equacao  que  a represente,  isto  e,  uma  equacao  satisfeita 
pelas  coordenadas  dos  pontos  sobre  a curva  e por  nenhum  outro  ponto.  Esta  e a outra 
metade  dos  principios  basicos  da  geometria  analftica  conforme  formulada  por  Descartes  e 
Fermat.  A ideia  e que  se  uma  curva  geometrica  pode  ser  representada  por  uma  equagao 
algebrica,  entao  as  regras  da  algebra  podem  ser  usadas  para  analisar  o problema  geometrieo. 


^ Circuios 

Como  lira  exemplo  desse  tipo  de  problema,  vamos  determinar  uma  equagao  do  circulo 
com  raio  r e centre  (h,  k),  Pela  deftnicao,  o circulo  e o conjunto  de  todos  os  pontos  Fix.  y) 
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cuja  distancia  ao  centro  Cih,  k)  e r (veja  a Figura  1 ).  Assim,  P esta  sobre  o cfrculo  se  e 
somente  se  | PC  j -=  r.  Da  formula  da  distancia.  temos 

yj{x  ~ h)2  + (v  — k)2  — r 

ou,  de  maneira  equivalente,  eJevando  ao  quadrado  am  bos  os  membros,  ohtemos. 

(a  — h)2  + (y  — k )2  — rL 

Esta  e a equacao  desejada. 

; Mh  Eqoaflo  do  Gtrcalo  Uma  equacao  do  cfrculo  com  centro  (/?.  k)  de  raio  r e 

(x  ~ hf  + (v  — k)2  — r2 

Em  particular,  se  o centro  for  a origem  (0.  0).  a equacao  sera 

a ' + v2  = r2 

EXEMPLO  1 : Ache  uma  equacao  do  cfrculo  com  raio  3 e centro  (2,  -5). 

SOLUQAO  Da  Equacao  1 com  r=3,h~  2 ek~  ~5,  obtemos 

(x  - 2 y + (v  + 5 f = 9 

EXEMPLO  2 : Esboce  o grafico  da  equacao  a2  + y2  3-  2a  — 6y  + 7—0  mostrando 
primeiro  que  ela  representa  um  cfrculo  e entao  ache  seu  centro  e raio. 

S0LUQA0  Vamos  agrupar  primeiro  os  terrnos  em  x e y da  seguinte  forma: 

(a:2  + 2a)  + (y2  - 6 y)  = -7 

Entao,  completando  o quadrado  dent.ro  de  cada  parentese  e somando  as  constantes  apro- 
priadas  a ambos  os  lados  da  equacao  temos: 

(a“  + 2a:  + 1)  + (y  — 6v  + 9)  — — 7 + 1 + 9 

ou  (a  + l)2  + ( y - 3)2  — 3 

Comparando  essa  equacao  com  a equaqao-padrao  do  cfrculo  (1),  vemos  que  h ~ — 1 . 
k = 3 e r = y 3;  assim,  a equacao  dada  representa  um  cfrculo  com  centro  (— 1, 3)  e raio 
v3.  Ele  esta  esbocado  na  Figura  2. 
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W Parabolas  ' 

As  propriedades  geometricas  das  parabolas  serao  revisadas  na  Secao  10.5  do  Volume  H 
Aqui  conskleraremos  uma  parabola  como  urn  grafico  de  uma  equaeao  da  forma 
y — ax2  + bx  + c. 

iz.hMrL 0 3 Esboce  o grafico  da  parabola  v — xz. 

S0LUCA0  Vamos  fazer  uma  tabela  de  valores,  desenhar  os  pontos  e depois  junta-los  por 
uma  curva  suave,  de  modo  a obter  o grafico  da  Figura  3. 


y 4 


FiGURA  3 

A Figura  4 mostra  o grafico  de  varias  parabolas  com  as  equacoes  da  forma  y = ax 2 para 
di versos  valores  do  niimero  a.  Em  cada  caso  o Venice , o ponto  onde  a parabola  muda  de 
direqao,  e a origem.  Vemos  que  a parabola  y = ax1  abre-se  para  cima  se  a > 0 e para 
baixo  se  a < 0 (como  na  Figura  5). 


FIGURA  4 
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(a)  y ~ ax2,  a > 0 

FIGURA  5 
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(b)  y ~ ax2 r a < 0 


Obseive  que  se  (x,  y)  satislizer  a equaeao  y = ax1,  entao  o mesmo  acontece  com  (-.r,y). 
Isso  corresponde  ao  fato  geometrico  de  que,  se  a metade  direita  do  grafico  for  refletida  em 
torno  do  eixo  y,  obteremos  a metade  esquerda  do  grafico.  Dizemos  que  o grafico  e 

simetrico  em  relacao  ao  eixo  y. 


O grafico  de  equagao  e simetrico  ao  eixov  se  a equaeao  ficar  invariartte  quando 
! substituirmos  x por  -x. 


Se  trocarmos  x e y na  equaeao  v = ax\  teremos  x — ay2,  que  tambem  representa  uma 
parabola.  (Trocar  x e y signifies  fazer  uma  refiexao  em  torno  da  reta  bissetriz  y = x.)  A 
parabola  x — ay  se  abre  para  a direita  se  a > 0 e para  esquerda  se  a < 0.  (Veja  a 
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Figura  6.)  Dessa  vez  a parabola  e simetrica  em  relacao  ao  eixo  „r.  pois  se  Lx.  y)  satisfizer 
equagao  x — ay1,  entao  o niesmo  acontece  com  (x,  — y). 


FIGURA  6 


(a)  x = av".  a > 0 


0 -t 


(b)  x — ay2,  a < 0 


O grafieo  de  uma  equacao  e simetrico  em  relacao  ao  eixo  x se  a equagao  ficar 
invariante  quando  troearmos  y por  -y. 
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FIGURA  7 


EXEMPLI)  4 Esboce  a regiao  limitada  pela  parabola  x ~ y 2 e pela  reta  y — x — 2. 

SOLUQAO  Vamos  encontrar  primeiro  os  pontos  de  intersegao  resolvendo  as  duas  equates. 
Substituindo  x = y + 2 na  equacao  x — v2,  vamos  obter  v + 2 — y2,  o que  resulta  em 

0 — y2  — y — 2 ~ (v  — 2)(v  + 1) 

logo  y — 2 ou  — 1 . Assim,  os  pontos  de  interse^ao  sao  (4, 2)  e ( 1 , -1 ) e,  passando  por 
esses  dois  pontos,  tracamos  a reta  y — x — 2 . Esbocamos  entao  a parabola  x ~ y2 
lembrando-nos  da  Figura  6(a)  e fazendo  que  a parabola  passe  pelos  pontos  (4,  2)  e 
(1 , -1).  A regiao  limitada  por  x = y2  e y ~ x — 2 significa  a regiao  finita  cujo  contomo 
e formado  por  essas  curvas.  Ela  esta  esbo^ada  na  Figura  7. 


M Elipses 
A curva  com  a equacao 


FIGURA  8 
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{~a,  0)  

(0,  b) 

| 

\ja,  0) 

1 

\ 0 

V 

J X 

fr 

(0,  ~b) 

I? 

onde  a e b sao  numeros  positivos  e chamada  elipse  na  posigao-padrao.  (As  propriedades 
geometricas  das  elipses  serao  discutidas  na  Secao  10.5  do  Volume  II.)  Observe  que  a Equagao  2 
fica  invariante  se  x for  substituido  por  ~x  ou  v por  ~~y:  dessa  forma  a elipse  e simetrica  em 
relagao  aos  eixos.  Como  uma  ajuda  no  esbogo  da  elipse,  vamos  determinar  seus  interceptos. 

! Os  interceptos  x de  um  grafieo  sao  as  coordenadas  x dos  pontos  onde  ele  intercepta 
o eixo  jt.  Eles  sao  encontrados  fazendo-se  v ==  0 na  equagiio  do  grafieo. 

Os  interceptos  y de  um  grafieo  sao  as  coordenadas  y dos  pontos  onde  ele  intercepta 
j o eixo  p.  Eles  sao  encontrados  fazendo-se  x — 0 na  equacao  do  grafieo. 


Se  fizermos  y — 0 na  Equagao  2,  obteremos  x2  = a1  e,  dessa  forma,  os  interceptos  x 
sao  ±a.  Fazendo  x — 0,  obteremos  y2  = b2\  assim,  os  interceptos  y sao  ±b.  Usando  essa 
informagao,  junto  com  a simetria,  fazemos  o esbogo  da  elipse  na  Figura  8.  Se  a = b,  a 
elipse  e um  circulo  com  raio  a. 
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EXEMPIO  5 ::  Esboce  o grafico  de  9x2  -f  16v~  ™ 144. 

SOLU^AO  Dividindo  ambos  os  tados  da  equacao  por  144  obtemos: 


•Y"  _ v" 

i6  r T 1 

A equacao  esta  agora  na  forma-padrao  de  mna  equacao  da  elipse  (2);  assim.  temos 
° " ~ 16.  ” 9,  a — 4 e b ~ 3.  Os  interceptos  x sao  ±4;  os  interceptos  y sao  ±3.  O 

grafico  esta  esbocado  na  Figura  9. 


F1GURA  9 

9x2  + 16_v 2 = 144 


M Hiperboles 

A curva  com  a equacao 
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FIGURA  10 


e denontinada  hiperbole  na  posiyao-padrao,  Novamente,  a Equacao  3 fica  invariante 
quando  x e substituido  por  —x  ou  y e substituido  por  — y,  dessa  forma,  a hiperbole  e 
simetrica  aos  eixos.  Para  encontrar  os  interceptos  x,  fazemos  y - 0 e obtemos  x 2 ~ a2  e 
x ±a.  Potem.  se  fszermos  x — 0 na  Equacao  3.  obteremos  y*  = ~b2 , o que  e impos- 
sivei;  assim.  nao  ha  intercepto  v.  De  fato.  da  Equacao  3 obtemos 


A hiperbole  — 
cr 


1 


o que  mostra  que  ,.v‘  2=  a~  e.  portanto,  J.y|  — x'.v;  ' a.  Assim,  temos  x 2*  a ou  jc  x:  —a. 
Isso  significa  que  a hiperbole  consiste  em  duas  partes,  cada  uma  delas  chamada  ramo.  Ela 
esta  esbocada  na  Figura  10. 

Para  esbocar  uma  hiperbole  e util  primeiro  tracar  suas  assfntotas , que  sao  as  retas 
y — (b/ a)x  e y - —(b/a)x  mostradas  na  Figura  10.  Ambos  os  ranios  da  hiperbole  tendem 
para  as  assfntotas;  isto  e.  beam  arbitrariamente  proximos  das  assfntotas.  Isso  envoi ve  a ideia 
de  urn  limite,  como  discutido  no  Capftnlo  2 (veja  tambem  o Exercfcio  67  na  Secao  4.5). 

Trocando  os  papeis  de  x e v obtemos  uma  equacao  da  forma 

y2  x2 


FIGURA  11 
A hiperbole 


que  tambem  representa  uma  hiperbole  e esta  esbofada  na  Figura  1 1 . 
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F1GURA  12 
Hiperbole  9a2  - 4y2  - 36 


EXEMFiO  6 : Esboce  a curva  9.x1  — 4v2  — 36. 
S01UCA0  Dividindo  ambos  os  lados  por  36,  obtemos 


A" 

4 


que  e a equacao  de  uma  hiperbole  na  forma  padrao  (Equacao  3).  Visto  que  a 2 = 4,  os 
interceptos  x sao  ±2.  Uma  vez  que  bz  — 9,  temos  b — 3,e  as  assintotas  sao  y — ±(|  )x- 
A hiperbole  esta  esbocada  na  Figura  12. 


(-2,0)  / 


/(.) 


\ \ (2,0) 


Se  b — a,  a hiperbole  tern  a equacao  x2  — y1  — ci2  (ou  y2  — x 2 — a1)  e e chamada 
hiperbole  equilatera  [veja  a Figura  13(a)],  Suas  assintotas  sao  y — ±x,  que  sao  perpen- 
diculares.  Girando-se  uma  hiperbole  equilatera  em  45°,  as  assintotas  tornam-se  os  eixos  ,v 
e y,  e pode-se  mostrar  que  a nova  equaqao  da  hiperbole  e xy  ~ k , onde  k e uma  constante 
[veja  a Figura  13(b)]. 
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FIGURA  13 
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Hiperboles  eqiiilateras 

(a)  .r  - 

- y2  — a 

(b)  xy  = 

k (k  > 0) 

m Conicas  Deslocadas 

Lembre-se  de  que  uma  equacao  do  clrculo  com  centra  na  origem  e raio  r e a~  ~F  y2  ~ 
mas  se  o centra  for  o ponto  (/?.,  k),  entao  a equacao  do  circulo  fica 

(a  --  //)  + ( v — k)z  — r 

Analogamente.  se  tomarmos  a elipse  com  a equaqao 
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e a transladarmos  de  forma  que  se  sen  centre  esteja  no  ponto  (h.  k).  entao  sua  equagao  fica 


U - hf  ^ ( y - kf  __ 


(Veja  a Figura  14.) 


= 1 


FIGURA  14 


Observe  que  ao  transladarmos  a elipse,  substitufmos  x por  x - h e y por  y ~ k na  Equa- 
cao  4 para  obter  a Equagao  5.  Usando  o mesmo  procedimento  desJocamos  a parabola 
y — <xr  de  forma  que  seu  vertice  (a  origem)  torna-se  o ponto  (h,  k),  como  na  Figura  15. 


Substituindo  x por  x — h 
y — i 

e y por  y - k , vemos  que  a nova  equagao  e 
k = a(x  ~ hf  ou  y = a(x  - hf  + k 

1 \ j 

f \ / v = a{x  — h)1  -f  k 

\ 

j \^/ 

/'''y  — ax2  ( h,k } 

y 

FIGURA  15 

X 

Esboce  o grafico  da  equagao  y = lx2  - 4x  + 1 . 

SOLUQAO  Primeiro  vamos  completar  os  quadrados: 

y - 2(x2  - 2.x)  + 1 = 2(x  - l)2  - 1 

Nessa  forma  vemos  que  a equagao  representa  a parabola  obtida  deslocando-se  y — 2x2 
tal  que  seu  vertice  e o ponto  (1 , —1).  O grafico  esta  esbogado  na  Figura  16. 
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(1,-1) 


FIGURA  16 

y = lx1  - 4x  + i 


i 
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EXEMPLO  8 Esboce  a curva  x = I - y\ 

SOLUCAO  Dessa  vez  comecamos  com  a parabola  x = —yz  (como  na  Figura  6 com  a = - 1)  e 
deslocamos  uma  unidade  para  a direita  para  obter  o graft co  de  x ~ 1 — v"  (veja  a Figura  I ? ). 


FIGURA  17 


y 4 


v * 


(b)  v - l — v2 


Exercicios 


1-4  □ Determine  uma  equacao  de  urn  circulo  que  satisfa<ja  as 
condi^oes  dadas. 

1.  Centro  (3,  — 1 ),  raio  5 

2.  Centro  (-2, -8),  raio  10 

3.  Centro  na  origem,  passa  em  (4,  7) 

4.  Centro  (-1 , 5),  passa  em  (-4,  -6) 

5_9  □ Mostre  que  a equacao  representa  um  circulo  e determine  o 
centro  e o raio. 


5.  x2  + v2  - 4x  + lOy  + 13  —0 
5.  jc2  + + 6y  + 2 — 0 

7.  x2  + y'  + x — 0 

8.  16x2  + 16y2  + 8.x  4-  32y  +1—0 

9.  2x2  + 2y2  - x + y = 1 


10.  Que  condicoes  nos  coeficientes  a,  b e c fazem  que  a equacao 
x2  + v2  + ax  + by  + c = 0 represente  um  circulo?  Quando 
a condi^ao  for  satisfeita,  determine  o centro  e o raio  do 
circulo. 

11-32  a Identifique  o tipo  de  curva  e esboce  o grafico.  Nao 
desenhe  os  pontos.  Somente  use  os  graficos-padrao  dados  nas 
Figuras  5, 6,  8, 10  e 11  e desloque  se  for  necessario. 


11.  y = -x2 
13.  x2  + Ay2  - 16 


12. 


x"  = 1 
—2v2 


15. 

16x2  - 25y2  = 400 

16.  25x2  + 4v2  = 100 

17. 

4x"  + y"  ~ 1 

18.  v « x2  + 2 

19. 

x = y2  - 1 

20.  9x2  - 25y 2 = 225 

21. 

9y 2 - x2  - 9 

22.  2x3  + 5y2  « 10 

23. 

xy  = 4 

24.  y ~ x2  + 2x 

25. 

9(x  - l)2  + 4(  y - 2)2  - 36 

26. 

16x2  + 9y2  - 36y  - 108 

27. 

y — x 2 — 6x  + 13 

28.  x2  - y2  - 4x  + 3 »*  0 

29. 

X ~ 4 — >4 

30.  y2  - 2x  + 6y  + 5 = 0 

31. 

x2  + 4y2  — 6x  + 5 = 0 

32. 

4x2  + 9y2  — 16x  + 54y  + 61 

= 0 

33— 

34  ::  Esboce  a regiao  limitada  pelas  curvas. 

33. 

y = 3.x,  y = x2 

34.  v *»  4 - x2,  x - 2y  = 

a * » * c a 

. 

35.  Determine  uma  equacao  da  parabola  com  vertice  (I , -1 ) que 
passe  pelos  pontos  (-1, 3)  e (3,  3). 

36.  Determine  uma  equaqao  da  elipse  com  centro  na  origem  que 
passe  pelos  pontos  (l , — 10y’2/3)  e (-2.  5 y 5/3). 

37-40  : Esboce  o grafico  do  conjunto. 

37.  {(x.  y)  | x2  + y2  ss  1}  38.  {(x,  y)  | x2  + y2  > 4} 

39.  {(x,  y)  | y ^ x2  - 1}  40.  {(x,y)ix2  + 4y2  4} 


14.  x 
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Trigonometria 

Angulos 

Os  angulos  podem  ser  medidos  em  graus  ou  radianos  (abreviado  por  rad).  O angulo  dado 
por  uma  revolucao  completa  tern  360°,  ou  2n  rad.  Portanto 


FIGURA  1 


nr,  , , ( 180  \ 7r 

i/J  1 = y --  J - 57 ,3°  1 ° = — rad  * 0,0 1 7 rad 

EXEMPLO  1 c. 

(a)  Determine  a medida  em  radianos  de  60"  . (b)  Expresse  5rr/4  rad  em  graus. 

SOLUgAO 

(a)  Da  Equacao  1 ou  2 vemos  que  para  converter  de  graus  para  radianos  multi  pi  icamos 
77/180.  Portanto 


60°  = 60 


ii 

~~  rad 
3 


(b)  Para  converter  de  radianos  para  gratis  muitiplicamos  por  180/ 7 r.  Assim 


5tt 

rad  — 

4 


Air  / 180  \ 
4 \T/ 


225° 


Em  calculo  usamos  o radiano  conio  medida  dos  angulos,  exceto  quando  explicitamente 
mdicado.  A tabela  a seguir  fornece  a correspond enci a entre  medidas  de  graus  e radianos 
de  alguns  angulos  comuns. 


A Figure  1 mostra  um  setor  de  urn  cfrculo  com  angulo  central  0 e raio  r subtendendo  um 
arco  com  comprimento  a.  Visto  que  o cornprimento  de  arco  e proporcional  ao  tamanho  do 
angulo,  e uma  vez  que  o cfrculo  inteiro  tern  uma  circunferencia  2irr  e angulo  central  2 77,  temos 


0 a 
2 77  ~ 2t7t 


Resol  vendo  essa  equacao  para  Pea,  obtemos 


r 


a • rO  1 

1 


Lembre-se  de  que  a Equacao  3 e valida  apenas  quando  0 for  medido  em  radianos. 
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Em  particular,  fazendo  a = r na  Equacao  3.  vemos  que  urn  angulo  de  1 rad  e urn  angulo 
subtendido  no  centro  tie  urn  circuio  por  um  arco  coin  iguai  comprimento  do  raio  do  cfr- 
culo  (veja  a Figura  2). 

EXEMPLO  2 

(a)  Se  o raio  de  um  cfrculo  for  5 cm,  qua!  o angulo  subtendido  por  um  arco  de  6 cm? 

(b)  Se  um  cfrculo  tern  raio  3 cm.  qual  e o comprimento  tie  um  arco  subtendido  por  um 
angulo  central  de  3 -nr/ 8 rad? 

SOLUQAO 

(a)  Usando  a Equacao  3 corn  a = 6 e r = 5,  vemos  que  o angulo  e 

0 — t = 1 2 rad 


(b)  Com  r ~ 3 cm  e 0 = 3tt/8  rad,  o comprimento  de  arco  e 


ci  = r0  — 3 


A posi^ao-padrao  de  um  angulo  ocorre  quando  colocamos  sen  vertice  na  origem  do  sistema 
de  coordenadas  e seu  lado  inicial  sobre  o eixo  x,  positivo  como  na  Figura  3.  Uni  angulo  posi- 
tivo  e obtido  girando-se  o lado  inicial  no  sentido  anti-horario  ate  que  ele  eoincida  com  o lado 
final;  da  mesma  forma,  angulos  negativos  sao  obtidos  girando-se  no  sentido  horario,  como  na 
Figura  4 . 


FIGURA  3 FIGURA  4 

0S*O  0<  0 


A Figura  5 mostra  varios  exemplos  de  angulos  era  posigao-padrao.  Note  que  angulos 
diferentes  podem  ter  o mesmo  lado  final.  Por  exemplo,  os  angulos  3rr/4,  -5tt/4  e 1 1 tt/ 4 
tern  os  mesmos  lados  inicial  e final,  pois 


3t r 5 tt 


1 1 TT 

4 


e 2 tt  rad  representa  uma  revolucao  completa. 


FIGURA  5 

Angulos  na  posigao-padrao 
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FIGURA  7 


Funcoes  Trigonometricas  • 

Para  um  §nSu}o  agudo  0 as  seis  funcoes  trigonometricas  sao  definidas  como  razoes  entre 
os  comprimentos  dos  iados  de  um  triangulo  retangulo  como  a seguir  (veja  a Pleura  6). 


sen  9 = 


cos  0 


tg  9 = 


OP 

hip 

adj 

hip 

op 

aclj 


cos  9 ~ 


sec  6 


cotg  9 


op 

hip 

adl 

adj 

op 


Essa  definicao  nao  se  apiica  para  os  angulos  obtusos  ou  negativos;  logo,  para  um  angulo 
geral  0 na  posi^ao-padrao,  tomamos  P(x,y)  como  um  ponto  qualquer  sobre  o lado  final  de 
9 e seja  r a distancia  \OP |, como  na  Figura  7.  Entao  delinimos 


sen  0 


cos  9 = 


cos sec  9 


sec  9 — — 
x 


tg  9 


cotg  9 — 


Como  uma  divisao  por  0 nao  esta  definida,  tg  9 e sec  9 nao  estao  definidas  quando 
a:  = 0,  e cossec  9 e cotg  9 nao  estao  definidas  quando  y = 0.  Note  que  as  defini5oes  em 
(4)  e (5)  sao  consistentes  quando  9 e um  angulo  agudo. 

Se  9 lor  um  numero,  a convencao  e que  sen  9 significa  o seno  do  angulo,  cuja  medida 
em  radianos  e 9.  Por  exemplo,  a expressao  sen  3 implica  que  estamos  tratando  com  um 
angulo  de  3 rad.  Apos  determinar  um  calculo  aproximado  para  esse  numero  devemos  nos 
lembrar  de  colocar  a calculadora  no  modo  radiano,  e entao  obteremos 


sen  3 = 0,14112 

Para  conhecer  o seno  do  angulo  3°,  escrevemos  sen  3°  e,  com  nossa  calculadora  no  modo 
grau,  encontramos  que 

sen  3°  ~ 0.05234 

As  exatas  razoes  trigonometricas  para  certos  angulos  podem  ser  lidas  dos  triangulos  da 
Figura  8.  Por  exemplo. 


rr  j 

sen  — — — 

4 y2 


77  ] 

sen  — = — 

6 2 


IT  \/0 

sen  — — 

3 2 


cos 


v 2 


te  — — 1 
4 


cos 


tg 


\!  3 


VJ 


77  1 

cos  — — — 
3 2 


77 

tg  J = V 3 


FIGURA  8 


James  Stewart 


APEMDICES 


y * 

sen  $ > 0 

todas  as  razoes  > 0 

S 

A 

0 

.X 

T 

c 

tg  &>0 

COS  0>  () 

F1GURA  9 
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Os  sinais  das  funcoes  trigonometricas  para  os  angulos  em  cada  um  dos  quatro 
quadrantes  sao  mostrados  na  Figura  9. 

EXEMPLO  3 Determine  as  razees  trigonometricas  para  0 — 2ir/3 . 

SOLUQAO  Da  Figura  10  vemos  que  um  ponto  sobre  a reta  final  para  0 — 2i r/3  e 
P(—  1,  y3  ).  Portanto,  tomando 


x — — 1 y = v'3 
nas  definigoes  das  razoes  trigonometricas,  temos 


r = 2 


pH,  75)1 

y > 

i 

j 

j 

\ 

\ 

\ 2 

73 

\ 

A . 

...  T 

j 

-j  3 V 

1 

0 *x 

FIGURA  10 


sen 


2 t r y'3 

3 _ ~~~2~ 


cos 


cossec 


2tt 

3 


2t t 

y 

2rr 


sec 


tg 


2 77 


cotg- 


2 77 


v3 

1 


A tabela  a seguir  fornece  alguns  valores  de  sen  0 e cos  0 encontrados  pelo  metodo  do 
Exemplo  3. 


9 

0 

TT 

•77 

V 

7 

2-77 

3 77 

4 

5 77 

?7' 

2rr 

sen  9 

n 

' 

2 

■^2 

V 

•] 

•7 

-4 

j 

n 

— ] 

0 

cos  0 

i 

73 

L 

F> 

V 4- 

2 

r> 

2 

1 

/o 

• 3 

....  j 

n 

1 

7 

/ 


x = v 21 


/ 

A 


FIGURA  11 
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EXEMPLO  4 □ Se  cos  9 — | e 0 < 6 < -tt/ 2,  determine  as  outras  cinco  funcoes 
trigonometricas  de 

S0LUQA0  Uma  vez  que  cos  0 — \.  podemos  supor  a hipotenusa  eomo  tendo  o 
comprimento  igual  a 5 e o lado  adjacente,  o comprimento  igual  a 2 na  Figura  1 1 . Se  o lado 
oposto  tem  comprimento  x,  entao  o Teorema  de  Pitagoras  fornece  x2  + 4 — 25;  logo, 
x 2 ~ 21.x  ~ \/21.  Podemos  agora  usar  o diagrama  para  escrever  as  outras  cinco  funcoes 
trigonometricas: 


cossec  0 


sen# 

5 

V21 


J 21 


tg0  = 


j 21 


sec  0 


cotg  0 


EXEMPLO.  5 □ Use  uma  calculadora  para  aproximar  o valor  de  x da  Figura  12. 
S0LUQA0  Do  diagrama  vemos  que 

o 

tg  40°  - — 


Portanto, 


16 

tg  40° 


19,07 


A2S 
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□ Fungoes  pares  e tmpares  sao  discuti- 
das  na  Segao  1.1. 


Identidades  Trigonometricas 

Uma  identidade  trigonometrica  e uma  relacao  entre  as  A modes  lrigonometricas . As  mais 
elementares  sao  as  que  se  seguem.  que  sao  consequencias  imediatas  das  definicoes  das 
funcoes  trigonometricas. 


cossec  ft 


sen  ft 


tg  ft- 


sec  ft 


sen  ft 
cos  ft 


cos  ft 


COtg  0 r 


cots  ft  — 


cos  9 


tg  0 


sen  9 


Para  a proxima  identidade  voltemos  a Figura  7.  A formula  da  distancia  (oik  de  maneira 
equivalente,  o Teorema  de  Pitagoras)  nos  diz  que  jc2  + y2  = r2 . Portanto 

->a  ■>  /.  y2  , -V2  T2  + y2  r2 

sen  9 + cos  "6*  — — ~ + — — — — -- — — ] 

r~  r~  rl  r2 


Temos  provado,  portanto,  uma  das  mais  uteis  identidades  da  trigonometria: 


a 


sen2  ft  + cos 2 ft  = 1 


vSe  agora  dividirmos  ambos  os  lados  da  Equayao  7 por  cos2  ft  e usarmos  a Equacao  6,  obteremos 


® tg3ft  + i = sec 2 ft 


Analogamente,  se  dividirmos  ambos  os  lados  da  Equacao  7 por  sen2  ft,  obteremos 


1 + cotg2  ft  = cossec2  ft 


As  identidades 


sen(-  ft)  = - sen  ft 
cos(-ft)  ~ cos  9 


indicam  que  sen  e cos  sao  funyoes,  respectivamente,  impares  e panes.  Elas  sao  facilmente  prova- 
das  desenhando-se  urn  diagrama  mostrando  ft  e — ft  na  posiyao-padrao  (veja  o Exercicio  39). 
Uma  vez  que  os  angulos  ft  e ft  + 2tt  tern  o mesmo  lado  final,  temos 


sen(ft  + 2 it)  - sen  ft  cos(ft  + 2 ir)  = cos  ft 


Essas  identidades  revelam  que  as  funcoes  seno  e cosseno  sao  periodicas  com  periodo  2t t. 

As  identidades  lrigonometricas  restantes  sao  todas  conseqiiencias  de  duas  identidades 
basicas  chamadas  formulas  da  adicao: 
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! i.23j  j sen(x  + ;y)  ~ sett  x cos  v + cos  x sen  y 

H2bj  j cos(x  + y)  — cos  x cos  y - sen  x sen  v 


As  provas  dessas  formulas  de  adicao  estao  resumidas  nos  Exercfcios  85,  86  e 87. 

Substituindo  -y  nas  Equates  12a  e 12b  e usando  as  Equapoes  10a  e 10b,  obtemos  as 
seguintes  formulas  de  sublracao: 


|13sl  | sen(x  - v)  = sen  x cos  y ~ cos  x sen  y 

jt3bi  { cos(x  - v)  — cos  x cos  y + sen  x sen  > 

I 

Entao,  dividindo  as  formulas  nas  Equacoes  12  ou  13,  obtemos  as  formulas  correspon- 
dentes  para  tg(x  ± y): 

|14aj 
[1 4bJ 


tg(x  + v)  = 
tg(x  - y)  = 


tg  x + tg  y 
1 - tg  x tg  y 

tg  x - tg  y 
1 4-  tg  x tg  y 


| 

I 

§ 

I 

I 

i 


Se  pusennos  y — x nas  formulas  de  adicao  (12),  obteremos  as  formulas  dos  angulos  duplos: 


\%  5sj 


sen  2x  — 2 sen  x cos  x 
cos  2x  — cos2  x — sen2  x 


Entao,  usando  a identidade  sen2  x + cos2  x~  1 , obtemos  a seguinte  forma  altemacla  das  for- 
mulas dos  angulos  duplos  para  cos  2x: 

cos  2x  — 2 cos2  x - 1 i 

cos  2x  — 1-2  sen  lx 

Se  agora  resolvermos  as  equacoes  para  cos2x  e senlr,  obteremos  as  seguintes  formulas  do 
angulo-metade,  que  sao  uteis  em  eaiculo  integral: 

[Tfij 

m 

Finalmente,  enunciamos  as  formulas  do  produto,  que  podem  ser  deduzidas  das 
Equacoes  12  e 13: 


cos*x  — 


1 + cos  2x 


sen~x  — 


1 — cos  2x 


pfSaj 

prig] 
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ft  Sa| 

sen  x cos  y — 2 [ seo(_\'  + y)  ~F  sengy  — y)j 

COS  X cos  y = \ [cos(.x  f v)  + cost*  - >•)] 

ii  s"cl 

sen  x seny  — )[cosfx  - y)  - cost*  + y)] 

Ha  muitas  outras  identidades  trigonometricas,  mas  as  aqui  enunciadas  sao  algumas  das 
inais  usadas  no  calculo.  Se  voce  se  esquecer  de  qualquer  uraa  delas,  lembre-se  de  que  elas 
podeni  ser  deduzidas  das  Equates  12a  e 12b. 

EXEMPLO  6 □ Determine  todos  os  valores  de  x no  intervalo  [0. 2 tt]  tal  que  sen  x = sen  lx. 
SOLUQAO  Usando  a formula  do  angulo  duplo  (15a),  reescrevemos  a equacao  dada  como 
sen  x — 2 sen  x cos  x ou  sen  x (1  - 2 cos  r)  — 0 
Portanto,  ha  duas  possibilidades  para  x: 

sen  x = 0 ou  1 ~ 2 cos  x = 0 

X = 0,  77,  2 7 T COS  X — \ 

77  577 

x ~~  T’lT 

A equacao  dada  tem  cinco  solucoes:  0,  tt/3,  tt,  5tt/3  e 2 7 r. 


Graficos  das  Funcoes  Trigonometricas 


O graii co  da  funcao  f(x)  ~ sen  x,  mostrado  na  Figura  13(a),  e obtido  desenhando-se  os 
pontos  para  0 x 2 77  e entao  usando-se  a periodicidade  da  funcao  (da  Equacao  11) 
para  compietar  o grafico.  Note  que  os  zeros  da  fungao  seno  ocorrem  em  multiples  inteiros  de 

77.  isto  e, 

sen  x = 0 sempre  que  x = nir,  n urn  inteiro 
Devido  a identidade 


(b)  jy(jr)  = cos  x 


FIGURA  13 


(que  pode  ser  verificada  usando-se  a Equacao  12a),  o grafico  do  cosseno  e obtido  deslo- 
cando-se  em  77/2  a esquerda  o grafico  do  seno  [veja  a Figura  1 3(b)].  Note  que  para  ambas 
as  fungoes  seno  e cosseno  o dommio  e ( — oc,  oc)  e a imagem  e o conjunto  fechado  [-1 ,11. 
Assim,  para  todos  os  valores  de  x,  temos 

— 1 ^ sen  x 1 — 1 cos  x 1 
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Os  graficos  das  quatro  funcoes  trigonomeiricas  rest  antes  estao  mostrados  na  Figura  14 
e sens  domfnios  estao  indicados  la.  Note  que  a tan  gent  e e a cotangente  tem  a mesmt 
imagem  (— cc.oc),  enquanto  a cossecante  e a secante  tem  a imagem  (~-oc.  -1]  U [l.,x) 
Tod  as  as  quatro  funcSes  sao  perlodicas:  tangente  e cotangente  tem  period©  n,  ao  passo  qut 
cossecante  e secante  possuem  periodo  2tt. 


F I G U R A 1 4 (c)  v ~ cossec  a-  (d)  y — sec  x 


D 


Exerricios 


1-6  G Converta  de  graus  para  radianos. 

1.  210°  2.  300°  3.  9° 

4.  —315°  5,  900°  S.  36° 


7-12  L 

Converta  de  radianos  para 

graus. 

8. 

7 77 

7.  4rr 

2 

5 77 
3.  — 

12 

10. 

8t r 
3 

3 

11. 

— 12. 

5 

13.  Determine  o comprimento  de  um  arco  circular  subtendido  pelt 
angulo  de  rrj\2  rad  se  o raio  do  clrculo  tor  de  36  cm. 

14.  Se  um  circuit)  tem  raio  de  10  cm.  qua!  e o comprimento  de 
arco  subtendido  pelo  angulo  central  de  72v? 

15.  Um  circulo  tem  raio  de  1 .5  m.  Qua!  o angulo  subtendido  no 
centro  do  circulo  por  um  arco  de  1 m de  comprimento? 

16.  Determine  o raio  de  um  setor  circular  com  angulo  3rr/4  e 
comprimento  de  arco  6 cm. 

17-22  n Desen  he,  em  posicao-padrao,  o angulo  cuja  medida  e 

dad  a. 

3rr 

17.  315°  18.  -150*  19.  — — rad 
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20-  rad  21.  2 rad  22.  —Brad 

23-28  ::  Determine  as  taxas  trigonometric  as  exatas  para  o angulo 
cuja  medida  em  radianos  e dada. 


23.  -~ 

4 77 

24.  

0 

J 

25. 

9 77 

26.  -5  77 

27.  ----- 

28. 

1 1 77 

6 

4 

29-34  □ Determine  as  razoes  trigonometric  as  res  tan  res. 

29.  sen  0 — — . 0 < 6 < 

5 2 

30.  ts  a — 2,  0 < a < — 

2 

77 

31.  sec  <&  — —’I.-'),  — < eh  < 7T 

2 

„ 1 37 r 

32.  cos  x = . 77  < a < 

3 ' 2 

33.  cotg  3,  77  < /3  < 2 7T 

4 3 77 

34.  cossec  (1  = . — < 0 < 2 77 

3 ' 2 


35-38  □ Determine,  com  cinco  casas  decimals  con-etas,  o 
comprimeni o do  iado  chamado  de  x. 

35.  36.  x 


8 cm 


"h 


39—41  □ Prove  cada  equacao. 

39.  (a)  Equacao  10a  (b)  Equacao  10b 

40.  (a)  Equagao  14a  (b)  Equacao  14b 

41.  (a)  Equacao  18a  (b)  Equacao  1 8b 

(c)  Equacao  18c 


42-58  D Prove  a identidade. 


42, 


= sen  x 


45.  sen  0 cotg  0 — cos  $ 

46.  (sen  x + cos  x)  — 1 + sen  2v 


47.  sec  v - cos  v ™ tg  v sen  v 

48.  tgra  — sen  ‘-(x  = !g~  « sen  ■■ 

49.  cotg2#  + sec  0 — \g0  4 cossec2 0 

50.  2 cossec  2/  — sec  l cossec  / 

2 12  0 

51.  tg  20  - --------- 

1 - *g  H } 


52. 


1 


■ = 2 sec 2 6 


1 - sen  $ j + sen  $ 

53.  sen  x sen  2.x  ■+•  cos  x cos  2x  — • cos  x 

54.  sen  '.v  — sen-  y — sen  (x  + y)  sen(.r  — y) 
sen  ef> 


55. 


cos  <h 


cossec  0 + cotg  0 


sen  (x  + ;y) 


56.  tg  x + tg  y — 

cos  x cos  y 

57.  sen  3(7  + sen  q »=  2 sen  26 cos  6 


58.  cos  30  “ 4 cos ‘Vi  - 3 cos  0 


58-64  Se  sen  x , e 
tt/2,  avalie  a expressao. 

sec  y — 5 . onde 

a e y existent  entre  0 e 

59.  sen(-r-fv) 

60. 

cos(a  + y) 

61.  cos  (a  - y) 

62. 

sen(A  - y) 

63.  sen  2 y 

64. 

cos  2y 

65-72  Encontre  todos 
satis  faca  rn  a equacao. 

os  valores  de  x 

no  intervalo  [0,  27i]  que 

65.  2 cos  x — 1 = 0 

66. 

3 cotglv  •-  1 

67.  2 sen  or  — - 1 

68. 

I tg  A | = 1 

69.  sen  2x  =*  cos  x 

70. 

2 cos  a + sen  2.x  = 0 

71.  sen  _y  = tg  x 

72. 

2 4-  cos  2 a — 3 cos  x 

73  76  Determine  todos  os  valores  de  x no  intervalo  [0.  2tt  j que 
satislacam  a desigualdade. 

73-  sen  a-  *7  | 74,  2 cos  x + 1 > 0 

75.  - 1 < tg  x < 1 76.  sen  x > cos  x 


77  82  u Faca  o grafico  da  funcao  comecando  com  o graftco  das 
Figuras  13  e 14  e aplicando  as  transformacoes  da  Seyao  1 .3  onde 
apropriado. 


77.  y 


43.  sen 


= COS  X 


44.  sen  (77  - a)  — sen  a 


x — 


78.  y — tg  2a 
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79.  y 


80.  y 


81.  y — | sen  jc  j 


82. 


83.  Prove  a Lei  dos  Cossenos:  Se  urn  trianguio  liver  iados  com 
comprimentos  a,  b e c,  e 0 for  um  angulo  entre  os  iados 
com  comprimentos  a e b , entao 

c"  — a1  + b"  — lab  cos  0 


Fix.  v) 

/t\' 

/ \ 

b. 

; i v 

/ 

\ 

h 

,..J 

\ 

(a.  0) 

85.  Use  a figura  para  provar  a formula  da  subtracao. 

costa  - (3)  = cos  a cos  /3  ■+■  sen  a sen 3 

[Sugcstao'.  C ompute  C'  de  duas  maneiras  (usando  a Lei  dos 
Cossenos  do  Exercicio  83  e tambern  a formula  da  distancia)  e 
compare  as  duas  expressoes.] 


V i 


A (cos  a.  sen  a t 


Bi  cos  fi.  sen  fl) 


x 


85.  Use  a formula  do  Exercicio  85  para  provar  a formula  da 
subtracao  para  cosseno  ( 1 2b). 


[Sugestcw.  Infroduza  um  sistema  de  coordenada  tal  que  0 estcja 
na  posipao  padrao , como  na  figura.  Expresse  x e v em  termos 
de  0 e use  a formula  da  distancia  para  calendar  c.j 
84.  Para  determinar  a distancia  I AB I sobre  uma  pequena  enseada, 
um  ponto  C e colocado  como  na  figura.  e as  seguintes  medi- 
das  sao  registradas: 

L C = 1 03°  | AC|  — 820  m J BC  \ - 9 1 0 m 

Use  a Lei  dos  Cossenos  do  Exercicio  83  para  determinar  a 
distancia  requerida. 


86.  Use  a formula  da  adicao  para  cosseno  e as  identidades 


— cos  0 


para  provar  a formula  da  subtrapao  para  a fun^ao  seno. 

87.  Mostre  que  a area  de  um  trianguio  com  Iados  de 
comprimentos  a e b e com  o angulo  inclufdo  6 e 

A — I ab  sen  0 

88.  Determine  a area  do  trianguio  ABC , com  cinco  casas  decimals 
corretas,  se 

\AB\  - 10  cm  j BC  j = 3 cm  Z.  ABC  - 1 07° 
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Notacao  Somatoria  (ou  Notacao  Sigma) 

maneira  convenient^  de  escrever  as  sornas  usa  a letra  gresa  2 (sigma  inaiuscula  cor- 
respondente  a nossa  letra  S)  e e chamada  notacao  sigma,  ou  notacao  somatoria. 


Isso  nos  diz  para 
lerrrunar  com  i ~ n. 

Isso  nos  diz  para 
adkionar.  “ 


Isso  nos  diz  para 
jfjicjar  com  i - m. 


"1 

n 

-►2  ai 

/ = m 


LlJ  Oelinsgao  Se  a,» , . . . , an  forem  numeros  reais  e m e n.  inteiros  tal  que 

m ^ n,  entao 

2j  a(  — am  + am+1  + am+2  + • - • + a,,.  f + a„ 

r-'-m 


Com  a notayao  fun^ao,  a Defini^ao  1 pode  ser  escrita  como 

2/(0  =/(m)  + f{m  + 1)  + f(m  + 2)  + ■ ■ • + f(n  - 1)  + f(n) 

Assim,  o simbolo  indica  uma  soma  na  qual  a letra  i (denominada  indice  da  somatoria) 
assume  valores  inteiros  consecutivos  come^ando  em  m e terminando  em  n,  isto  e. 
m,  w + Outras  letras  tambem  podem  ser  usadas  como  mdice  da  somatoria. 


EXEMPLO  1 □ 

' 4 

(a)  2 * ~ l2  + 2"  + 3 2 + 42  — 30 

j-i 


(b)  V / — 3+4  + 5 + + (n  ~ j)  + n 


(c)  2 2-';  - 2°  + 2!  + 2 2 + 23  + 24  + 25  = 63 
j~  o 

A 1 11  1 

(d)  27=1  + - + - + ...  + i 

, k 2 3 n 


(e>  i 4— V = 4— c + 4 

i /•  4 3 P + 3 2 2 

(f)  2 2 = 2 + 2 + 2 + 2 = 8 


1 


_0^1  + 1_22 

32  + 3 7 + 6 ~ 42 


fcXtrtflrlO  £ Escreva  a soma  2?  + 3’  + * • • + n3  na  nota§ao  somatoria. 

SOLU^AO  Nao  ha  uma  maneira  unica  de  se  escrever  a soma  na  notacao  somatoria.  Podemos 
escrever 


ou 


2’  + 3 3 


2?  *4“  3 


23  + 33  + 


+ »s- 

n—  1 

+ n3  = 2 0'  + I)3 
« — 2 

+ «3  - 2 a + 2)3 


O teorema  a seguir  apresenta  ires  regras  simples  para  se  trabalhar  com  a notacao  sigma. 


ou 
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| llJ  Tearerna  Se  c for  uma  constante  qualquer  (tsto  e.  ela  nao  depende  de  t),  entao 

j (a)  2 cai  ~~  c 2 cii  (b)  2 {a,  + bj)  — ^ cij  + 2 bi 

i”tn  i‘-m  -,,-m 

I (c)  i {a(  ~ b.)  - i a,  - i /,, 

i-=m  i':=m  t-m 

Prova  Para  ver  por  que  essas  regras  sao  verdadeiras,  devemos  escrever  ambos  os  I ados  na 
forma  expandida.  A regra  (a)  e tao-somente  a propriedade  distributiva  dos  numeros  reais: 

cam  + cam.,.]  + * • • + can  — c(am  + am+i  + • * * + an) 

A regra  (b)  segue  das  propriedades  associativa  e comutativa: 


{am  4-  bm)  + ( + bm+\)  + ■ • ■ + ( a„  + b„ ) 

— («»,  + am+ j + * ■ • + a„)  + {bm  + bm+i  + • • * + b„) 
A regra  (c)  e provada  da  mesma  forma. 


EXE1VSPL0  3 c Determine  2 1. 

»=■  t 


SOLUfAO 

EXEIVIPL0  4 


2 1 ==  I + 1 + * '•  + 1—  n 


n termos 

Prove  a formula  para  a soma  dos  n primeiros  inteiros  positivos__ 


2 i 


1 + 2 + 3+*-'  + n~ 


n{n  + 1) 
2 


SOLUQAO  Essa  formula  pode  ser  provada  por  indupao  matematica  (veja  a pagina  81)  ou 
pelo  metodo  a seguir,  usado  pelo  matematico  alemao  Karl  Friedrich  Gauss  ( 1 777- J 855) 
quando  ele  tinha  10  anos  de  idade  para  escrever  a soma  5 duas  vezes,  uma  na  ordem 
usual  e a outra  na  ordem  invertida: 


5 1 + 2 + 3 4~  • • ’ 4-  (n  — 1)  + n 

5 ~ n + (n  — 1 ) + (n  — 2)  + ■ • ■ + 2 +1 


Somando-se  verticalmente  todas  as  colunas,  obtemos 

25  — (n  + !)  + («+  !)  + {«+  1)  + •••  + (/?+  1)  + (n  + 1) 
Do  lado  direito  existem  n termos.  cada  urn  dos  quais  en+  1 : portanto, 

n(n  +1) 


25  — n(n  + 1) 


ou 


EXEMPLO  5 □ Prove  a formula  para  a soma  dos  n primeiros  inteiros  positivos: 


2 i2  - l2  + 22  + 3 2 + • * * 4-  n2 


n(n  4-  \){2n  4-  1) 
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SOLUCAO  1 Seja  5 a soma  desejada.  Comecamos  com  a soma  teles  copica  (on  a soma  que 
sofreu  um  colapso): 

1 Z'  1")  + (33  — 2~)  + (#’  30  + ■■■  + [(/}  + 1)-  — »/] 

in  + 1 f - V = «•'  + 2 -f  3 n 


2 [(i  + if 


□ Prinetpio  da  induce  Matematica 
Seja  Sr,  uma  afirmativa  envolvendo  o 
mteiro  positivo  n.  Suponha  que 

1 . S]  e verdsdeira. 

2.  Se  Si  for  verdadeira,  entao  iYn  e 
verdadeira. 

Entao  Sn  e verdadeira  para  todo  n 
sRteiro  positivo. 


::  Veja  as  paginas  81  e 83  para  uma 
discussao  mais  completa  de  induqao 
matematica. 


Por  outro  lado,  usando  o Teorema  2 e os  Exemplos  3 e 4.  temos 

i [0  + if  - /»]  = 2 [3* 2 + 3i  + 11-32  / 2 + 3 i ‘ + 2 I 


n(n  +1)  , , 

jS  + 3 — 4-  n — 35  + ; n ~ + i n 

1 


Assim,  temos 

n + 3 no  4-  3 n — 35  + ]n  4-  Ot 
Resolvendo  essa  equacao  em  5,  obtemos 


on 


2 n~  + 3 n"  4-  n n(n  + j )(2 n 4-  I) 


SOLUCAO  2 Seja  $„  a formula  dada. 

, . , , , . . ,,  Id  + 0(2  • J 4-  0 

1.  5i  e verdadeira.  pois  l — 

6 


2.  Suponha  que  Sk  seja  verdadeira;  isto  e. 


l2  + 22  + 3 2 + - • ■ + k 


k(k  4-  1)(2A  + 0 


Entao 


j2  -f  22  4-  3 2 + * ■ • 4-  (k  + ])2  = (0  + 22  4-  32  4-  • ■ • 4 -A2)  4-  (A  + if 

k(k  + 1)(2 A'  f 1) 


6 


4-  (A  4-  O ' 


,,  , k(2k  4-  1)  + 6(A  + 1) 

(A  4”  { / 

6 

, 2A2  4-  Ik  4-  6 

- (A  4-  1) 

6 

= (k  + 1)(A  4-  2) (2 A + 3) 

6 

= _(A_+  1 )[(A  + 1)  + 1 j[2(A  4-  J)  + 1] 
6 


Logo  5*+i  e verdadeira. 

Pelo  Princfpio  da  Inducao  Matematica,  5„  e verdadeira  para  todo  n. 
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O tipo  de  calculo  do  Exempio  7 
surgiu  no  Capitufo  5;  quando 
computamos  as  areas. 


v a i nos  fazer  uma  lista  dos  result  ados  dos  Exernplos  3.  4 e 5 junto  com  um  resultado 
similar  para  cubos  (veja  os  Exercicios  37-40)  como  o Teorema  3.  Essas  formulas  sao 
necessarias  para  encontrar  areas  e eomputar  as  integrals  no  Capftulo  5. 


JJ  Teorema  Seja  c uma  constante  e n um  inteiro  positivo.  Entao, 


(a)  X 1 = 


v . n(n  + 1) 
(c)  2/  i = — • • 

Z\  2 


(e)  2 0 = 


(b)  2 c = nc 

, ..  v «(«  + l)(2/i  4-  1) 
(d)  2.  /-  — ; 


EXEMPLO  6 □ Calcule  2 i(4r  - 3). 

S0LUQA0  EEsando  os  Teoremas  2 e 3,  tenios 

i i(4is  - 3)  = i (4i3  - 3/)  = 4 i C - 3 i i 


= 4 


n ( n 4 ] ) 


n(n  4-  i) 


n(n  + l)[2n(n  + 1)  - 3] 


n(n  4-  1)(2 n2  + 2n  — 3) 


Ache  lim  2 ~ 

[(4)0,1 

i-i  n 

\ n } 

S0LUQA0 


lim  2 1 

[(4)0,1 

— lim  2 

3 ^ 3_ 

’<  - 1 n 

\ n J 

" !-K  i—i 

n‘>  n 

lim 


lim 


q « q n 

42/2  + -2  1 

rr  i1—  i n f_i 


3 n(n  4-  l)(2n  +0  3 

1 n 

/r  6 n 


— lim 


lim 


1 n ( n 4-  1 \ / 2 n + 1 

2 ' n 

1 


4-  3 


II  1 4-24 


4-  3 


1 * 1 ♦ 2 + 3 - 4 
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Exercicios 


1-10  ' Escreva  a soma  na  forma  expandida. 


i.  2 \ ‘ 

/«=>  i 

3.  i 3' 


7.  Si" 

9.  2 <— 

/-0 


2-  I 


1 


i i -f  1 

6 

V :3 
Zj  1 


k"~  5 


8-  E .r 

10.  E/<v.)  Ax. 


11-20  O Escreva  a soma  na  notacao  sigma. 

11.  1 + 2 + 3 + 4 + - • • + JO 

12.  y3  + y4  + y5  + \ 6 + v’7 

13.  1 + 1 + 1 + * + •••+ 1 

14.  | + | + 5 + Pi  + • • • + ll 

15.  2 + 4 + 6 + 8 + ''"  + 2/j 

16.  1 + 3 + 5 + 7 + • • • + (2n  - 1) 

17.  1 + 2 + 4 + 8+16  + 32 

•jo  ! i.  ! j.  !-  4.  -I-  -f  i-  + + 

18.  j t 4 -r  9 r K,  . 2j  -r 

13.  jc  + .v2  + ;rJ  + ■ “ + i” 

20.  1 - jc  + x2  - JT  + • • - + (- 


21-35  :::  Determine  o valor  da  soma. 


* 

21.  E (3i  - 2) 

J-4 

6 

23.  E 3 "'4 1 

/=! 

20 

25.  E (-1)" 

27.  E (2'  + i2) 

i-0 

23.  E 2; 

j=:1 

31.  E O'2  + 3/  + 4) 
33.  E O'  + DO'  + 2) 


22.  Edi  + 2) 

s 

24.  E cos  Ait 

1 00 

26.  E4 

28.  E 23_i 

39.  E (2  - 5i) 

32.  E (3  + 2i)2 
* 

34.  E i0‘  + DO  + 2) 


35. 


i --  2 ) 


36.  Determine  o niimero  n tal  que  E * ~ 28. 

i- 1 

37.  Prove  a formula  (b)  do  Teorema  3. 

38.  Prove  a formula  (e)  do  Teorema  3 usando  a inducao  matematica. 

39.  Prove  a formula  (e)  do  Teorema  3 usando  um  metodo  similar  como 
aquele  do  Exemplo  5,  Solu^ao  1 [comece  com  (1  + z)4  i4  j. 

40.  Prove  a formula  (e)  do  Teorema  3 usando  o metodo  a seguir. 
publicado  por  Abu  Bekr  Mohammed  ibn  Alhusain  Alkarchi  por 
volta  do  ano  1010.  A figura  mostra  um  quadrado  ABCD  nos  quais 
os  lados  AB  e AD  foram  divididos  dentro  de  segmentos 

de  comprimento  1/2,3,. . .,  n.  Assim,  o lado  do  quadrado  tern 
comprimento  n(n  + l)/2;  logo,  a area  e [n(n  + l)/2]b  Mas  a 
area  e tambem  a soma  das  areas  dos  n “gomos'"  Gi , Gj, . . . , Gn 
mostrados  na  figura.  Prove  que  a area  de  G,  e i 3 e conclua  que  a 
formula  (e)  e verdadeira. 


41. 


Calcule  cada 

soma  telescopies. 

(a)  2 [i4  - 

*=i 

« - m 

(b) 

<‘>1  I' 

} ) 

(d) 

i + 1 / 

100 

E (5'  - 5‘~l) 


E (iii  — ar- ) ) 


42.  Prove  a desigualdade  triangular  generalizada. 


I \ 

\ n I n 

j E i 555  E ! a>  I 

j I- 1 f i-l 


Determine  cada  lirnite. 


43. 


lim  E ~ 

« >iB  /—  i n 


44. 


n 


+ .l 


45. 


” 2 
lim  E “ 

. i n 


n 
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46.  lim 


47.  Prove  a formula  para  a soma  de  urna  serie  geometrica  finita 
com  o primeiro  termo  a e raio  comum  r # 1 : 

A ■ , , . a(rn  — 1) 

\ ar<  — /j  4 ar  + ar~  + ■ • • 4-  arn  = — — — — — 

r ~ 1 


48.  Cajcule  2 ~ . 


49.  Calcule  2 (2/  + 2'). 


50.  Calcule  I 2 O'  + y) 


F Provas  dos  Tcorcmas 

Neste  apendice  apresentamos  as  provas  de  varios  teoremas  que  estao  enunciados  na  parte 
principal  do  texto.  As  seyoes  nas  quais  eles  ocorrem  estao  indicadas  na  margem. 

I Lei  dos  Umites  Suponha  que  c seja  uma  constante  e os  limites  j 


lim  fix)  ~ L e lim  gix)  = M 


i existam.  Entao 


I t.  lim  [fix)  + = L + M 2.  lim  [f(x)  - gix)]  = L - M 


3.  lim  \cf{x)\  — cL 

x a 

f{x)  L 

5.  lim  -^7-r  = — Se  M ^ 0 
gw  M 


4.  lim  [fix)g(x))  = LM 


Prova  da  Lei  n9  4 Dado  e > 0.  queremos  determinar  <3  > 0 tal  que 

\f(x)g(x)  - LM  | < s sempre  que  0 < | x — a | < 5 

A fim  de  obter  termos  que  contenham  | f{x ) — L | e | gr(jc)  — M j,  adicionamos  e subtrai- 
mos  Lg(x)  como  se  segue: 

| f(x)gix)  - LM  | = j fix)g(x)  - Lg(x)  + Lg(x)  - LM ) 

= | [/CO  - L]gU)  + L[g(x)  - M ] | 

' | Lf(x)  ~~  L]g(x)  | + | /.[  gix)  - M)  j d^a-.er.  *.v..  '<v.v: . . 

= I fix)  - L I S g(x)  I + j L 1 1 gix)  - M j 

Queremos  fazer  cada  um  desses  temtos  menores  que  e/2. 

Uma  vez  que  lim.r ...... a g(x)  — M,  ha  um  niimero  <$i  > 0 tal  que 


g{x)  _ M | < sempre 


que  0 < | x ~~  a | < 5i 


Tambem,  ha  um  numero  52  > 0 tal  que  se  0 < j x — a j < <52,  entao 


e,  portanto. 


gix)  - M\<  1 


gix)  j — j g(x)  - M + M j | g{.x)  — M j + j M j < 1 + j M | 
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Uma  vez  que  lim ... -----  L.  ha  urn  numero  8-%  > 0 tai 


ii  u cx 


! /\.v)  L 


2(1  + I A/ ] 


Seja  5 ™ min{5|,  52,  5?}.  Se  0 
0 < I ..V  ----  a I < 82  e 0 < ] x - a I < 


sempre  que  0 < I ,v 


8.  eniao  iemos  0 < Lv 


a | < 6; 


8:-,:  logo,  podemos  combtnar  as  design  a Idades  para  ohter 


| f(x)g(.x)  ~~  LM  j | fix)  - L j j g(x)  I + j L j j gix)  M 


Y (1  + | M\)  + |L| 


2(l  + \M\) 

8 8 
— — 

2 2 


2(1  + \L\) 


Isso  mostra  que  lim, tlf{x)g(x)  — LM. 

Prsva  da  Lei  ne  3 Se  tomarmos  gix)  = c na  Lei  n1-’  4,  obteremos 

lim  [cf{x)\  = lim  [#(a)/(a)]  = lim  g(x)  • Jim  fix) 

x ,v >CJ  ' x--f)% 

— lim  c * lim  f(.x) 

X + {}  ,x 

— C lim  f{x)  (pda  Lei  ns  7} 

X — O 

Prova  da  lei  n”2  Usando  as  Leis  n!M  1 e 3 com  c = - 1 . temos 

lim  [/(.r)  — g(x)]  — lim  [/(a)  + ( — 1 )c/(a')]  = lim  fix)  + lim  (— 1L 

x-*a  ' x *a'  x-i-ii 

— lim/ (a)  + (~1)  lim  g(x)  — lim  fix)  — lim  c 


Prova  da  lei  n“  5 Primeiro  vamos  mostrar  que 

lim  — = — 
g(x)  M 

Para  fazer  isso  devemos  mostrar  que,  dado  e > 0.  existe  urn  8 > 0 tal  que 


1 _ J | 

i gix)  M\ 


s sempre  que  0 < j v — a j < 8 


Observe  que 


|_1 1 

I g{x)  M j 


M ~ 


Sabemos  que  podemos  tomar  o numerador  pequeno.  Mas  tambem  preci samos  saber  que 

o denominador  nao  e pequeno  quando  x esta  proximo  de  a.  Uma  vez  que 

,im*  ■*«  #(-*)  — -U/.  existe  um  numero  6,  > 0 tal  que,  sendo  0 < ] „v  - a j < 5, , teremos 

| M | 


i 9\x)  ~ M j < 

\M\  — | M - g(x)  + g(x)  | ==5  | M - g(x)  j + j gix 

<M  + U, 


e,  portanto. 
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Is  so  mostra  que 


M 


! gix) ! 9 


sempre  que 


0 < | .v  — a j < 8i 


Logo,  para  esses  valores  de  .r. 

1 


Tam  be  m , ha  82  > 0 tal  que 


\g(x)  " Ml 


M2 


M I j gix)  | \M\  \M\  M2 


sempre  que  0 < j x - a j < 82 


Seja  8 ^ rnin{()].  82}.  Entao,  para  0 < j.v  ~ a j < 8,  temos 

i 1 I 1 M - gix)  j 2 M2 

\g(x)  M | Mg(x)  | M2  2 '' 

Segue-se  que  lim  v \fg{x)  — \/M.  Finalmente,  usando  a Lei  n1?  4 obtemos 


fix) 

lim  ' . ~ lim  fix,. 

g{x)  \g(x) 


lim  fix)  lim 

x - rt  .x  — > a 


1 _ J_  _ L_ 

g{x)  ~ M ~ M 


: \2]  Tesrsma  Se  fix)  ^ gix)  para  todo x de  um  intervalo  aberto  que  contenha  a 

(exceto  possivelmente  em  a)  e 

lim  fix)  ~ L e lim  gix)  — M 

••  x ",u  Cl  x a 

! entao  L ^ M. 

8:  ; v s.  U samos  o metodo  da  prova  por  contradicao.  Suponha.  se  possivel,  que  L > M. 
A Lei  n"  2 de  li mites  nos  diz  que 

lim  [gix)  — fix)]  — M ~~  L 

x - a 

Portanto,  para  qualquer  s > 0,  existe  8 > 0 tal  que 

j [gix)  — fix)]  — (M  -•  /,)  j < e sempre  que  0 < \x  — a { < 8 

Em  particular,  tomando  e = L — M (notando  que  L — M > 0 por  hipotese),  temos  um 
numero  8 > 0 tal  que 

| [ gix)  — fix)]  - (M  — L)  j < L — M sempre  que  0 < \x  — a | < 8 
Uma  vez  que  a ^ | a j para  qualquer  numero  a,  temos 

[gix)  — fix}]  ---  (M  - L)  < L — M sempre  que  0 < \x  — a | < 8 
que  simplifica  para 


gix)  < fix)  sempre  que  0 < | x — a | < 8 
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Mas  isso  contradiz  o fato  de  que  fix)  *=  gix).  Assim.  a desigualdade  L > M deve  ser 
falsa.  Portanto,  L =£  M. 

Se  f(x)  gix)  h(x)  para  todo  a que  esteja  cm  urn 
intervalo  aberto  que  contenha  a (exeeto  possivelmente  em  a)  e 

I 

lim  f{x)  — lim  h(x)  — L j 

entao  lim  g(x)  — L 

X * a 

Considere  dado  s > 0 . Uma  vez  que  Jim. fl/(.v)  = L,  ha  um  nurnero  S\  > 0 tal  que 

!/(■*)  ~~  L j < e sempre  que  0 < |,v  — a j < 

isto  e,  L — e < f(x)  < L + e sempre  que  0 < j.r  — a\  < 8i 

Uma  vez  que  lint,  ...,a  h(x)  = L.  ha  um  nurnero  S2  > 0 tal  que 

| h{x)  — L | < e sempre  que  0 < jx  — a j < 82 

isto  e,  L — e < h(x ) < L + e sempre  que  0 < |x  — a | < S2 

Seja  8 = min  {5,,  S2}.  Se  0 < \x  - a j < 8,  entao  0 < \x  - a | < §i  e 
0 < \x  — a\  < S2f  logo 

L — s < f(x)  ^ g(x)  h(x)  < L + e 
Em  particular,  L - e < gix)  < L + E 

portanto  { gix)  - L\  < e.  Assim,  gix)  = L. 

' ^ r'  '.i.  Se  / for  contmua  em  b e limy..  >a  g(x)  — b.  entao 

lim  f (gix))  = f(b) 

.x  ■■■■>  a 

Considere  dado  s > 0.  Queremos  encontrar  um  nurnero  8 > 0 tal  que 
I JigU))  ~~  fib)  j < e sempre  que  0 < \x  - a \ < 8 
Uma  vez  que /e  contrnua  em  b , temos 

lim/fy)  = fib) 

y — * b 

logo  existe  §i  > 0 tal  que 

I fiy)  ~ f(b)  | < s sempre  que  0 < jy  — b\  < 5j 
Uma  vez  que  lim ...... g(x)  = b,  ha  8 > 0 tal  que 

| gix)  — b | < <5j  sempre  que  0 < | x --  a | < 8 


FiGURA  1 
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Combinando  esses  dois  enunciados  vemos  que  sempre  que  0 < \x  - a\  < 8 temos 
j gU)  ~ b\  < (%,  que  implies  que  \f(g(x)}  - f{b)  \ < s.  Portanto,  temos  provado  que 
Jim.  = fib). 


A demonstracao  do  resultado  a seguir  foi  prometida  quando  da  demonstracao  de  que 


sen  9 


Se  0 < B < it/ 2,  entao  0 «£  tg  0. 


Prova  A Figura  1 mostra  um  setor  de  um  cfrculo  com  centro  O , angulo  central  0 e raio 
r ~ 1 . . Entao 


| AD  | — j OA  j tg  9 — tg  9 

Aproximamos  o arco  AB  por  um  poligono  inscrito  que  consiste  em  n segmentos  de  retas 
iguais  e tomamos  um  segmento  tfpico  PQ.  Prolongamos  os  segmentos  OP  e OQ  para 
encontrar  sobre  a reta  AD  os  pontos  R e S.  Tracamos,  entao.  uma  paralela  a RT  ||  PQ 
como  na  Figura  1 . Observe  que 


LRTO  = Z. PQO  < 90° 
e,  dessa  forma,  ARTS  > 90°.  Portanto,  temos 

! pq  I < I rt  j < | # s j 

Se  adicionarmos  as  n desigualdades  semelhantes  a essa,  obteremos 

L„  < | AD  | — tg  9 

onde  L„  e o comprimento  do  poligono  inscrito.  Assim,  pelo  Teorema  2.3.2,  temos 

lim  Ln  «£  tg  9 

Mas  o comprimento  do  arco  foi  definido  na  Equacao  8.1.1  como  o limite  dos  compri- 
mentos  dos  polfgonos  inscritos;  nesse  caso, 

9 — lim  Ln  ^ tg  9 


(a)  Se  f"(x)  > 0 para  todo  x em  /,  entao  o grafico  de  ft  concavo  para  cima  em  / 

(b)  Se  fix)  < 0 para  todo  x em  /,  entao  o gralico  de/ e concavo  para  baixo  em  /. 


Prove  (a)  Seja  a um  numero  qualquer  em  /.  Precisamos  mostrar  que  a curva  y — fix) 
bca  acima  da  reta  tangente  no  ponto  (a, /(«)).  A equacao  dessa  tangente  e 

y ~ f(a)  +f’(a)(x  - a) 

Assim,  devemos  mostrar  que 


fix)  > f(a ) + f'(a)(x  - a) 
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qualquer  que  seja  x E / (x  # a)  (veja  a Figura  2). 

■'*  v - fix) 

fl 

/ ii 

jtj 

■ 1 A ' i j \ f(a)  + f - a) 

! | ij 

0 a .%■  x 

FIGURA  2 

Vamos  considerar  primeiro  o caso  onde  x > a.  Aplicando  o Teorema  do  Valor  Medio  a 
/no  intervalo  [a,  jr],  obteremos  urn  numero  c onde  a < c < x,  tal  que 

Li,  fix)  - fia)  = /'(<■)(  V a) 

Uma  vez  que  f"  > 0 em  / sabemos  do  Teste  Crescente/Decrescente  que  f e creseente 
em  /.  Assim,  uma  vez  que  a < c,  temos 

fia)  <f(c) 

port  an  to.  muitiplicando  essa  desigualdade  pelo  numero  positive  x - a,  obtemos 
iL  fiaH.x  - a)  < f(c)(x  - a) 

Somando  agora  fid)  a ambos  os  lados  dessa  desigualdade,  obtemos: 
fia)  + f'(a)(x  - a)  < f{a)  + f(c  )(x  ~ a) 

Mas,  da  Equagao  1,  temos  fix)  — fia)  + f(c)(x  — a).  Dessa  forma,  essa  desigualdade  fica 
=Ij  f{x)  > fia)  + f'(a)(x  - a) 


que  e o que  quenamos  provar. 

Para  o caso  onde  x < a,  temos  f'(c)  < fia),  mas  a multiplicacao  pelo  numero  negative 
x~~  a reverte  o sinal  da  desigualdade;  assim.  obtemos  (2)  e (3)  como  anteriormente. 


Veja  o esboco  biografico  de  Cauchy 
no  Capitulo  2. 


A fim  de  dar  a prova  da  Regra  de  L‘ Hospital  prometida  anteriormente  preci samos, 
primeiro,  de  uma  generalizayao  do  Teorema  do  Valor  Medio.  O nome  do  teorema  a seguir 
e uma  homenagem  ao  matematico  trances  August!  n-Louis  Cauchy  (1789-1  <357). 


LI.  ieorema  Medio  fie  u&mky  Suponhamos  as  funcoes/e  g continuas  em 

fa,  b\  e diferenciaveis  em  (a,  b),  sendo  fix)  # 0 para  todo  x em  (a,  b).  Entao 
existe  urn  numero  c em  (a,  b)  tal  que 

f(c)  = fib)  -fia) 

f{c)  gib)  --  gia) 
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Note  que  se  considerarmos  o caso  especial  no  qua!  p{x)  = x,  entao  g!{c)  — 1 e o 
leorema  1 e exatamente  o Teorema  do  Valor  Medio  Comum.  AJem  disso.  o Teorema  1 
pode  ser  provado  de  forma  similar.  Voce  pode  verificar  que  tudo  o que  devemos  fazer  e 
mudar  a fungao  h dada  pela  Equacao  4.2.4  para  a fungao 


')  ^ fix)  ~ f(a)  - [gix)  - g(a)] 

gib)  - g(a) 


e entao  aplicar  o Teorema  de  Rolle  como  anteriormente. 

Regra  de  l' Hospital  Suponhamos / e g diferenciaveis  e g’ix)  0 proximo  de  a 
(exceto  possiveimente  em  a).  Suponhamos  que 

Iim/(x)  — 0 e lim  gix)  — 0 


ou  que 


Iim/(x)  = ±oo  e lim  gix)  — ±oc 


(Em  outras  palavras,  temos  uma  forma  indeterminada  do  tipo  ou  so/x.)  Entao 


r fix)  ..  fix) 

lim  — lim  ~- 

•*— « gix)  •*■■■■*"  g (x) 

se  o limite  do  lado  direito  existir  (ou  e x , ou  — <*). 


Prova  da  Regra  de  L’Hospital  Estamos  supondo  que  lim  ,T  f(x)  = 0e  iim.r>,,  gix)  = (). 

Seja 

L = lim  ~~~- 
x~*a  g (x) 

Devemos  mostrar  que  lim_v.-,„/(,v)/p(x)  = L. 

Definimos 


fix)  se  x ^ a 
0 se  x ~ a 


g(x)  se  x V-  a 
0 se  x ~ a 


Entao  F e contmua  em  /,  uma  vez  qu e/e  contin.ua  em  {x  E / 1 x V a } e 

lim  Fix)  — lim  f(x)  — 0 — F(a) 

X~+Q  

Da  mesma  maneira,  G e continua  em  /.  Seja  x €E  / e x > a.  Entao  F e G sao  contfnuas 
em  [a,  x]  e diferenciaveis  em  (a,x),  eGV  0 la  (uma  vez  que  F’  — f eG'  = g'). 
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Portanto.  pelo  Teorema  do  Valor  Medio  de  Cauchy  existe  ura  numerov  tal  que 
a < y < x e 


F’(y)  = Fix)  -----  F(a)  ___  F(x) 

G'(y)  G(a)  — G(a)  Gix) 

Aqui  usamos  o fato  de  que,  por  definicao,  F(a)  ~ 0 e G(a)  = 0.  Agora,  se  fizermos 
A'  a ' . entao  y -•■>  a""'  (uma  vez  que  a < y < a). 

Portanto 


r fix)  ..  Fix)  F'(y)  f'(y) 

hm  — — — lim  ~~ — — lim  = lim  —77—  = L 

* G( a)  v G’(y)  v •>,<  g'(y) 


Um  argumento  analogo  mostra  que  o limite  lateral  esquerdo  e tambem  L. 
Logo 


lim 


= L 


Isso  prova  a Regra  de  UHospital  quando  a e finito. 

Se  a for  infmito.  vamos  fazer  t — 3 fx. 

Entao  t » 0 ’ quando  x — > co;  assim  temos 


lint 


fix) 

gix) 


lim 

/— >0 1 


fd/Q 

9(1/0 


/'(!/ t)j~\/t2) 
g'(l/t)i~]/t2) 


v n 1/0 

~ lim  — — — 
04  9(1/0 


— lim 


fix) 

g'(x) 
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Numeros  complexos  como  pontos 
no  piano  de  Argand 


Numeros  Complexos 

Um  numero  complexo  pode  ser  representado  por  uma  expressao  da  forma  a + bi,  onde  a 
e b sao  numeros  reais  e i e um  sfrnbolo  corn  a propriedade  de  que  / 2 = —1.0  numero 
complex o a + bi  pode  tambem  ser  representado  pelo  par  ordenado  (a.b)  e desenhado  como 
um  ponto  em  um  piano  (chamado  piano  de  Argand),  como  na  Figura  1 . Assim,  o numero 
complexo  / = 0 + 1 * i esta  identificado  como  o ponto  (0,  1). 

A parte  real  do  numero  complexo  a + bi  e o numero  real  a,  e a parte  imaginaria  e o 
numero  real  b.  Dessa  forma,  a parte  real  de  4 — 3/  e 4 e a parte  imaginaria,  -3.  Dois 

numeros  complexos  a + bi  e c + di  sao  iguais  s e a ~ c e b — d,  isto  e,  se  suas  partes 

reais  e imaginarias  forem  jguais.  No  piano  de  Argand  o eixo  horizontal  e denominado  eixo 
real,  ao  passo  que  o eixo  vertical  e dito  eixo  imaginario. 

A soma  e a diferenga  de  dois  numeros  complexos  sao  definidas  pela  soma  ou  subtragao 
de  suas  partes  reais  e imaginarias: 

( a + hi)  + (c  + di)  — (a  + c)  + (b  + d)i 

(a  + bi)  ~~  (c  + di)  — (a  — c)  + (b  — d)i 


Por  exemplo, 

(1  — i ) + (4  + li)  — (1  + 4)  + (—  1 + 7)/  ~ 5 + 6/ 

O produto  de  dots  numeros  complexos  e defmido  de  forma  que  as  propriedades  comuta- 
tiva  e distributiva  se  mantenham: 

(a  + bi)(c  + di)  — a(c  + di)  + (bi)(c  + di) 

— ac  + adi  + bci  + bdi 1 

Uma  vez  que  i2  — — 1 , isso  liea 

(a  + bi)(c  -b  di)  — (ac  ~ bd)  + (ad  + bc)i 


EXEMPLO  1 


(-1  + 3/ )(2  - 50  - (— 1)(2  - 50  + 3/(2  - 50 


= -2  + 5 i + 6 i - 1 5( — 1)  - 13  + 11/  % 

A divisao  entre  numeros  complexos  se  parece  muito  corn  a racionalizagao  do  denomi- 
nador  de  uma  expressao  racional.  Para  um  numero  complexo  z ~ a + bi , definimos  seu 
complexo  eonjugado  como  z — a - bi.  Para  encontrar  o quociente  de  dois  numeros  com- 
plexos multiplicamos  o numerador  e o denominador  pelo  complexo  eonjugado  do  deno- 
minador. 
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- 1 + V 

fcXfcWPLO  2 Expresse  o numero  — ~ na  forma  a + hi 

2 -r  5? 

SOLUQAO  M uitipj j can d o-se  o numerador  e o denominador  pelo  complexo  conjugado  de 
- + *sto  e-  “ ~ 5/,  e levando-se  ern  conta  o resultado  do  Exemplo  !: 

~ 1 + 3/  = + 3i  ^ 2 - 5i  __  13  + Hi  _ 13  11 

2 + 5i  2 + 5/  2 - 5/  22  + 52  ~ 29  + 29~ 1 


im  > 
/ | 

' :j 

(•  z ~ a + hi 

0 

f-  ::: 

Re 

» z a — hi 

FIGURA  2 


FIGURA  3 


A interpretapao  geometrica  do  numero  complexo  encontra-se  na  Figura  2: 2 e a reflexao 
4 em  torno  do  eixo  real.  Uma  lista  das  propriedades  do  complexo  conjugado  e apresentado 
a seguir.  As  piovas  seguem  a partir  da  definicao  e serao  requisitadas  no  Exercicio  18. 

Propriedadgs  dos  Ccnjygados 

Z + iv  = z + w 


O modulo,  ou  valor  absoluto,  j z \ de  um  numero  complexo  z — a -F  hi  e sua  distan- 
cia  ate  a origan.  Da  Figura  3 vemos  que  se  z ~ a + hi,  entao 


h1 


Observe  que 

Z4=  (a  + hi)(a  — hi)  — a"  + ahi  — abi  ~~  b2i ' — a2  + b 1 


e,  portanto, 


Isso  explica  por  que  o processo  de  divisao  no  Exemplo  2 funciona  em  geral: 


Z ZW  Zw 
w vow  ( w | 2 

Uma  vez  que  / ‘ — — I , podemos  pensar  i como  a raiz  quadrada  de  -J . Note,  porem.  que 
tambem  temos  ( i)  = i2  - - 1 e,  portanto,  ~i  e uma  raiz  quadrada  de  -1 . Dizemos  que 
i e a raiz  quadrada  principal  de  -1  e escrevemos  v"-  1 = /.  Em  geral,  se  c for  um 
numero  positivo,  escrevemos 

v'-c  — yfc  i 

Com  essa  conven^ao  a dedugao  usual  e a formula  para  as  raizes  de  uma  equapao 
quadratics  ax  + hx  + c ---  0 sao  validas  mesrno  que  h1  — 4 ac  < 0: 

— ~ 

2 a 
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EXEMPIO  3 ::  Ache  as  raizes  da  equacao  y~  + .v  + I — 0. 

SOLUCAO  Usando  a formula  quadratica  temos 

- ± V]2  ~ 4 ~ 1 _ -i  ± 7^3  _ - 1 ± v3/ 

x 2 2 2 

Observamos  que  as  solucoes  da  equacao  no  Exemplo  3 sao  conjugadas  complexas  umc 
da  outra.  Em  geral,  as  solucoes  de  qualquer  equacao  quadratica  ax 2 + bx  + c = 0 coir 
coeficientes  reais  a,  b e c sao  sempre  conjugadas  complexas.  (Se  z for  real,  z = z,  logo  x 
e a propria  conjugada.) 

Vimos  que  se  permitirmos  numeros  complexos  como  solucoes,  entao  toda  equacac 
quadratica  tern  uma  solucao.  Mais  geralniente,  e vercJade  que  toda  equacao  polinomial 

a„xn  + i 4 f ci  j x + a{)  — 0 

de  grau  no  mmimo  1 tern  uma  soluqao  entre  os  numeros  complexos.  Esse  fato  e conhecidc 
como  Teorema  Fundamental  da  Algebra  e foi  provado  por  Gauss. 


FfGURA  4 


^ Forma  Polar 

Sabemos  que  qualquer  numero  complexo  z = a + bi  pode  ser  considerado  como  um  ponto  (a,  b, 
e que  esse  ponto  pode  ser  representado  em  coordenadas  polares  (r,  9)  com  r 2*  0.  De  fato, 

a — r cos  0 b — r sen  0 

como  na  Figura  4.  Portanto,  temos 

z = a + bi  — (r  cos  0)  + (r  sen  0)i 

Assim,  podemos  escrever  qualquer  numero  complexo  z na  forma 


Z — r(cos  0 + / sen  0} 


onde  r — \z\  — -y a2  + b ' e tg  0 ~ — 

a 

O angulo  0 e chamado  argumento  de  z,  e escrevemos  0 — arg(r) . Note  que  arg(z)  nao  i 
unica;  quaisquer  dois  argumentos  de  r.  diferem  entre  si  por  um  miiltiplo  inteiro  de  2tt. 


EXEMPIO  4 Escreva  os  numeros  a seguir  na  forma  polar, 
(a)  z = 1 + / (b)  w = 73  “ i 

S0LUQA0 


(a)  Temos  r — j z | — y 1 2 + l2  — y 2 e tg  0 = 1 ; assim,  podemos  tomar  0 = irf 4.  Por 
conseguinte,  a forma  polar  e 
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quarto  quacirante,  tomamos  0 = ~~tt/ 6 e 


0 \ / ....  e 

i "S.  6 


FIGURA  5 


v/3  - / 


w = 2LC0T”Tj  + ise"i"Tj_ 

Os  numeros  z civ  estao  na  Figura  5.  , 

A forma  polar  dos  numeros  complexos  nos  da  urn  insight  sobre  a multiplicacao  e a divisao.  Sejam 
Ti  = T] (cos  0\  + /sen  Oi)  z2  — r2(cos  02  + / sen  02) 

dois  numeros  complexos  escritos  na  forma  polar.  Entao 
~ nr2(cos  0X  + i sen  )(cos  02  + i sen  02) 

™ rir2[(cos  0\  cos  02  ~~  sen  0i  sen  02)  + /(sen  0j  cos  9>  + cos  0,  sen  02)] 
Portanto,  usando  as  formulas  de  adi^ao  para  seno  e cosseno,  temos 


— nr2[cos(0,  + 02)  + i sen (0j  + 02)] 


FIGURA  6 


Essa  formula  nos  diz  que  para  multiplicar  dois  numeros  complexos , multiplicamos  os 
modules  e somamos  os  argumentos  (veja  a Figura  6). 

Uni  argumento  similar  usando  as  formulas  de  subtrayao  para  seno  e cosseno  mostra  que 
Para  dividir  dois  numeros  complexos , dividirnos  os  modulos  e subtrafmos  os  argumentos . 


Zx  n 


[cos  (0j  - 02 ) + /;sen(0i  — 02)]  ZjJ6  0 


Em  particular,  tomando  Z\—  1 e z2  — z (e,  portanto,  0j  = 0 e 02  — 6),  temos  o seguinte.  que 
esta  ilustrado  na  Figura  7. 


0 t) 

l\  1 


1 1 

Se  z = r(cos  0 + / sen0),  entao  — = — (cos  0 - / sen  0). 

Z.  r 


cXEMPLu  a Ache  o produto  dos  numeros  complexos  1 + / e y/3  — i na  forma  polar. 
SOLUQAO  Do  Exemplo  4,  temos 


1 + / — v 2 I cos  — 4 i sen 

V 4 4 


v/3  — / = 2 cos 


fW-f 
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Assim,  pela  Equacao  1 , 

zw 

(1  + 0 (v3  — i)  — 202 


Re  __  o /o 

\f  jL. 


Isso  esta  ilustrado  na  Figura  8. 

0 uso  repetido  da  Formula  1 mostra  como  computar  as  potencias  de  um  numero  complexo.  Se 
z — r(cos  0 + / sen  0) 

entao  r = r2(cos  20  + i sen  20) 

e r = zz2  ~ r-( cos  30  + / sen 30) 

Em  geral,  obtemos  o seguinte  resultado,  cujo  nome  e uma  homenagem  ao  matematico 
trances  Abraham  De  Moi vre  (1667-1754). 


i L?J  se  Se  Ntmvre  Se  z — r(cos  0 4 - i :sen  0)  e n for  um  inteiro  positivo,  entao 

f , I 

Z"  — [rfcos  0 4-  i sen  0)]"  — /-"(cos  nO  + / sen  «0) 


Isso  nos  diz  que  para  clevar  um  numero  complexo  a n -esima  potencia , elevamos  a 
n-esima  potencia  o modulo  e multiplicamos  o argumento  por  n . 


EXEMPLO  6 a Ache  (|  + |/)10. 

S0LUQA0  Uma  vez  que  I + \i  = |{1  + /).  segue  do  Exemplo  4(a)  que  f + 1/  tern  a 
forma  polar 


1 

+ 

2 


1 

2 


4* 


Assim,  pelo  Teorema  de  De  Moi  vre: 


O Teorema  de  De  Moivre  tambem  pode  ser  usado  para  encontrar  as  raizes  n-esimas  de  niimeros 
complexes.  Uma  «-esima  raiz  de  um  numero  complexo  z e um  numero  complexo  w tal  que 

Wn  — z 

Escrevendo  esses  dois  numeros  na  forma  polar  como 

w — s(cos  <f>  + i sen  d>)  e z — r{cos  0 + i sen  0) 
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e usando  o Teorerna  de  De  Moivre,  obtemos 

.v"(cos  rub  -f  / sen  mb)  ~ /'(cos  0 + / sen  P) 
A igualdade  desses  dois  ntimeros  complexes  most ra  que 

s”  = r ou  s — rl/n 

e cos  mb  — cos  0 e sen  n<f>  — sen  0 

Do  fato  de  que  seno  e cosseno  tem  periodo  2ir  segue  que 


n (b  — 0 + 2k.  Tr  ou 


(b  - 


0 + 2k  rr 
n 


Assim, 


cos 


0 + IklT 


9 + 2k  TT 


lima  vez  que  dessa  expressao  results  valores  diferentes  de  tv  para  k ~ 0,  1 , 2 
temos  o seguinte: 


L?J  Ra«es  tie  um  Nttmero  Complexo  Seja  z — /-(cos  0 + i sen  9)  e n um  inteiro 
positivo.  Entao  z tem  as  n raizes  u-esimas  distintas 


Wi~  = r 


cos 


L 


9 + Ikir 


n 


+ i sen 


0 + 2 krr 


| onde  k = 0,  1, 2. . , . , n ~ 1 . 


Observe  que  cada  uma  das  raizes  «-esimas  de  z tem  modulo  j wk  j ~ r{'n.  Assim,  todas 
as  raizes  n-esimas  de  z estao  sobre  o eirculo  de  raio  r 1 " no  piano  complexo.  Tambem,  uma 
vez  que  o argumento  de  cada  uma  das  raizes  n-esimas  excede  o argumento  da  raiz  anterior 
por  2? rfn,  vemos  que  as  raizes  H-esimas  de  z sao  igualmente  espaqadas  sobre  esse  circulo. 


cKc itfiF  10  Ache  as  seis  raizes  sextas  tie  z — — 8 e faca  um  gralico  dessas  raizes  no 
piano  complexo. 


SOLUgAO  Na  forma  trigonometrica,  z = 8(sen.?r  + / sin  77).  Aplicando  a Equaqao  3 com 
n = 6,  obtemos 


u>k  8 cos 


2k  ir 


+ / sen 


2k  TT 


Obtemos  as  seis  raizes  sextas  de  —8  fazendo  k — 0,  1 , 2,  3. 4 e 5 nesta  formula: 
- 81  f’(cos  ~ ) = C2  + j /) 

Wy  — 81  j^cos  — -f  i sen  — vc2  i 

w 2 = 8'/6(cos  f + scnir)  - ki  (-—  + \ -■) 
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w-x  ~ 8l/6(  cos  4-  / sen——  ) — J2  ( --  ----  - — / 
\ 6 6 / \ 2 2 


tv  a — 8'  - cos  — 4-  i sen  — 
\ 2 ? 


zty  = 8!  /6j  cos  — : t i sen 


7 1 • 

V 2 — - — f 


Todos  esses  pontos  estao  sobre  o circulo  de  raio  y’2,  como  na  Figura  9. 


FIGURA  S 

As  seis  raizes  sextas  de  z — —8 


SW  Exponencial  Complexa 

Precisamos  tambem  dar  uni  significado  para  a expressao  er  quando  z~  x + iy  for  urr 
numero  complexo.  A teoria  das  series  infinitas  desenvolvida  no  Capftulo  1 1 (Volume  II 
pode  ser  esiendida  para  o caso  onde  os  terrnos  sao  numeros  complexos.  Usando  a serie  dt 
Taylor  para  ex  (11.10.11)  como  guia,  definimos 


= 24 


4 :Z4 h h 

2!  3! 


e resulta  que  essa  funcao  exponencial  complexa  tern  as  mesmas  propriedades  t}ue  a f uncat 
exponencial  real.  Em  particular,  e verdade  que 


e ■■  = e e: 


Se  fizermos  z = iy,  onde  y e am  numero  real,  na  Equayao  4,  e usarmos  o fato  de  que 

/ 2 = — 1 , i'  — i2i  — — i4  = lf  z°  = i,  ... 

u.  ,-v  , , - , (oO2  , O'v)3  , (iy)4  , (iy)5  , 

2!  3!  4!  5! 


1 + iv 


V"  V . Y 

i — — 3 — + / — — 
3!  4!  5! 


— + — — +•••}  + i(  v 

2!  4!  6!  ) V 


r y 

3!  5! 


= cos  v + /'sin  y 
sen 


Usamos  aqui  as  series  de  Taylor  para  seno  e cosseno  (Equacoes  11.10.15  e 11.10.16  dt 
Volume  II).  O resultado  e a famosa  formula  chamada  formula  de  Euler: 


cos  v + z sin  v 
sen" 


Combinando  a formula  de  Euler  com  a Equayao  5,  obtemos 

I ? : ex4iy  = exe'y  = cTcos  v + i sin  y) 

sen ' 


EXEMPLO  8 □ Calcule:  (a)  e' 
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Poderiamos  ter  escrito  o resuitad'o 
do  Exempio  8(a)  como 

e*  +1=0 


Essa  equapao  relaciona  os  numeros 
mais  famosos  de  toda  a matematica: 
0,  i,  e,  / e it. 


-SOLUQAO 

(a)  ' Da  Equacao  de  Eider  (6),  temos 

e‘"  ~ cos  4.  j sen  ~ = ....  ] „1_  ^Q)  _ | 

(b)  Usando  a Equacao  (7),  obtemos 


- i -?-iir/2  ~] 


7 r 


1 


[r(cos  0 + 

i sen  B)Y‘  ~ 

»G 

Exercicios 

1-14  - Calcule  a expressao  e escreva  sua  resposta  na  forma 

30.  z = 

a + bi. 

2.  (4-i/)-(9  + f/) 

31.  Z ~ 

1.  (5  - 6/)  + (3  + 2/) 

32.  Z *= 

3.  (2  - 5/)(4  - /) 

4.  (l-2/)(8-3/> 

* 

5.  12  + li 

6.  2/(4  - /) 

3.3-36 

Moivre. 

y 1 + 4/ 

s.  itii 

33.  (1  + 

3 + 2/ 

1 - 3/ 

e ^ cos  — + / sen  — j = — [0  + /{!  )]  - - 

Finalmente,  notamos  que  a equacao  de  Euler  nos  fornece  um  meio  mais  facil  de  provar 
o Teorema  de  De  Moivre: 

'<’Y  ~ r"e‘,l(>  — r"(cos  nO  + i sen  n$) 


9.  — 7 

1+1 

11.  t5 

13.  V-25 


10.  

4 - 3 i 

12.  i,0° 

14.  ^3^)2 


18-17  □ Determine  o complexo  conjugado  e o modulo  do  numero 
dado. 


15.  12-5/ 


16.  -1+2^2/ 


17.  -4/ 


18.  Prove  as  seguintes  propriedades  dos  numeros  complexos: 
(a)  z + w = z + w (b)  zw  = zh; 

(c)  Z"  = Z7,  onde  n e um  inteiro  positivo 

[Sugestdo:  Escreva  Z ” u + bi,  w = c 4-  <://.] 

18-  24  Determine  todas  as  soliujoes  da  equacao. 


19.  4jt  + 9 — 0 
21.  .r  + 2x  + 5 = 0 
23.  z~  + 4 + 2 — 0 


20.  ;r4  --=  1 

22.  2r  - 2x  +1—0 

24.  Z2  + I Z + 5 = 0 


25-28  i l Escreva  o numero  na  forma  polar  com  o argumento  entre  0 e 2tt. 
25.  ~3  + 3/  26.  1 - +3/  27.  3 + 4/  28.  8/ 

23-32  □ Determine  a forma  polar  para  zw,ztw  e liz  colocando 
primeiro  jew  na  forma  polar. 


29. 


v'3  + i,  w — 1 + v;3/ 


+ y O — 4r.  «?  — 

2 y 3 — 2/,  M-’  = — 1+| 

32.  4 — 4(^/3  + /),  w = — 3 — 3/ 

+38  Determine  as  potencias  indicadas  usando  o Teorema  de  De 
loivre. 

33.  (1  + i)20  34.  (l  - y/3/)5  35.  (2 v'3  + 2/)5  36.  (1  - if 

: Determine  as  raizes  indicadas.  Esboce  as  raizes  no  piano 

complexo. 

37.  As  raizes  oitavas  de  1 
39.  As  raizes  cubicas  de  / 


38.  As  raizes  quintas  de  32 
40.  As  raizes  cubicas  de  1 + / 


41-46  □ Escreva  o numero  na  forma  a + bi. 

41.  eivn  42.  e2* 

44.  e~iv  45.  e2+i* 


43.  e' 

46. 


47.  Se  nix)  — f(x)  + icj(x)  for  uma  funcao  a valores  complexos  de 
uma  vanavel  real  x e as  partes  real  e imaginaria  f(x)  e g(x) 
forem  fun^oes  diferenciaveis  de  x.  entao  a derivada  de  u esta 
definida  como  u'(x)  f\x)  + ig'(x).  Use  isso  junto  com 

a Equacao  7 para  provar  que  se  Fix)  = e'\  entao  F'(x)  = retx 
quando  r = a + bi  for  um  numero  complexo. 

48.  (a)  Se  u for  uma  funcao  a valores  complexos  de  uma  variavei 

real,  sua  integral  indefinida  J u{x)  dx  e uma  antiderivada 
de  u.  Calcule 

|*eu+l)D/.r 

( b)  Considerando  as  partes  real  e imaginaria  da  integral  da 
parte  (a),  calcule  as  integrals  reais 

j e*  cos  x dx  e j e' sen  x dx 
(c)  Compare  com  o metodo  usado  no  Exempio  4 da  Se^o  7 J . 


James  Stewart  APENDiCES 


ASS  ‘ 


m ly 


Respostas  dos  Exercicios  de  Numeros  Impares 


Capitulo  1 

Exercicios  1.1  □ 

1.  (a)  -2  (b)  2,8  (c)  -3.  ! (c!)  -2,5;  0,3 

(e)  [-3,  3],  [-2, 33  (f)  [-1.3] 

3.  [-85, 1 15],  [-325,  485],  [-210, 200] 

5.  Nao  7.  Sim,  [-3,  2J . [-3,  -2]  U H . 3] 

9.  Dieta,  exerdcio  ou  doen^a 


15.  A If  ura 

(hi  grama 


33.  [5,«) 


35,  ( --  oc , 0)  u (0,  x) 


Vj 1 

4 ; 

•2 

ii| 

.X 

37.  (-«,*) 


•»  39.  (— *,  oc) 


47.  A(L)  = 10L  - L3.0  < L < 10 


49. 

53. 

55. 


A{x)  « v 3x74.  x >0  51.  S < a ) - x2 

V(x)  = 4jr  — 64x2  4-  240x . 0 < x < 6 

(a) 


•f  (8/x),x  > 0 
(b)  S 400,  $ 1 .900 


] •4—“' — 'tv ! 

#*feira  4^feira  4y-feira  4*-feiia  4--feira  ^ 


(b)  540,  1 .450 


19.  12,1 6, 3 if  - a + 2, 3k  + a + 2, 3a3  + 5 a + 4, 6k  - 2a  + 4, 12k  - 2a 
+ 2, 3a*  - a2  + 2, 9k  — 6k  + 13k  - 4a  + 4.  3a;'  + 6 ah  + 3 hr  - a - h + 2 
21.  -(/r  + 3 h + 2).x  + h - x2  - 2xh  ~ h1  A - 2x  - h 
23.  {x/x  4=  | } — v-00,  |)  U (4,  °°) 

25.(0,*)  27.  (-oo.  0)  U (5, ») 

29.  (-.00,00)  31.  (-00,00) 


57.  fc  mipar,  g e par 

59.  (a)  (-5,3)  (b)  (—5,  —3) 


61.  Par 


fb)  Algebrico  (c)  Poiinominal  (grau  9) 

(e)  Trigonometrico  (f)  Logarflmico 

(a)  h (b)  f (c)  g 
5.  (a)  y — 2x  -4-  b,  ondc  h e o intercepto  v 


(b)  v — nvc  + 1 ~ 2m,  em  que  m e a inclinacao 


(b)  |,  varia  em  T para  todo  1 C variado;  32,  Fahrenheit  corresponde 
a 0°C 

11.  (a)  T “ iN  ■+  ’l''  (b)  |,  varia  em  °F  para  cacla  canto  de  grilo 

(cricri)  por  mi  mi  to  (c)  76  °F 

13.  (a)  P = 0A34d+  15  (b)  196  pes 

15.  (a)  Cosseno  (b)  Linear 


17.  (a)  is 


O modelo  linear  e 
apropriado 


(b)  v - 0,000 1 OSx  + 1 4.52 1 


(c)  y = - 0.00009979.?  + 1 3.95 1 fVeja  o grafico  em  (b).] 

(d)  Em  torno  de  1 1 .5  para  cada  100  habitantes  (e)  Em  tomo  de  6% 

(f)  Nao 


19.  (a) 


20  (pes) 


O modelo  linear 
e apropriado 


(b)  v = 0,08932.?-  158,24 


20  (pes) 


(c)  20  pes  (d)  Nao 

2!.  y»  0,0012937x! - 7.06 142r  + 3 2 .823.? - 7 .743 .770;  3.914 milhdes. 


Exercicios  1.3  o 


1.  (a)  y = fix)  + 3 (b)  y =/(. r)  - 3 (c)  y = f(x  - 3) 

(d)  v = fix  + 3)  (e)  y = -fix)  (f)  y — fi~x) 

(g)  y = 3 f(x)  (h)  y «■  l fix) 

3.  (a)  3 (b)  1 (c)  4 (d)  5 (e)  2 


o 


61.000 


James  Stewart  APENDiCES 


AS7 


13. 


/•K 


V 1 


31.  (/ + g){,x)  — ,r‘  H"  5x-  ~~  !.(-oo?x) 

(/  a)  (a)  ;r'  ..V2  4-  1.  (—X),  ™) 

(fg)Lx)  -■■■■-  3.r  4-  6a4  x'  — 2a\  (~=c. 

(f/g)(x)  — (a2  + 2a2)/ (3a  2 1),  {a|x#  ±: l/\/3 } 


27.  (a)  A parte  do  grafico  de  y — fix)  para  a direita  do  eixo  v e 
refletida  no  eixo  y. 


35.  !/°  r/)(.v)  — 3 (6x 2 + lx  4-  2).  (-<*,  oe) 

(i)  °/)(x)  = 6a2  — 3x  + 2,  (--oc.oc) 

(/°/)W  “ 8x*  - 8 a 3 + V.  ( -*>,  *) 
ig  ° <j)(x)  — 9.t  + 8,  (— *, 

37.  (/°  g)(x)  = sen ( i - \/a),  [0,«^) 

((/  °/)(-a)  = 1 — %/sen  a,  {a  | a €:  [2nir(  tt  + 2mr\,  n e um  inieiro} 
( f°f  )(x)  ~ sen  (sen  a).  (—«>,  cc) 

($  ° <?)(■*)  “ 1 v I \ v.  10,  1] 

39.  (/■<>  3){a)  - (2a2  +6x+  5)/[(a  + 2)(x  + I )),{xj  a * - 2,  - 1 > 

(.9  ° ,/)(x)  = (a2  + X + ] )/{.!+  ] )2.{a]  a ¥=  - 1 ,0} 
if  * f)(  A)  = ( x;  + 3.V"  + 1 )/[ A(  A2  + 1 )] . {Aj  A 4 0} 
ig  ° <?)(»  - (2a  + 3)/(3a  + 5),{x|  X * - 2,  - f} 

41.  (J  ° g ° h)( a)  ~ 2a  - I 
43.  (f°g°  ft)(x)  = ^ + 6a  + 10 
45.  y(x)  = a2  + 1 ./(a)  = A10 
47.  ^(a)  = a2,  /(a)  = a/ (a  -f  4) 

49.  git)  = cos  /,  fit)  = ft 

51.  h(x)  = a2,  g(x)  - 3',  fix)  » 1 - a 

53.  /r(x)  — \/a.  (/(a)  — sec  a.  /(a)  — a4 

55.  (a)  4 (b)  3 (c)  0 (d)  Nao  existe;  /( 6)  — 6 nao  e o 

dommio  de  g.  (e)  4 (f)  — 2 

57.  (a)  r(f)  •—  60/ 

(b)  (4  ' r)(i)  — 3.600 77? 2 ; a area  do  cfrculo  como  uma  funcao  do 
tempo. 


(a) 

H 
\ - 

(b)  v 

L 

o 

7 0 

¥(/)  = 1207/(0 

240- 

* — 

0 

5 

i 

V(t)  = 240 /-/(?  - 5) 

61.  (a) /{xj  — ;r  + 6 (b)  g(x)  — a2  4 a — I 

63.  Sim 


21.  9,05 
23.  0.0.88 
25.  g 

27.  -0.85  < x < 0.85 

29.  (a)  (b) 


--2 .000 


(d)  Os  graficos  das  raizes  pares  sao  similares  a %fx  e os  gralicos 
das  raizes  fmpares  sao  similares  a yx.  A inedida  que  n cresce.  o 
grafico  de  y ~ yjx  Forna-se  mais  fngreme  proximo  de  0 e mais 
achatado  para  x > 1 . 

31. 

-2  2 6 4 0 4 


Se  c 0,  o grafico  tern  ires  corcovas:  dois  pout  os  de  mtniino  e um 
de  maximo.  As  corcovas  fleam  mais  achatadas  a medida  que  faze- 
mos  c aumentar  ate  c — 0,  cm  que  duas  corcovas  desaparecem  e ha 
somente  uni  ponto  de  mini  mo.  Ess  a corcova  move-se  entao  a direi- 
ta  e tende  a origein  a medida  que  fazemos  c aumentar. 

33.  A corcova  iica  maior  e move-se  para  a direita. 

^5.  Se  c < 0,  o lago  esta  a direita  da  origem;  se  c > 0,  o laco  esta 
a esquerda.  Quanto  mais  perto  de  0 estiver  c,  maior  sera  o {ago. 

Exereicios  1.5  □ 

00  f(x)  — a ' . a > 0 (b)  R (c)  (0,oc) 

(d)  Veja  as  Figuras  4(c),  4(b)  e 4(a).  respect ivamente. 


James  Stewart  APENOljjgg 


5 v = 20  * v — 5 ' v : 


Todos  tendeni  a 0 quando  r todos  passant  por  (0.  I)  e todos  sao  crcscentes. 

Quanto  ns  a tor  for  a base,  mass  rapid  a a tax  a dc  crcscimento. 


-ilf  y($f5yiO'  >'“3* 


/ / 

/ / 

\ \ 

j/ 

1 



As  fungoes  com  base  maior  que  1 sao  crescentes,  enquanto  as  com 
base  menor  que  1 sao  decrescentes.  As  ultimas  sao  reflexos  das 
primeiras  em  tomo  do  eixo  y. 


y , 

i 

0 

>•  = 4 

/ 

V = -3 

Vi 

V = 3 

0 

” X 

(a)  v «-  e* 

- 2 Cb) 

y ™ e ‘ 

(e)  y = -e 

fa)  (-00 1 og) 

(b)  (-oo. 

fix)  - 3 • 

2*  23.  . 

(a)  3.200 
60-000 

(b)  100  * 

™ 1 — “ 

t ~ 26.9  h 


27.  y = ab',e  m que  a * 3,154832569  X 10-  cfcsl  ,017764706; 
5.498  milhoes;  7.417  milhoes 

Exercicios  1.6  o 

1.  (a)  Veja  a Definigao  1. 

(b)  Deve  passar  o Teste  da  Reta  Horizontal. 

3.  Nao  5.  Sim  7.  Nao  9.  Sim  11.  Nao  13.  Nao 
15.  Nao  17.  2 19.  0 


21.  F — | C + 32;  a temperatura  Fahrenheit  como  uma  fun^g0  da 
tempera! Lira  Celsius:  [-273.  .1  5,  =°) 

23 . / ' 5 ( :x)  - - 4 x 2 + — , x 2*  O 25 . / 1 ( .x ) = </In  x 
3 

27.  y - - 3 29.  f Hx)  - 

31. 


i ' j ✓ 
✓ 

5 1 / / 


//-,  / 

/ 

/ 

/ 

/ s 


i I / / 


33.  (a)  E dehnida  como  a inversa  da  fungao  exponencial  com  base 
a.  isto  e,  log„x  = y <=>  ay  = x. 

(b)  (0,»)  (c)  R (d)  Veja  a Figura  11. 

35.  (a)  6 (b)  -2  37.  (a)  2 (b)  2 39.  In  8 

41.  In  U + -V  )Jx 
sen  x 

43.  , ........  v-log,5A- 

f = }n  t 

j V = l0giis-T 


Todos  os  graficos  tendein  a — oc  quando  x 0' . todos  passam  por 

(1, 0)  e todos  crescem.  Quanto  maior  for  a base,  rnais  lenta  sera  a 
taxa  de  crescimento. 

45.  Em  tomo  de  1.084.588  mi 

47.  (a)  , ¥.  (b)  n 


49.  (a)  4e  (b)  -In  5 

(b)  |(]  + vT  + 4e) 

1 

55.  (a)  In  3] 

57.  « 


51.  (a)  5 + log2  3ou  5 + (In  3)/in  2 
53.  (a)x<  In  10  (b)  x > Me 

(b)  f"\x)~  — ln(3  - xQ,[0,  v3) 


passa  o Teste  da  Reta  Horizontal 


f - \x)  « - ( <,/4/6)( MD^Tlx1  + 20  - 4D  + 21  x2  - 20  + </2), 
onde  D = 3 V3  v'27x4  — 40x2  + 16;  duas  das  expressoes  sao 
complexas. 

59.  (a)  f "l(n)  = (3/ln  2)  lnfn/100);  o tempo  decorrido  quando  ha 
n bacterias  (b)  Depois  de  26,9  horas 


A60  □ CAICULO  Editora  Thomson 


61.  fa)  ■ r = In*  + 3 (b)  y = ]n(x  + 3)  (c)  y — -In* 

(d)  v ~ in(--.r)  (e)  v ~ e'  (f)  y — e""'  (g)  v = —e* 


(h)  y = e*  — 3 
63.  (a)  tt/3  (b)  it 

65.  (a)  tt/3  (b)  -ir/4 

67.  (a)  0,7  (b)  tt/3 

71.  jc/Vl  +.r2 


" v - sen"1  .t 


O segundo  grafico  e a reflexao  do  primeiro  em  tomo  da  reta  y — x. 


75.  (a) 


Capitulo  1 Revisao 


(b)  [-17/2,  ~/2] 


Testes  Falso-Verdadeiro 


I.  Falso  3.  Falso  5.  Verdadeiro  7.  Falso  9.  Verdadeiro 

II.  Falso 


Exercicios 


1.  (a)  2,7  (b)  2,3,  5,6  (c)  [ -6,6]  (d)  [-4.4] 

(e)  [-4, 4]  (f)  Nao;  falha  o Teste  da  Reta  Horizontal, 

(g)  Impair,  seu  grafico  e simetrico  em  tomo  da  origem. 


5.[-f73,fV3],  [0,2]  7.  R.  [0.  2] 

9.  (a)  Desloque  o grafico  oito  unidades  para  cima. 

(b)  Desloque  o grafico  oito  unidades  para  a esquerda. 

(c)  Amplie  o grafico  vert  teal  men  te  por  urn  fator  de  2.  entao 
desloque-o  uma  unidade  para  cima. 

(d)  Desloque  o grafico  duas  unidades  para  a direita  e duas  unidades 
para  baixo. 

(e)  Faga  a reflexao  do  grafico  em  tomo  do  eixo  x. 

(f ) Faga  a reflexao  do  grafico  em  tomo  da  reta  y ~ jr  (supondo  / urn  a urn). 


19.  ( f°g)(x)  — inf*2  — 9).  (— —3)  U (3.  x) 

(g  of) (x)  ••  (In  x)2  - 9.  t0.ee) 

(f°f)(x)  = In  In  x,  (1,») 

(g  ° g){x)  --  (a ~ — 9)-'  — 9,  (— oo,  oo) 

2.1 . y - 0.2493a-  - 423.  48 1 8;  cerca  de  77.6  anos  23.  1 
25.  (a)  9 (b)  2 (c)  J/V3  (d)  2 

27.  fa)  4g  (b)  mil)  — 

(c)  tint)  = —4  log 2 m:  o tempo  decorrido  quando  ha  m gramas  de 
100  Pd  (d)  Por  volt  a de  26,6  dias 


0 mergulho  x — 0 e cada  vez  mais  profundo.  Para  c 5s  0.  o grafico 
tern  assfntotas  em  x = ±v'c. 

Princtpios  para  a Resolugao  de  Problemas  □ 

1 -a  — 1 \ h - 16 /h,  onde  a e a altura  e /?.  o tamanho  da 
hipotenusa. 

3.  —1.9 


11.  5 13.  a:  £ [ — 1,1  — y;3)  U (l  + v 3,  3 

15,  40  mi/h  19.  fjx)  — v2* 

Capitulo  2 


Exercicios  2.1  □ 

1.  (a)  -44,4,  --38,8,  -27.8.  -22.2.  — 16.6  fb)  -33.3 

(c)  —33 1 

3.  (a)  (i)  0,333333  (ii)  0,263158  (ijj)  0,251256 
(iv)  0,250125  (v)  0,2  (vi)  0.238095  (vii)  0.248756 
(viii)  0,249875  (b)  f 

(c)  y ~ i x + 4 

5.  (a)  (i)  -32  pes/s  (ii)  -25,6  pes/s  (iii)  -24,8  pes/s 
(iv)  -24,16  pes/s  (b)  -24  pes/s 


17.  (a)  Nenhum  dos  dois  (b)  Impar  (c)  Par  (d)  Nenhum  dos  dois 


James  Stewart  APENDiCES 


AS 


7.  fa)  (i)  t pes/s  (ii)  i pes/s  (iii)  3 pes/s  (jv)  pes/s 
(b)  I pe/s  (c) 

jl  . = ij  f 

/ (ii) 


9.  (a)  0,  1 ,7321 , -1.0847,  -2.7433,4.3301.-2.8173.0. 
—2,1651,  — 2 ,606 1 , —5,3 .4202 ; nao  (c)  - 3 1 .4 


37,  Nao  importa  quant  as  vezes  da  rent  os  o zoom  na  direcao  da 
origetn . o graftco  aparenta  consistir  em  retas  quase  verticals.  isso 
indie  a oscilacoes  mais  frequentes  a medida  que  x — > 0. 

39.  .v  «=  ±0.90,  ±2.24:  .r  = ±:sen'’(rr/4).  ±{rr  — sen  *( 7r/4)) 


Exercicios  2.3  □ 


1.  (a)  5 (b)  9 (c)  2 

(g)  Nao  existe  (h)  - ft 

(d)  - 

1 (e)  - j 

(f)  0 

3.  59  5.  205  7.  4 

9.  0 

11.  5- 

13.  Nao  existe 

15.  17.  8 19.  4 

21.  6 

23-  i 

25.  — p: 

27.  108  29.  -j  31. 

(a),  (b)  j 

35.  1 

39.  0 41 . Nao  existe 

43.  N 

ao  existe 

45.  (a)  vf 

(b) 

(i)  1 

(ii)  — 1 

(iii)  Nao  existe 


Exerci'cios  2.2  □ 

I.  Sim 

3.  (a)  limr ,_•*  fix)  “ <*  significa  que  os  valores  de  fix)  podem 

ser  feitos  arbitrariantente  grandes  (tao  grandes  quanto  quisermos) 
tomando  x su lie ient entente  proximo  a -3  (mas  nao  igual  a -3). 

(b)  fix)  — — * significa  que  os  valores  de  fix)  podem  ser 

tornados  arbitrariamente  grandes,  potent  negativos,  tomando-se  x 
suficientemente  proximo  de  4 atraves  de  valores  maiores  que  4. 

5.  (a)  2 (b)  3 (c)  Nao  existe  (d)  4 (e)  Nao  existe 

7.  (a)  -1  (b)  —2  (c)  Nao  existe  (d)  2 (e)  0 

(f ) Nao  existe  (g)  1 (h)  3 

9.  (a)  — <*  (b)  00  (c)  00  (d)  —00  (e)  00 

(f)  x = -7,x  — ~3,.r  ~ 0,.x  = 6 

II.  (a)  .1  (b)  0 (c)  Nao  existe 


T 


15.  \ 17.  | 

19.  4 21. 1 

23,  « 25.  » 27.  -■»  29.  — * 31.  —00;  cc 

33.  (a)  2,71828  (b)  6 


35,  (a)  0.998000, 0.638259, 0,358484, 0,158680, 0.03885 ! , 
0.008928,0,001465;  0 

(b)  0,000572,  -0,000614,  - 0.000907,  -0,000978.  -0,000993, 
-0.001000;  -0,001 


47.  (a)  (i)  2 (ii)  -2  (b)  Nao  (c) 


49.  (a)  (i)  —2  (ii)  Nao  existe  (iii)  —3  (b)  (i)  n — 1 

(ii)  11  (c)  a nao  e um  inteiro.  59.  15; -1 

Exerci'cios  2.4  □ 

I.  (a)  \x-2\<  0,02  (b)  \x  - 2 \ < 0.002 

3.  i (ou  qualquer  mimero  menor  positivo) 

5.  1 .44  (ou  qualquer  numero  menor  positivo) 

7.  0,6875  (ou  qualquer  numero  menor  positivo) 

9.  0,1.1;  0,012  {ou  qualquer  numero  menor  positivo) 

II.  0,07  (ou  qualquer  numero  menor  positivo) 

13.  (a)  Vl  .000/rr  cm  (b)  Dentro  de  aproximadamente  0,0445  c 

(c)  Raio;  area;  ^/ToOO/n;  1 -OCX);  5;  ~ 0.0445 

35.  (a)  0,093  (b)  5 = - 12)/(61R •')  - 1 , onde 

5 = 216  + 1 08e  + 1 2^336  + 324e  + 81e2 

41.  Within  0,1 

Exerci'cios  2.5  O 

1.  liin.v .4 fix)  — /( 4) 

3.  (a)  —4  (removfvef),  —2  (salto),  2 (sal to).  4 (infinito), 

(b)  —4.  nenhum  dos  dots;  -2,  a esquerda;  2,  a direita:  4.  a direita 


0 j i ' r Temj 
(em  hora 


{ b)  Descontinuidade  em  / = 1 , 1,2,3 


15.  /( 2)  nao  esta  definida- 


17.  lim  f (,v)  nao  existe 

x ""*0 


21.  {x\x  # -3, -2}  23.  [i,oo)  25.  R 

27.  (— cc,  — 1}  u (lf°°) 

29.  a - 0 ? 


49.  0 (b)  Um  niimero  infmito  de  vezes 


41.  } 

(c)  g{x)  — x2  — 4a  + 16 
51.  (b)  (0,44, 0,45)  53.  (b) 


43.  (a)  g(x)  — a — 4 
(d)  3(a)  - 1/(3  + yfr) 
1 ,434  59.  Nada 


61.  Sim 


Exercicios  2.6  □ 


) 


r 1 
\ 

1 

I 

\ 

w - - 

-0,5 


51,  (a)  0 (b)  ± oo  53.  4 
55.  (a)  v*  (b)  i.2 


I.  (a)  Quando  a se  toma  grande,  fix)  tende  a 5. 

(b)  Quando  a se  torna  grande,  porem  negativo,  fix ) tende  a 3. 
3.  (a)  00  (b)  w (c)  (d)  1 (e)  2 

(f ) a — — 1 , a — 2,  y ~ 1 . v — 2 


Exerclcios  2.7  O 


1. 

3. 

5. 


(a) 


fix)  -/( 3) 
a — 3 


(b)  lim 

jc— *3 


fix)  - m 

A - 3 


Irtclinaeao  em  D,  E,  C .4,  B 
(a)  -4  (b)  y = -4a  - 9 (c) 


S 
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7.  v — —:x  + 3 9.  t = —v  + 5 

11.  (a)  —2/ (a  + 3)2  (b)  (i)  <ii)  (in) 

13.  (a)  3 a1  ■-  4 (b)  y = -x  - Ly  ^ 8.x  - 15 

(c)  8 


c / 

15.  (a)  0 (b)  C (c)  Aumentando  a velocidade,  diminuindo 

a velocidade  ou  nenhum  dos  dois  (d)  O carro  parado. 

17.  -24  pes/s  19.  (12 ct  + 6)m/s.  18m/s,  54  m/s.  114  m/s 

21.  ■f  Temperatura 

i (cm  CF) 

k Major  (em  grandeza) 


(b)  O consume  de  combust (vei  e reduzido.  paia  0.05  (gal/h)/(rai/h) 
quando  a velocidade  do  carro  atinge  20  mi/h. 

31 . A taxa  com  que  a temperatura  esta  variando  as  1 0 boras  da  rnanha:  4°  P7 h 
33.  (a)  A taxa  com  que  a solubilidade  do  oxigenio  varia  com  a 
temperatura  da  agua:  (mg/L)/°C 

(b)  S'(  1 6)  = -0.25;  como  a temperatura  aumenta  passados  16  "C.  a 
solubilidade  do  oxigenio  decresce  a uma  txa  de  0,25  (mg/L)./°C. 

35.  Nao  existe 


Exercicios  2.9  □ 

1.  (a)  -2 

(b)  0.8 

(c) 

(d)  -0.5 


....  I — 

3.  (a)  i 3 

: ; ” V 4 

(b)  1 

1 \ 

■ 

(c)  0 

(d)  -4 

(e)  0 

NJ 1 ■ 

/f'i ;■ 

0 1 1 2 Tempo 

(er:t  boras) 

M/ 

i 

X 

23.  (a)  (i)  - 1 .2  cC/h  (ii)  - 1 ,25  °C/h 

(iii)  - 1 ,3  °C/h 

(f)  1 

(g)  1-5 

fl  T 

1 - 

(b)  -■  1 ,9  °C/h 

V 

25.  (a)  (i)  794  mil/ano  (ii)  640  mil/ano  ( 

iii)301  mil/ano 

(b)  4703  mil/ano  (c)  4273  mil/ano 

27.  (a)  (j)  $ 20  75/unidade  (ii)  S 20,05/unidade  (b)  $ 20/unidade 

Exercicios  2.3...D 

1,  A reta  de  (2,/(2))  a (2  + h,f(2  + h)) 

3.  0,  <?r(4),  g’(2),  g'{~  2) 

S ' ...  7.  7;  v = lx  - 12 


v - -2x 


11.  (a)  3296  (b)  3,3  13.  -2  + 8a  15.  5/(a  + 3)z 

17.  -1/  [2  (a  + 2)m  ] 19.  Ax)  = « = 1 ou  fix)  = (1  + a - 0 

21.  fix)  ==  2%  a~  5 ’ 23.  fix ) = cosx  a — it  ou  fix)  - cosOrr  + x),  a-  0 
25."  -2  m/s 

27.  (a)  A taxa  na  qual  o custo  esta  mudando  pela  on^a  de  ouro 
produzida;  dolar  por  onca. 

(b)  Quando  a 800*  onca  de  ouro  for  produzida,  o custo  da  pro- 
ducao  sera  de  $ 17/onca. 

(e)  Decresce  em  um  termo  curto;  decresce  no  longo  temio. 

29.  (a)  A taxa  do  consumo  do  combustfvel  esta  variando  com 
relacao  a velocidade:  (gal/hl/Cmi/h) 


1950  I960  1970  1980  1990 

1963  a 1971 


f'(x)  = e 


19.  (a)  0,  1,2,4  (b)  -1,  -2,  -4  (c)  f’(x)  = 2x 

21.  fix)  = 0,  R,  n 23.  fix')  = -fix,  R,  R 25.  f(x)  - 3x5-3,  R,  R 

27.  g\x)  - l/vTTlx,  [ - 1 , 1 . °°) 

29.  G’U)  = 4/(t  + l)2,  U (-1 , ®),  (-oo,  - })  U (-1 , *) 
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□ CALCULQ 


31.  fix)  = 4x\R,R  33.  (a)  f'(x)  - i + 2fx2 

35.  (a)  A variagao  segundo  a qual  a taxa  de  dcscmprego  esta  varian- 

do.  era  porcentageni  de  desernprego  por  ano. 

(b)  (—  , I'l  \ mvTl 


t 

(/'(/) 

/ ; 

iff) 

1991 

0.70 

! 1996 

0.35 

1992 

0.05 

| 1997  I 

-0,45 

1993 

-0,70  j 

; 1998  j 

-0,35 

1994 

-0,65  ! 

j 1999  | 

—0225 

1995 

-0,35  j 

j 2000  j 

-0.20 

37.  4 (descontinuidade);  8 (bico);  — 1 . .{]  (tangentes  verticals) 

39.  7 


Diferenciavel  em  - 1 : 
nao  diferenciavel  em  0 


f j 

j 

41.  (a)  {a 


fix)  - 

f.1: 

>e  x < 6 
>e  _r  > 6 

i ■ 

r 

0 

6 

ou  fix)  ~ 


45.  (a) 


(b)  Todojc 

(c)  /'<*)  - 2\x\ 


Capitulo  2 Revisao  □ 

Testes  Falso-Verdadeiro 

I.  Falso  3.  Verdadeiro  5.  Falso  7.  Verdadeiro  9.  Verdadeiro 

II.  Falso  13.  Verdadeiro  15.  Verdadeiro  17.  Falso 


{ vj ) 0 (b)  Em  0 e 3 (c) 


33.  U 37.  (a)  -8  (b)  v = -8.r  + .17 

39.  (a)  (i)  3 m/s  (ii)  2 ,75  m/s  (iii)  2.625  m/s 

(iv)  2.525  m/s  (b)  2,5  m/s  ^ n 

41.  (a)  10  (b)  v — ! Ox  - 1 6 (c)  j j ] 

__  I I ^ J t ^ 


43.  (a)  A taxa  segundo  a qual  o custo  varia  ern  relayao  a taxa  de 
juros;  do! ares/{ percent uais  por  ano). 

(b)  Passados  10%  a taxa  de  juros  cresce,  o custo  e crescents  a uma 
taxa  de  $ 1 .20Q/(porcentuais  por  ano). 

(c)  Sempre  positivo. 


i V ■ 

1 

I 

1 

\ 

\ 

f\ 

f\ 

\ i 
\ / 

0 S x 

\ 

\ 

V" 

| 

1 

47.  (a)  fix)  — — ; (3  — 5-y)”1/2  (b)  ( — oo.|  j,  ( — x-_ •• ) 


49.  4 (descontinuidade),  —1  (bico),  2 (descontinuidade), 

5 (tangente  vertical) 

51.  A taxa  corn  a qual  o valor  total  da  moeda  none- americ ana  em 
circulagao  esta  variando  em  bilhoes  de  dolares  por  ano;  S 21 .95  bi- 
lhdes/ano.  53.  () 

Probiemas  Quentes  □ 

M 3.-4  5.1  7.  a — | ± l %/5  9l 

11.  (b)  Sim  (c)  Sim;  nao 

33.  (a)  0 (b)  1 (c)  fix)  ~ x2  + l 


Exerctcios 

1.  (a)  (i)  3 (ii)  0 (iii)  Nao  existe  (iv)  2 (v)  ® 
(vi)  — oo  (vii)  4 (viii)  - 1 (b)  y — 4.  y — - I 

(c)  x = 0,  x — 2 (d)  “3,0, 2, 4 

3.1  5.  | 7.3  9.  co  11.  -|  13.-1 

15.0  17.  - \ 19.  | 21.0 

23.  x « 0,  y = 0 25.  1 

31.  (a)  (i)  3 (ii)  0 (iii)  Nao  existe  (iv)  0 (v)  0 


Capitulo  3 
Exerctcios  3.1  □ 

1.  (a)  Veja  a Definigao  do  Ntimero  e (pagina  189) 
(b)  0,99,  1 ,03;  2,7  < e < 2,8 
3.  / '(jc)  = 0 5.  f(x)  = 5 7.  f(x)  = 2 

9.  f‘(t)  « r 11.  v'  - T.r"5  13.  V'( r)  « t 


3-  f'(x)  = 0 

9./'(o-F 

15.  Y’(t)  = -54/ 
19.  F'ix)  = 4 x 


7.  fix)  = 2x  + 3 
13.  V'(r)  4 -nr2 

17.  G’(x)  - J/(2vx)  - 
21.  g 'ix)  — 2x  - (2/xy) 
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A6J 


23. 

v'  = 

j'/x  + (2/\/-v) 

-3/(2xA/ 

4 

' 25.  y’  = 0 ■ 

Exercicios  3.2  2 

27. 

vf  = 

lax  + b 

29.  v'  = 2t  + 3f[4tttf?) 

1.  v ’ — 5.v‘f  + 3.\-  * 4 

- 2 a 

3.  f'(x)  — xix  + 2)e 

31. 

z'  = 

-lOA/y”  + Be- 

33. 

f u)  = 

e*  -5 

5.  >•'  — (.y  --  2)e*/x 

7.  g’(x)  = 5/(2.v  + i V 

35. 

45.\'i 

•'  - 1 5.v2 

37. 

► 3 

39.  y = 2.v  + 2 

9.  V'(-v)  = 14V  - 4.V 

...  6 

41. 

y = 

3.r  1 

11.  /-  ! y)  = 5+1 4/i'“ 

+ 9/y' 

43. 

(a) 

50 

13.  y'  = 2/(1  - /)/(3f 

: - 2 1 + 

)f 

15.  / = (f  - 2)e'  17.  / = 2v  - 1 Nv 

19.  >■'  = -(4V  + 2,t)/(.r1  + .r  + I Y 

21.  f'(x)  = 2 cx/ix2  + r:)2  23.  y = \x  + \ 

25.  y = 2.r 

27.  (a)  y “ \x  + ! (b)  l(5 


29.  (a)  e'(.Y  - 3.x)/y 

31.  (a)  -16  (b)  -f  (c)  20  33.  7 

35.  (a)  0 (b)  37.  (a)  v' - jtg'(jr)  + g(x) 

(b)  y’  = [#(.*)  - .v<?'(A-)]/[gCr)]J  (c)  y’  = [xg’lx)  - g(x)\/x2 


45.  {-2,  21),  (1.-6) 

49.  (±2.4)  51,  y — j.Y  — \ 


39.  S 1 .627  bilhoes/ano 

41.  Dois.  (—2  ± v3.(l  + v/3)/2)  43.  (c)  3eix 


Exerci'cios  3.3  □ 


1.  (a)  2?  - 10  (b)  —4  pes/s  (c)  t = 5 (d)  t > 5 

(e)  34  pes  (f)  Veja  o grafico  r~;g 

a direita.  .v=-4 


i ■-  5, 
s=  — !3 


/-  0, 
12 


3.  (a)  3r  — 24/  + 36  (b)  -9  pes/s  (c)  t ~ 2.6 


(d)  0 s ? < 2 j > 6 (e)  96  pes 

(f ) (f ) veja  o grafico  a direita.  , - 

s = 32 


5.  (a)  (1  - r)/(?3  + l)2  (b) 

(d)  0 t < 1 (e)  fy  pes 

(f ) Veja  o grafico  a direita. 


i - 6. 

s = 0 

t = 0, 

s = 0 


C 


o 


3-v;:32 


-■p  pes/s  (c)  t — .1 


f-  8, 


s =*  0 


o i 

7.  r — 4 s 9.  (a)  5,02  m/s  (b)  Vl7  m/s 

II.  (a)  30  mm3/ mm;  a taxa  segundo  a qual  a area  cresce  em 
relacao  ao  comprimento  do  )ado  quando  x atinge  15  mm. 


(b)  AA  «=  2x  Ax 
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13.  (a)  (i)  5tt  (ii)  457 r (iii)  4,1  rr 

(b)  4 t t (c)  A.4  ~ 2 -nr  Ar 

15.  (a)  877  pe2/pe  (b)  16;rpe-7pe 

(c)  2477  pe-Vpe,  A taxa  aumenta  quando  o raio  cresce 

17.  (a)  6 kg/m  (b)  12  kg/m  (c)  1 8 kg/m;  no  extreme  direi- 

to;  no  extreme  esquerdo 

19.  (a)  4,75  A (b)  5 A;  / = \ s 

21.  (a)  dVfdP  = -C/P2  (b)  No  inicio 

23.  (a)  16  milhoes/ano;  78,5  milhoes/ano 

(b)  Pi  t)  — ar  + hr  + ct  + d,  onde  a ~ 0,00129371 , 
b ~ -7,061422,  c a 12.822.979,  e rfa  -7.743.771 

(c)  P'(t)  = 3«r  + 26/  + c 

(d)  14,48  milhoes/ano;  75.29  milhoes/ano 

(e)  8 1 ,62  milhoes/ano 

25.  (a)  a1k/{aki  T l)2  (c)  Tende  a a mols/L 

(d)  Tende  a 0 (e)  A reacao  virtualmente  para 

27.  (a)  0,926  cm/s;  0,694  cm/s;  0 

(b)  0;  — 92,6  (em/s)/cm;  —.185,2  (cm/s)/cm 

(e)  No  centro;  na  aresta 

29.  (a)  C'(jc)  - 3 + 0,02.x:  + 0 ,0006.x 2 

(b)  $ 1 1/ano,  a taxa  segundo  a qual  o custo  varia  quando  o cen- 
tesimo  par  de  jeans  esta  sendo  produzido;  o custo  de  101s  par. 

(c)  $ 1 1 ,07/par 

31.  (a)  [xp'ix)  — p(x)]/x2:  a media  da  produtjvjdade  cresce 

quando  novos  trabalhos  sao  adteionados 

33.  -0.2436  K/min 

35.  (a)  0 e 0 (b)  C = 0 

(c)  (0. 0),  (500.  50);  e possivel  para  as  especies  coexistirem 

Exerdcios  3.4  □ 

1.  /(x)  - 1 — 3 cos  x 3.  y'  = cos  x + 10  seclx 
5.  g’(t)  3/2  cos  t - C sen/ 

7.  h'(6)  = - cossec  9 cotg  9 e'd  (cotg  9 ~ cossec'T) 

, cos  x + x sen  x „ secOtgO 

"•  y = 11.  j (0)  = - t 

cos'x  (l+secO)" 

13.  y'  (x  cos  x — 2 sen  x)/x 2 15.  y'~  sec  9 sec2  6 + tg'0 

21.  v - 2.x  + 1 - W 23.  y = x + 1 
25.  (a)  v = -X  (b) 


27.  (a)  2 - cosseclx  29.  (2n  + l>rr  ±4  it.  n e urn  inteiro 
31.  (a)  8 cos  / (b)  4^/3,  — 4;  a esquerda  33.  5 pe/rad 

35.  3 37.  3 39.  sen  1 41.  | 43.  \ 

45.  (a)  sec2*  — l/cosz.r  (b)  secx  tg  x — (senx.l/coslx 
(c)  cosx  - senx  = (cotg*-  l)/cossecx  47.  1 


Exerdcios  3.5 

1 . 4 cos  4x 
5.  evy(2  v'x  ) 


3.  - 20  x(  1 -x2)9 


7.  /• '(x)  ~ /(x  ' + 4x)6(3x2  4-  4)  [ou  7xh(x2  + 4)6(3x"  + 4)} 
2 -f  3.v*  , 


9.  F’(x)  = 


4(1  + 2.x  + v"  i 


11.  efii)  = - — 

(/"+!)" 

15.  yf  — —me"""1' 


13.  y'  = --  3x 2 sen  [a  ' + x')  15.  yf  — —me"""1' 

17.  g’(x)  = 4(1  + 4x)J(3  + x - x=)v(  1 7 + 9.x 2 lx2) 

19.  v'  = 8(2*  - 5)?(8x2  - 5)-4(— 4x2  + 30*  - 5) 

21.  y’  — e : (1  — 2.x2)  23.  y'  = (cos  x ~ x sen  x)e' 

25.  F’(z)  = l/[(z ~ 1 )in(z  + If2]  27.  y'  = (r  + l)-« 

29.  yf  — —sen* sec 2 (cos*)  31.  y'  = 2s” “(tt  In  2)  cosit* 

33.  y'  = —32  cos*  sen*  (1  + cos  lx)5 

35.  v'  = 4 seclx  tg  * 37.  y'  =*  -2  cos  0 cotg  (sen  9)  cossecTsen  6) 

39.  y'  - [l  -1-  i/(2v4)i/(2\/v  + y/x) 

41.  y'  = cos(tg  y'sen  x )(secVsen  *)[  1/(2  yAen  x)](cos  x) 

43.  y = 20.x  + 1 45.  y = -*  + tt 

47.  (a)  v — s*  + 1 (b)  3 

, 


49.  (a)  - \/(x\\  - *2) 

51.  ((rr/2)  + 2nrr.  3),  {(3tt/2)  + 2mr,  - 1 be  um  inteiro 
53.  28  55.  (a)  30  (b)  36 

57.  (a)  | (b)  Nao  existe  (c)  —2  59.  — 17 ,4 

61.  (a)  /-  U)  » e'f ’[<■"}  (b)  G'{x)  - ef'x\f’(x) 

63.  (a yf(x)  = 4/x  (b)  g’(x)  = 1/x 

(c)  F’(x)  = 4[L(*)]Vx  (d)  G’lx)  - -1  Lx 

65.  v(t)  = /tt  cost  i On  /)  cm/s 

67.  (a)  dBUh  = ^tt  cos(2tt//5,4)  (b)  0,16 

69.  vit)  — 2e"1S;(277CO.s  2tt/  — 3,5sen27r/) 


K ^ ' 

\ 

vy 

V/ 

71.  (a)  y « 1 00,0.1 2437e  ,t,M55?i'  (b)  -670.63pA 

73.  (b)  Forma  fatorada  77.  (b)  —n  cos"“i*sen[(«  + l)x] 

Exerdcios  3.6  □ 

I.  (a)  y’  ~ — (y  + 2 + 6x)/x 

(b)  y = (4/x)  - 2 - 3x, y'  = -(4/x2)  - 3 

3.  (a)  y'  = — y2/x2  (b)  y = */(*  — l),y'  = — l/(x  — l)3 

5.  Xs'  — -x/y  7.  y'  = — x(3x  + 2y)/(x2  T 8y) 

9.  y'  = (3  - 2*v  - y3)/(x2  + 2xy) 

II.  y'  = (-2 xf  - sen  y)/(2x/y  + x cos  y)  13.  y'  = tg  x tg  y 

15.  y’  ~ (1  - 2x-yet2>)/(x2e-'2>'  - 1) 

17.  V = (4xy\/xy  ~ y)/{*  — 2.x2yxy)  19.  y'  ~ -y/x 

21.  - 23.  ( 1 - 4y!  - 2x;-y  - :x4)/(2x>’3  + 4xJy) 

25.  y = -x  + 2 27.  y = x + i 29.^  y = -|.t+  jf 


James  Stewart 


APEND1CES 


AS? 


31.  (a)  v = lx  - | (b) 


33.  (a)  4 


Oito;  jc  ~ 0.42,1,58 

(b)  y — — -v  + 1 . 
y • \x  + 2 

(c)  1 + V-3/3 


35.  (±|V3,  ±i  37.  (x0x/fl2)  ~ (yoy/b2)  = 1 

41.  y'  ~ l/[2>/x(i  + x)]  43.  y’  — l/yf-x"  — x 

45.  //'(a')  “ 1 + 2x  arctg  jr  47.  /?'(/)  = 0 

49.  y'  = ~ 2e2*!sj\  - e4x 

51.  e‘  ~x7(  1 + a-2)  - 2x  arctg  x 


Exercicios  3.7  □ 

I.  a ~ f,b  — f ,c 

3.  a = acelera^ao,  h - velocidadc,  c = posigao 
5.  /'(a)  = 5a4  + I2x  - 7,  /"(a)  = 20a3  + 12 
7.  y - -2  sen  20, y"  = -4  cos  20 
9.  F'(r)  = — 42(  1 - 7/)5,  /-'"(/)  « 1 .470(  1 - 7/)} 

II . h ' (u)  - -7/(  1 I + 3n)y  /tw<«)  = 42/(  1 + 3m)j 
13.  Mx)  — x/yOc2  + i , h"{x)  — \/{x~  + 1)’  * 

15.  y'  = 2x7{x’  + 1)1,J.  f = 4x/{x3  + 1 )w  - 2x7(x!  + 1 f3 

17.  //’(/}  = 3 sec2  3/,  H"(t)  = 18  sec2  3?  tg  3f 

19.  < fit)  = /V5;(5/  + 3),  #"(0  = tei!(25t2  + 30 / -f  6) 

21.  (a)  /'(a)  = 2 sen  a (cos  a ~ I)  = sett  2a  - 2 sen  a, 
fix)  = 2(cos  2 a - cos  a) 

23.  3 (2a  + 3)- 5/2 


25.  -3  27.  -80  29.  -81/.V  31.  -2x/v5 

33.  nl  35.  2V2'  37.  (-!)"(«  + 2)!/(6x'li:?) 

39.  2:°;sen  2x  41.  9 pes/s;: 


43.  (a)  v(t)  — 60  - 30/  + 36,  a(t)  - 12/  - 30 

(b)  -18  m/s2  (c)  a{ 2)  = -6  m/s%«(3)  = 6 m/s2 

45.  (a)  v{i)  — (it/6)[cos(tt//6)  - sen(7T//6)l 

(b)  — tt2/72)i(  1 + \/'3 ) nt/s2  (c)  a (j)  = -(jc2/36)V2  m/s' 

47.  (a)  / — 0, 2 (b)  j?(0)  — 2 m.  t’(0)  ~ 0 m/s; 

i'(2)  = — 14  m,  t’(2)  =—16  m/s 

49.  (a)  6/  — 24;  —6  m/s2  (b)  40 


(c)  Aumenta  quando  2 < / < 4 ou  / > 6; 

reduz  quando  0 =s  / < 2 ou  4 < / < 6 

51.  (a)  vit)  ~ A tu  cos  at/,  ait)  — —A(o2  sen  ojt 

53.  P(x)  ~ x~  — a + 3 55.  A ~ — . B = — 15 

57.  r = 1,  -6  59.  /"(a)  - txg’i x2)  + 4*V(x2) 

61.  /"(a)  — lvX0"fvA')  - 0'(vA‘)]/(4ava) 

63.  (a)  f(x)  = -(2a  + 1 )/(x2  + a*}2, 

/"(a)  = 2(3a2  + 3x  + l)/(x2  + x)\ 
f"{x)  — ~ 6(4aj  + 6a2  + 4a  + 1 )/ (a 2 + A'}4, 
fix)  = 24  (5  a 4 + 10a3  + ]0x2  + 5a  + 1 )/{x2  + a)5 
(b)  f”}(x)  = (-l)"n![jr“<n+1)  - (x  + l)“‘"+l)] 

65.  fix)  — (a2  + 2x)e\f’(x)  = (a-2  + 4a  + 2)e\ 
fix)  = (A-2  + 6a  + 6)e',f\x)  - (V  + 8x  + 12)c\ 

/5t(.x)  = (a3  + 10a  + 20)e\/"'(x)  = {a:  + 2 nx  + n(n  - l))e’. 


Exercicios  3.8  □ 

1.  A formula  da  diferenciapao  e mais  simples 
3.  fid)  = - tg  0 5.  fix)  - 3/ [(3  a - 1)  In 


7.  /(.r>  = l/[5x#n7> 

11.  F(r) 


9.  /'(a) 


(2  + In  x)/{: 
-2a!  (a2 


6/[(2/  + 1 ) - 12/(3/  - 1 ) 13.  //(a)  = -2a! {a2  - a2) 
f(u)  - ------- ln  2 17.  y'  = (10a  + l)/(5x2  + a - 2) 


25.  fix): 


/*[!  + ln(2w)] 

19.  = -a/ ( 1 + a)  21.  / » 1 + In  a,  v" 

23.  V = 1/(a  ln  10),  y"  = — l/(.v2  In  10) 

2a-  1 - (a~~  I)  ln(x  - 1) 

(a  - 1 )[1  - Inf  a - 1 )]' 

27.  f(x)  = 2xln(]  - a2)  - 2a3/ (1  - a3),(-1,  1) 
31.  a — ex  = e 33.  cos  a + I/a 

1 )s(a  ' 


1/a 

(1 ,1  + e)  U (1  + e,  'x) 

29.  0 


35 


37. 


(2a 

serrx  tg"x 
(a2  + J)a 


2 cots A 


ASS 


CALCULO 


Editora  Thomson 


39.  v'  = x'(  ] 4-  Inx)  41 . y’  - .r"^[(sen  x)ix  + cos  x In  x) 

43.  y'  = (In  xV(  I /In  x + In  In  .-\j  45.  y’  = e\xr  (In  x 4-  ]/*) 

47.  y'  = 2x/(x2  + v2  — 2 y) 

49.  f%x)  - (~J)"1,(n  — " 1 ) !/{x  - ])" 

Exercicios  3,9  □ 

I.  (a)  0 (b)  i 3.  (a)  1 (b)  |(e2  - e 2 ) **  3.62686 

5.  (a)  1 (b)  0 

2 1 . cotgh x — | , sech  x = \,  cosh  x senh x ~ f , cossech x ~ f 
23.  (a)  1 (b)  - 1 (c)  oe  (d)  -co  (e)  (}  (f)  j 

(g)  co  (h)  -oo  (j)  () 

31.  f{x)  - x senh  x + cosh  x 33.  h’(x)  = 2x  cosh(x2) 

35.  G‘(x)  = — (2  senh  jc  )/( 1 4 coshx)2 

37.  h’(t)  =-4/ cossech2 '4  + t2)/f  1 ^ tz  39.  H’ii)  = e!  sech2(e') 
41.  y = 3<?eMh  :u  senh  3.r  43.  / = l/[2yA(l  - x}] 

45.  y’  =senh  !U'/3)  47.  y'  = - l/{xyfx2  + l) 

49.  (a)  0,3572  (b)  70.34° 

51.  (b)  y = 2 senh  3x  — 4 cosh  3x  53.  (ln(l  + %/2  },  s/2) 


Exercicios  3.10  □ 

1.  dVjdt  = 3 x2dx/dt  3.  70  5.  ±f- 

7.  (a)  A altnra  do  aeroplano  e de  1 mi  e sua  velocidade,  500  mi/h, 

(b)  A taxa  segundo  a qual  a distancia  do  aeroplano  a estacao  e 
crescente  quando  este  esta  a 2 mi  da  estacao. 

(c)  , (d)  y2  - x2  + 1 

(e)  250  f 3 mi/h 

9.  (a)  A altura  do  poste  (15  pes),  a ahura  do  homem  (6  pes),  e a 
velocidade  do  homem  (5  pe/s) 

(b)  A taxa  segundo  a qual  o topo  de  sua  sombra  esta  se  movendo 


11.  65  mi/h  13.  837/ v 8.674  ~ 8,99 pe/s  15,  — 1 ,6  cm/min 
17.  yf  ~ 55.4  km/h 

19.  (10.000  + 800 .000 77/9 j ~ 2,89  X 105  cnr/min 

21.  y cm/min  23.  6/(5  it)  ~ 0,38  pe/min  25.  0,3  m Vs 

27.  80  cm/min  29.  0,132  Q/s  31.  y2/5rad/s 

33.  (a)  360jje/s  (b)  04)96  rad/s 

35.  1,650/^/31  - 296  km/h  37.  7 v 15/4  - 6,78  m/s 


Exercicios  3.11  o 

1.  148  °F;  subestimada  3.  22,6%,  242%;  muito  alto:  reta  tan- 
gente  se  encontre  acima  da  curva 
5.  L(x)  — 3x  — 2 7.  L(x)  — ~x  + nil 

9.  VT  x ~ ! |x;  ' 3 


v’0,9  **  0,95, 
v''(T99  - 0,995 


-i 


11.. -1 .204  < x < 0.706  13.  -0.045  < x < 0.055 

.15,  dy  = (4x°  4-  5)  dx  17.  dy  - 1/1  + Jn  x)  dx 


31.  32,08  33.  4,02  35.  1 -tt/90~  0,965 

41.  (a)  270  cm3, 0,01, 1%  (b)  36  crn2,  0,0006.  0,6% 

43.  (a)  84/tt  ~ 27  cm2;  & --  0 01 2 

(b)  1764/  77"  ~ 179  cm  ; V ~ 0.018 

45.  (a)  lirrh  A r (b)  ir(Ar)2/t 

49.  (a)  4,8,  5.2  (b)  Muito  grande 

Capitulo  3 Revisao  □ 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro  3.  Verdadeiro  5.  False  7.  Falso 
9.  Verdadeiro  11.  Verdadeiro  13.  Falso 


Exercicios 

1.  6x(x>  - 3x2  4 5);(2x~  - 3)  3.  I/(2Vx)  - 4/(3^/xT) 

5.  2(2x2  4 1)/Vx2  +T  7.  2 cos  20 

9.  (t2+  i)/(i  - fy  ii.  c"l,v( i./x  + l) 


13.  -(see* VI  - x)/2Vl  - x)  15.  (1  - y4  - 2x>0/{4xy;!  + x2  - 3) 
17.  2 sec  20  (tg  20-  1 )/{]  i tg  2 Of 

19.  ( ! + c?)ea  sen  x 21.  23.  { \ -•  l'p’ 

25.  [2x  ~ y cos(,yv)]/[x  cos(xy)  4 .1 1 27.  2 /[( 1 + 2r)  In  5] 

29.  cot  x - sen  x cos  x 31 . 4x/(  1 + 1 6.r)  + tg  1(4a) 

33.  5 sec  5x  3 5.  -6x  csc2(3x2  4-  5) 

37.  cos  j tg  yl  4 x"  j|  sec  VT+  x ' j 1 3 x~  / j 2 y 1 + xJ  j j 

41  (x  - 2)4(3x;  - 55x  - 52) 

2Vx + T(x  + 3)r 


43.  2r  cosh(.r)  + senh(x{)  45.  3 tgh  3x 

47.  (coshx)/ Vs inhlr  ---•  1 49.  ~47- 

51.  -5x4/y"  55.  y = 2 V3x  4 1 - n V3/3 

57.  y = 2x+l  59.  v = -x  + 2 

61.  (a)  (10  -■  3x)/(2V5  - x)  (b>  y - \x  + ].y  = ~x  + 8 

(«)  ID 


James  Stewart  APENBICES. 


63,  (tt/A,  y/2),  (517/4,  -\!2)  67.  fa)  2 (b)  44 

69.  fix)  '■=  2 xgi-x)  -f  .r?/(  a)  71.  fix)  = 2g(x)g'{x) 

73.  f'{x)  = g'{eJ)ex  75.  fix)  = g’(x)/g(x) 

77.  h'(x)  = (f'(.v)[{y(x)]-  + <?tO[/U)]2  )/[/(*)  + yUjr 
79.  /r(x)  ™ f'igisen  4.r))gi'{sen  4.r)(cos  4.x)(4) 

81.  (-3,0)  83.  v = -h2  + ta- 

SS.  t'f/)  — — Ae~ t: ' [c  cos ( iot  + 5)  -f  cosen(a>/  4-  5)], 

aij)  — Ae~*'\{c%  — of)  cos  (cot  4-  5)  4-  2cwsen(arf  + S)j 

87.  (a)  v(t)  — 3 12  — 12.  a(?)  — 6?  (b)  Para  cima  quando  t > i 

para  baixo  quando  0 t < 2 (c)  23 

89.  4 kg/m  91.  1 cnrp/min  93.  !3pe/s  95.  400  pe/h 

97.  (a)  LOO  = 1 + + 3a-  ~ ] 4-  xt  </1.03  1,01 

(b)  0.23  < x < 0,40 


3 77/2  - 16.7  cm 2 101.  k 


105.  --.r 


Problemas  Quentes  □ 

1.  (±73/2,])  7.  (Oj)  

9.  (a)  47rv3/\; ! i’  rad/s  fb)  40(cos  8 + -y'8  4-  cos2#)  cm 

(c)  — 480ir  sen  0 [ I + cos  0/ VA cos20 ) cm/s 

13.  xT  e (3,  tc), yT  e (2,  A x.v  G (0, f ).  y.v  G ( -5,0) 

15.  (b)  (i)  53°  (ou  127°)  (ii)  63°  (ou  117°) 

17.  R aproxima-se  do  ponto  medio  do  raio  AO.  19.  —sen  a 
21.  2fe  25.  (1,-2),  (-1,0) 

27.  n/29/58  29.  2 + |fTT=  1 1 .204  cm3/min 


Capitulo  4 

Exerci'cios  4.1  O 

L Mmimo  absoluto:  menor  valor  da  funcao  no  dommio  inteiro  da 
funcao;  mmimo  local  em  c:  menor  valor  da  funcao  quando  x 
e stiver  proximo  de  c 

3.  Maximo  absoluto  em  b.  maxi  mo  local  em  bee:  mmimo  abso- 
luto em  d.  mmimo  local  em  d e „v 

5.  Maximo  absoluto  /( 4)  = 4;  mmimo  absoluto /(?)  = 0;  maxi- 
mo  local  /(4)  = 4e  /(6)  = 3;  mmimo  local  /( 2)  = 1 e /(5.)  = 2 

7.  9.  v* 

3 1 A 3 1 j 

4 / \ r 4 A 


13.  (a) 


! \ 

i _1 


15.  Maximo  absoluto  /(l  ) — 5 
17.  Nenhum 

19.  Mmimo  absoluto  /( 0)  — 0 
21.  Maximo  absoluto  /( — 3)  — 9; 
mmimo  absoluto  e local  /( 0)  — 0 
23.  Nenhum 

25.  Maximo  absoluto  e local  f{rrj2)  = /(— 3 iri 2)  — 
mmimo  absoluto  e local  /(3ir/2)  = /(—  tt/2)  “ - 1 
27.  Maximo  absoluto,  /(0)  — 1 
29.  Maximo  absoluto,// 3)  = 2 
31.-5  33.  -4,  2 

35.  0.  (-1  ± V5)/2 
37.  -\  39.  -2,0  41.  0,1,4 

43.  mx  (n  e urn  inteiro)  45.  \/e  47.  /( 0)  — 5,/(2)  - 

49.  /(-.I)  = 8,  ./( 2)  = -19  51.  f{3)  = 66,  f{±l)  = 2 

53.  /(I)  - 5 , /( 0)  = 0 55.  f(4f)  = 2,  /(- 1 ) = - A 

57.  /(w/4)  = V2,/(0)  - 1 59.  /(I)  = l/<?,/(0)  = 0 

61.  /(I)  - l,/(3)  = 3-3  In  3 * -0296 

63.  4-1-)  = - aV  , 

\«  + £/  (£i4-£>)0+’ 

65.  (a)  9,71,  -7,71  (b)  1 ± 32  N 6/9 

67.  (a)  0,32.0  (b)  3 A/ 16.0  69.  3.9665°  C 

71.  Mats  harato,  t ~ 10;  mais  caro,  / = 5,1309 
73.  (a)r=]r0  (b)  a = 4 A (c) 


11. (a)  v* 


Exerci'cios  4.2  U 

1.2  3.  ±l±l 

5.  f nao  e diferenciavel  em  (~1 , 1) 


7.  0.8,3.2,44,6,1 


II.  0 13.  — | ln[(  1 — e'  ”)/6] 

15.  /naoe  diferenciavel  em  1 23.  !6  25.  Nao  31.  Nao 


Exercicios  4.3  □ 

Abreviacoes:  deer.  — decrescente;  cr.  — crescente;  max.  — maxi  mu; 
min.  = minimo;  abs.  = absoluto;  loc.  — local;  CB  = coneavo  para 
baixo;  CC  — eoncavo  para  cima;  PI  — ponto  de  infiexao; 

AH  = assfntota  horizontal;  AV  — assintota  vertical 
1.  (a)  (0. 6).  (8.  9)  (b)  (6,  8)  (c)  (2, 4).  (7,  9) 

(d)  (0,2),  (4,  7)  (e)  (2,  3),  (4,43),  (7,4) 

3.  (a)  Teste  C/D  (b)  Teste  da  Concavidade 
(c)  Determine  os  pontos  em  cjue  a concavidade  varia. 

5.  (a)  Cr.  em  ( 1 , 5);  deer,  em  (0,  1}  e (5.  6) 

(b)  Max.  loc.  em  x ~ 5,  min.  loc.  em  x — 1 


(b)  max.  loc.  /(— 2)  =17;  min.  loc.  /( 2)  = — 15 

(c)  CC  em  (0, »);  CB  em  (-»,  0);  PI  (0,  1) 

13.  (a)  Cr.  em  (-1 , 0),  (1 , <»);  deer,  em  (-<»,  -1).  (0,  ]) 

(b)  Max.  loc.; /(0)  ~ 3,  min.  loc.  /(±1)  = 2 

(c)  CC  em  (-«,  ~ 75/3),  ( 75/3 , oo); 

CB  em  (—73/3, 73/3):  PI  | *75/3,—  ] 

15.  (a)  Cr.em  (tt/3,  5-77/3), (7 -73/ 3 . 3 77); deer. em(0,  77/3),  (5  77/3,  7tt/3) 

(b)  Max.  loc. /(5 77/3)  = 5 77/0  + y3; 

min.  loc.  /( 77/ 3)  = tt/3  — 73, /(7 tt/3)  = 7tt/3  — v3 

(c)  CC  em  (0,  77),  (2 77,  3tt);  CB  em  (7 r.  2t7):  PI  (tt.  tt).  (2tt.  2tt) 

17.  (a)  Cr.  em  (—  1 , «=);  deer,  em  (—00.  --  l ) 

(b)  Min.  loc.  /(—  .1)  = -J  je 

(c)  CC  em  (-2,w);  CB  em  (-«,  -2);  PI  (~2,  -2c"2) 

19.  (a)  Cr.  em  (0,  e2);  deer,  em  (<r,  oc) 

(b)  Max.  loc.  fie2}  — 2/c 

(c)  CC  em  (e8/3, 00);  CB  em  (0.  cs/3);  PI  (em,  \e  '4/5) 

21.  Max.  loc.  /(—I)  --  7;  min.  loc.  /(I)  — ™ 1 

23.  Max.  loc.  /(f)  = f 

25.  (a)  /tern  um  maximo  local  em  2 

(b)  / possui  uma  tangente  horizontal  em  6 


27. 

f 

/' 

/ \ 

1 

31.  (a)  Cr 

. em  (0.  2),  (4, 6). 

deer,  em  (2 

:,4),(6,  8) 

(b)  Max.  loc.  em  x ~ 2, 6: 
min.  loc.  em  .v  = 4,  8 

(c)  CC  em  (3.  6),  (6.  sc); 

CB  em  (0,  3) 

(d)  3 (e)  Veja  o grdfico  a direita. 

33.  (a)  Cr.  em  (~<x>,  — 1),  (2,  «=); 
deer,  em  (—3.2) 

(b)  Max.  loc.  /(—  .!)  — 7; 
min.  loc.  /( 2)  — -20 

(c)  CC  em  d,  *):  CB  em  (-«,*); 

pi  (1,-7) 

(d)  Veja  o grdfico  a direita. 


35.  (a)  Cr.  em  (— v'3,0),(v'3,«!); 
deer,  em  (-sc.  —73).  (0,  75) 

(b)  Min.  loc.  /(±75)  = —9; 
max.  loc.  /(())  = 0 

(c)  CB  em  (—  1 , I); 

CC  em  (-»,  - 1),  (U); 

PI  (±1,-5) 

(d)  Veja  o grdfico  a direita. 


37.  (a)  Cr.  em  (— 00,  — I),  (l,oo); 
deer,  em  (—  I,  1) 

(b)  Max.  3oc./i(~  I)  = 5; 
min.  loc.  hi}  ) ~ 1 

(c)  CB  em  (-00,  1//2 ),  (().  1/75); 
CC  em  (- 1/72. 0).  (]/v'2.  sc); 

PI  (0,3),  (±1/72, 3 + 1 75) 

(d)  Veja  o grdfico  a direita. 


39.  (a)  Cr.  em  (-2,  00);  deer,  em  (-3,  -2) 

(b)  Min.  Joe.  A{~ 2)  = -2 

(c)  CC  em  (-3.  so); 

(d)  Veja  o grdfico  a direita. 


41.  (a)  Cr.  em  (-1,  00); 
deer,  em  (—00 , — J. ) 

(b)  Min.  loc.  C(— 1)  — -3; 

(c)  CC  em  (-so.  0).  (2,  00); 

CB  em  (0,  2);  PI  (0, 0/(2, 6 75) 

(d)  Veja  o grdfico  a direita. 
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43.  fa)  Cr.  em  (0.  ,1/3)  ( n _ i : deer. 

. . 1'  5 3 j 

em  (k/3.  k).  ( 2x  I 
l 3 j 

(b)  Max.  loc . /(k/3)  -/(5k/3)  - 3/2, 
mm.  loc . /{ Jr.)  = -3 

(c)  Sejam  a ~ cos" 1 ( ( 1 + v33 )/8 j , 
p = cos"1  ({1  - v33)/8). 


^ \ 
IP  \ 


/ IP 


fP\  /.IP 

V. 

fir,  - .}) 


v,  = — ( l+y/33  )e  v,  = — (l 
16 V ; 16' 


VJ 


CCem  (0,a), 


(A,  2k  -/l),  (2k  - «,  2k); 

CB  em  (cr,/?),  (2k  - /?,  2k  - a); 


PI  (a-,  Vj),  (/?,  Vo),  (2k  -/?,  v2),  (2k  - a,  y,); 
(d)  Veja  o grafico  a direita. 


45.  (a)  AV  y ~ .1 ; AH  x = -1,  x - 1 

(b)  Cr.  em  (-*>,  -1),  (-1 , 0); 
deer,  em  (0,  1).  (1 . °°) 

(c)  Max.  loc., AO)  = 0 

(d)  CCem  (-»,  -1),  (1,  »); 

CB  em  (-1 , 1) 

(e)  Veja  o grafico  a direita. 


47.  (a)  AH  y - 0 

(b)  Deer,  em  (— °°,  oo) 

(c)  Nenhum 

(d)  CC  em  (~oc.  oo) 

(e)  Veja  o grafico  a direita. 


49.  (a)  AV  x = 0,x  ~ e (b)  Deer,  em  (0.  e)  (c)  Nenhum 

(d)  CC  em  (0,  1 );  CB  em  (1 , e);  PI  (1 . 0) 

(e)  Veja  o grafico  abaixo. 


51.  (a)  AH  v = 1 , AV  jc  ~ - 1 

(b)  Cr.  em  (— oo,  — } ) s ( — l . oo) 

(c)  Nenhum 

<d)  CCem  (— »,  1),{  1.  \ 

CB  em  (—  1, co);  PI  (—1, 1/e2) 
(e)  Veja  o grafico  a direita. 


53.  (a)  Max.  loc.  e abs.  /(I)  — 
(b)  i(3 -JT1) 


55.  (b)  CC  em  (0,94,  2,57),  (3,71, 5,35); 


CB  em  (0;  0,94),  (237;  3,71),  (5,35;  2k); 

PI  (0,94;  0,44),  (237;  A) ,63)  (3,71 ; -0,63),  (5,35;  0,44) 
57.  CB  em  0,1);  CC  em  (0,1 , ®) 

59,  K( 3)  - K{ 2);  CB  61.  Quando  t « 7,94 
63.  f(x)  ~ \{2x'  + 3x"  - 12x  + 7) 


Exefcicios  4.4  z 


1.  (a)  Indeterminado  (b)  0 (c)  0 

(d)  oo,  -x,  ou  naoexiste  (e)  Indeterminado 
3.  (a)  —oo  (b)  Indeterminado  (c)  oc-  5.-2  7.  I 

9.  -oo  I'l.oo  13.  p/q  15.0  17.-oo  19.  In ! 

21.  - 23.  » 25.  1 27.  1 29.  0 31.  1 33.  -1/jr 

35.  | a(a  ~ !)  37.  0 39.  3 41.  0 43.  -2k  45.  0 47.  j 

49.  oo  51.  3 53.  tr’  55.  ei  57.  1 59.  3/e  61.  f-y fe 

63.  5 65.  i 71.  j<i  73.  56  77.  (a)  0 


Exerdcios  4,5  □ 


Abreviacoes:  AO  — assmtota  oblfqua;  ini . = intercepto. 


1.  A.  §3  B.  int.  v 0;  int.  jc  0 
C.  Em  torno  de  (0,  0)  D,  Nenhum 
E.  Cr. em  (—oo,  »:■)  F.  Nenhum 

G.  CC  em  (0,  oo);  CB  em  ( ~ oo.  ()); 

PI  (0, 0) 

H . Veja  o grafico  a direita. 


3.  A.  R B.  int.  y 2;  int.  x 2,  |(7  ± 3 v 5 ).  C.  Nenhum 
D.  Nenhum  E.  Cr,  em  (1 , 5);  deer,  em  (-oo,  j).  (5,  oo) 

F.  Min.  loc.  /(I)  — —5;  max.  loc.  /(5)  — 27 

G.  CC  em  (-*>,  3);  CB  em  (3. »);  pi  (3, 11) 


H.  Veja  o grafico  a direita. 

4 

\ 

0 

II.  -5) 

\ x 

5.  A.  R B.  int.  y 0;  int.  x — 4,  0 
C.  Nenhum  D.  Nenhum  1 

E.  Cr.  em  (—3,  oc);  deer,  em  (— oc,  —3)  j 

F.  Mm.loc./(-3)  = -27  ! 

G.  CC  em  (-00,-2),  (0,  oo); 

! 

CB  em  (-2, 0);  PI  (0, 0),  (-2,  -16) 
H.  Veja  o grafico  a direita. 

XT 

0 -v 

7.  A.  U B.  int,  y 1 
C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (-»,  0),  ( 1 , oo);  deer,  em  (0,  1 ) 

F.  Max.  loc. 7(0)  = I;  Mm.  loc.  f[l)  = -2 

G.  CCem(3/9/4,cc);CBem  I — oo,  1/4/4  ); 
Pl(lM/?.l-9/f2</l6)| 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


(0.  1) 
X 

\j 

f 

1 

\ ! 

H 

-IP 

i 

i 

\ 

V 

] 

l 

1 

1 , -2) 

9.  A.  {x\x  1}  B.  int. y 0;  int.  x 0 

C.  Nenhum  D.  AV  x = 1 , AH  y = 1 

E.  Deer. em  (~*f  i),(i,oc)  F.  Nenhum 

G.  CC  em  ( 1 . CB  em  (~°q,  1) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


f 

i 
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II.  A.  {x I x # ±3}  B.  int.  v 

C.  Em  torno  do  eixo  y 

D.  AV  x = ±3,  AH  v = 0 

E.  Cr.  em  (~»,  -3),  (-3. 0); 
deer,  era  (0,  3),  (3.  o°) 

F.  Max.  loc. /(())  - -I 

G.  CC  em  (~«,  -3),(3t°°); 

CB  em  (-3,  3) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


13.  A.  iR  B.  int.  y 0;  int.  x 0 
C.  Em  tomo  de  (0. 0)  D.  AH  y ~ 0 

E.  Cr.  era  ( — 3, 3); 

deer,  em  (-«>,  -3),  (3,») 

F.  Mm.  loc.  /(— 3)  — — 
max.  loc.  /( 3)  — 

G.  CC  era  ( - 3 73 , 0).  (3  yX  °°); 

CB  em  (-oo,  -373),  (0, 373); 

PI  (0,  0),  (±373.  ±v'3/12) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


(■"3.  ) I 


15.  A.  0)  U (0,  00)  B.  int.  x 1 
C.  Nenhum  D.  AH  y = 0 AV  x ~ 0 
FA  Cr.  em  (0,  2);  deer,  em  (-«•,  0).  (2,  00) 

F.  Max.  loc./(2)  * 1/4; 

G.  CC  em  (3,  »);  CB  em  H»,  0),  (0,  3) 

PI  (3,  2/9): 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


(2.*X3.|) 


17.  A.  [R  B.  int.  y 1,  infix:  0 
C.  Em  torno  do  eixo  y D.  AH  v ~ 

E.  Cr.  em  (0,  0=);  deer,  em  {-00,  0), 

F.  Min.  loc. /((.))  = 0 

G.  CCemH,  l);CBem(-°o,-l)>(l,«); 
PI  (±1.  i/4) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


I /<>•?) 


(0,0)  x 


19.  A.  (-03,5]  B.  int.  y 0;  int.  x 0,  5 
C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (— »,  f);  deer,  em  ( j,  5)  . 

F.  Max.  loc./(10/3)  — yVl5 

G.  CB  em  (-oo,5) 

H.  Veja  0 grafico  a direita.  x 


no  10*  !5) 
v l \"f  ’ 9 ! 


21.  A.  U B.  int.  v I 
C.  Nenhum  D.  AH  y = 0 

E.  Deer,  em  (-»,“) 

F.  Nenhum  G.  CC  em  (“*.  *) 
H.  Veja  o grafico  a direita. 


23.  A.  iii  B.  int.  v 0,  Lot.  x = 0 

C.  Em  torno  da  origem 

D.  AH  y = ±1  E.  Cr.  era  (--x. 

F.  Nenhum 

G.  CC  em  (-=,  {});  DB  em  (0.  x); 
PI  (0,0) 

H.  Veja  o grafico  it  direita. 

25.  A.  {.v  j | jc  | =£  1 , x "A  ()}  ==  [ — 1 


. 0)  U (0, 


B.  infix  ± 1 C.  Em  ton 

D.  AV  x » 0 

E.  Deer,  era  ( ---  ] , 0).  (0.  1) 

F.  Nenhum 

G.  CC  em  ( — 1 , - 72/3 }.  ( 


C.  Em  torno  de  (0.  0) 


G.  CC  em  (-  1 . - 72/3).  (0, 72/3); 

CB  em  ("-72/3, 0),  (72/3.  l); 

PI  ( ± v'2,/3 , ±1/75) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 

27.  A.  R B.  int.  y 0;  int.  .r  ± 373 
C.  Em  torno  da  origem  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (-<»,  -1),  (1 , K);  deer,  em  (--1 , 1), 

F.  Max.  ioc./(~i)  = 2;  min.  loc. /(I)  = -2 

G.  CC  em  (0,  »);  CB  em  (-00,  ()); 

PI  (0. 0) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


29.  A.  R B.  int.  v 0;  int.  x — 1 , 0 
C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (-<»,  ~ : }.  ((),  x);  deer,  em  (-  \ , 0) 

F.  Max.  loc.  /(  - 3)  — 
min.  loc.  /(())  = 0 

G.  CB  em  (— oo,  ()).  (0, 00) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


31.  A.  R B.  int.  v 0;  int.  x mr  (n  inteiro) 

C.  Em  torno  da  origem,  periodo  2 77 

D.  Nenhuma 

E.  Cr.  em  (2/nr  - tt/2.  2mr  + tt/2); 
deer,  em  (2mr  + tt/2.  Inn  + 3it/2) 

F.  Max.  loc. /( 2n7r  + tt/2)  - 2;  j 

Min.  loc.  /T2/nr  + 3 tt/2)  ~ —2  — 

G.  CC  em  ((2 n - 1)tt,  2/nr; 

CB  em  (2/771,  (2/i  + 1 )tt);  , 

PI  (/nr.  0) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


(-1,-2) 


33.  A.  (-tt/2,  tt/2) 

B.  int.  v 0;  int.  x 0 

C.  Em  torno  do  eixo  y 

D.  AV  x = ± tt/2 

E.  Cr.  em  (0,  tt/2); 
deer,  em  (—77/2,0) 

F.  Min.  loc.  /(0)  = 0 

G.  CC  em  { — tt/2,  tt/2) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 
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35.  A.  (0,3 it)  C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (rr/3,  5 77/3).  (7 it/ 3,  3rr);  deer,  era  (0,  tt/ 3),  (5  tt/3 . 7 rr/3} 

F.  Mm.  loc.  /('ir/3)  = (ir/6)  - {(73), 


/(?tr/3)  = (7ir/6)  - {(73/2); 
max.  loc.  /(5-Tr/3)  = (5tt/6)  + {7.3 

G.  CC  em  (0,  it),  (2rr,  3 it); 

CB  em  (tt,  2 nr): 

PI  (tt,  tt!  2),  (2tt.  tt) 

H.  Veja  c>  grafico  a direita. 


37.  A.  R B.  int.  y 0;  int.  .v  mr 
C.  Em  tome  de  (0. 0).  periodo  2 tt 

E.  Cr.  em  (-tt,  — 2ir/3),  (2tt/3,  tt);  deer,  em  ( 

F.  Max.  loc./(-2“/3)  = |73; 
min.  loc./(2W3)  = - 4 73 


G.  CC  em  (— a,0),  (a,  tt) 
Quando  cos  a = 4; 

CB  em  ( tt.  ~a),  (0,  a); 
PI  quando  x — 0.  ±ce,  ± tt 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


D.  Nenhum 


39.  A.  Todos  os  rears,  exceto  (2 n + I )tt  (n  inteiro) 

B.  int.  v 0,  int.  x 2nir 

C.  Em  torno  da  or i gene  periodo  2tt 

D.  AV  x - (2 n + I )tt  E.  Cr.  em  ((2 n ~ 1 )-rr,  (2 n + 1 )rr) 

F.  Nenhum  G.  CC  em  (2/rrr,  (2 n +1 }—):  CB  em  ((2/7  - I )ir,  Inir): 


Pi  (2 rift,  0) 


E.  Cr.  em  R F.  Nenhum 
G.  CC  em  (-*,());  CB  em  (0,  «=); 

PI  (0.  •()  H.  Veja  o grafico  a direita. 

43.  A.  (0,*)  B.  int.x  I 
C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  (1/e,  »);  deer,  em  (0.  1/e) 

F.  Mm.  loc.  /(1/e)  •-=  -1/e 

G.  CCem(0,°°) 

H.  Veja  o gnifieo  a direita. 


45.  A.  U B.  int.  v 0;  int.  x 0 
C.  Nenhum  D.  AH  y — 0 

E.  Cr.  em  (-00, 1);  deer,  em  (1,=») 

F.  Max.  loc.  /(I)  — 1/e 

G.  CC  em  (2, » ) ; CB  em  (-«>,  2); 
PI  (2. 2/e2) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


47.  A.  Todos  .Y  em  (2n~x,  (2 n + ] )tr ) in  inteiro)  B.  inf.  x 2 htt  + ttC 
C.  Periodo  2 it  D.  AV  x ~ trrr  E.  Cr.  em  (2/rrr,  -rr/2  + 2/nr); 

deer,  em  (rr/2  + 2/nr.  (2 n + l )tr)  F.  Max.  loc.. /(rr/2  + 2 /nr)  = 0 

G.  CB  em  ((2/nr.  (2»  + 1 )tt)  H.  Vela  o grafico  abaixo. 


rm 


Y7" 


49.  A.  R B.  int.  y 0;  int.jeO  C.  Em  tonio  de  (0. 0)  D.  AH  y 

E.  Cr.  em  (- 1/75,  1/75);  deer,  em  (-«,  - 1/75),  (i/Tl 

F.  Min.  ioc.  /(-  1/72)  « - \!42e;  max.  loc.  ./(l/\'2)  = 

G.  CC  em  (-73/2, 0),  (7375,  w);  CB  em  (-«,  - v 3/2  ).  (0, 
PI  (±.73/2,  ±T372e-”/2),(0,0) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


51.  A.  U B.  int.  v2 
1 


= 0 
*)  _ 

I /72c 

73/2) 


E.  Cr.  em  j — In  — ,<*  ] . deer,  em  | -<»,  ~ in  - 
5 3' 


C.  Nenhum  D.  Nenhum 

I 


F.  Min.  loc.  f [ I jn  oc 


G.  CC  em  (-«-%  °o) 

53. 


TMif 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


1 -V1 
\ 

1 

l 

\ 

\ 

\ 

\ 

/ 

/ 

V 

\ 

l{)  2) 

mini  mo 
local 

0 

55.  v = \ - 1 57.  >'=s2x-2  59.  A.  (-*,  4)  U ({.») 

B . int. >■  1 ; int. x — ( 5 ± Tl7  j C.  Nenhum 


D.  AV  x = 1/2;  AI  y = -x  + 2 

E.  Deer,  em  (-»,  1/2),  (1/2,  00) 

F.  Nenhum 


G.CCemf-.oc 

\ , CB  em 

1 

00  — 

2 

l 

?2  , 

H.  Veja  o grafico  a direita. 

61.  A.  {x  j x ri  0}  B.  Nenhum 
C.  Em  tomo  de  (0, 0)  D.  AV  x ~ 0;  AO  v 

E.  Cr.  em  (-«,  -2),  (2, «); 
deer,  cm  (—2,0),  (0,  2) 

F.  Max.  loc.  f(~-2)  - -4; 
min.  loc.  /( 2)  — 4 

G.  CC  em  (0,  <»);  CB  em  (-».  0) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


\ 

l 

0 

' 

V = -T  + 2\ 

63.  A.  R B.  int.y  1 , int.  x-  1 

C.  Nenhum 

/!>m 

D.  Al  v ~2x+  1 E.  Cr.  em  (-». 

00)  F.  Nenhum 

G.CCem(-oo,-73),(0,^); 

(0, 1) 

J 

CB  em  (- v3 , 0), ( 73 , ) ; 

PI  (±73,  .1  ± -73  V (0,1) 
\ 2 J 



0 

— • v ^ 2x  + 1 

H.  Veja  0 grafico  a direita. 

y = x+\,. 

s 

s 

/ y 

yy 

/ 

s'  X 

l ...  x Z. 

/ 

: - 2 

0/  / 

/ 

69.  AV  x — 0,  assintotico  a y — x3 

V* 

' I / l! 


Exercfcios  4.6  □ 

1.  Cr.  em  (0.92. 2,5),  (25%,  *);  deer,  em  (-»,  0.92),  (2,5,  2,58); 
Max.  loc./(2,5)  * 4;  mfn.  3oc./(0,92)  a 5,12;/2,58)==  3,998; 
CC  em  (-so,  1 ,46),  (2,54.  »);  CB  em  ( 1 ,46,  2,54); 

PI  (1 ,46,  -3 ,40),  (2,54,  3,999) 


/ 

II.  Cr.  em  (-|V2,|  V2):  deer,  em  |-2 
max.  / (4/2)=  4,5;  mm.  /|~|^/2|  = - 
CC  em  (-3, 0);  CB  em  (0, 3);  PI  (0, 0) 


3.  Cr.  em  (1,5,30); 
deer,  em  (— «>,  1,5); 
min.  /(1,5)  —1,9; 

CC  em  (-.1,2, 4,2); 

CB  em(-*,-l,2),(4,2,*); 
PI  (-1,2,0).  (4,2,0) 


5.  Cr.  em  (-00,  -1,7),  (-1,7,0,24),  (0,24, 1); 
deer,  em  (1,2,46),  (2,46,0°);  loc.  max. /(I)  — — j; 

CC  em  (-00,  -1 ,7),  (-02)06, 0224),  (2,46, «); 

CB  em  (-1,7,  -0306),  (0,24,  2,46);  PI  (-0,506,  -0.192) 

3 


13.  (a) 


(b)  o +f(x)  =_0 

(e)  Mfn.  loc. /(1/Ve)  = -l/(2e); 

CB  em  (0,  <rV2); 

CC  em  (e'm, 00) 

15.  Max.  loc.  /(— 5,6)  *»  0,018, /(0, 82) 
/(5,2)  «=  0.0145:  mfn.  /( 3)  = 0 


7.  Cr.  em  (-.1 ,49,  -1 ,07),  (2,89, 4); 
deer,  em  (-4,  -.1 ,49),  (-1 .07,  2.89); 

Mix.  loc. /-1 ,07)  ~ 8,79, 

min.  loc. /—1 ,49)  a 8,75,/(2.89)  « -9,99; 

CC  em  C4.~128).(  1,28.4);  CB  em  (-128.  128): 
PI  (-1 28, 8,77),  (-1 28,-1 ,48) 


. 

k 

. V..V 

9.  Cr.  em  (—30, 0),  (] , 00);  deer,  em  (O,  | );  max.  loc.  /( 0) 
mfn.  loc.  f(\)  = - ~ - 10,1;  CC  em  (|,  00);  CB  em  ( 

wa.-f  j 
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17.  fix) 


x(x  + 1 Ha"  + 18x2  — 44a  — 16) 
' (x  - 2)?{a  : 'tF‘ 


(x  + l)(Tf>  + 36-v ' + 6x"  628a J + 684x3  + 672x  + 64) 


CC  era  ( 35.3:  -5,0).  (- 1 - -05),  ( -0.1 , 2).  (2. 4),  (4,  »); 

CB  em  (-cc,  -35 3),  (-5 ,0,-1);  (-05,  -0.1);  PI  (-35,3;  -0,015) 

(-5,0,  -0,005),  (-  1 , 0),  (-0,5, 0,00001),  (-0.1 , 0,0000066) 

19.  Cr.  em  (0, 1 ,3),  {tt,  4,6),  (2rr , 7,8); 

deer,  em  (1.3.  ir),  (4.6, 2rr).  (7,8.  3tt); 

max.  loc./UJ)  - 0,6,  /(4,6)  = 0,21, /(7 ,8)  ~ 0,13; 


mm.loc.  /(tt)  ~ f (2 tt)  = 0; 


CC  em  (0, 0,6),  (2,1 . 3,8).  (5,4,  7,0),  (8,6,  3 f: 

CB  em  (0,6, 2,1),  (3,8, 5,4),  (7,0, 8,6);  PI  (0,6,025),  (2.1,031), 
(3,8.0.10),  (5,4,0  J 3),  (7,0.0,061),  (8,6,0,065) 

0,75 


21 . Cr.  em  (-•*>,  0),  (0.  »);  CC  em  (-»,  -0,4),  (0,  0,4); 
CB  em  (-0,4, 0),  (0,4,  «e);  PI  (±0.4,  ±0,8) 


i 


/T 

(b)  lim.v_o*  x1'*  ~ 0, 

lim, x1/A  — I 

(c)  Max.  valor 
/(<?)  = eii{ 

8 (d)  PI  em  a «*  058,4,37 


25.  Max.  /(0,59)  *•  L/(0,68)  ~ 1,/(1,96)  « I; 


27.  Para  c 5*  0,  nao  ha  PI  e somente  ura  ponto  extreme,  a origem.  Pa 
c < 0.  ha  urn  ponto  maximo  na  origem.  dots  pontos  mmimos.e  dois  P 
que  se  movem  para  baixo  e se  afastam  da  origem  quando  c -»  -=c. 


> i \ V\ 

/ / / 3 
//  ///; 

J/)f\ 

v m.-- 

...1 

\ ' / ! 
V''  J 

29.  Nao  ha  maximo  nem  mfnimo.  independentemente  do  valor  di 
c.  Para  c < 0,  ha  uma  assfntota  vertical  em  a = 0, 
fix)  = oo,  e lim  ,,/(.x)  = I. 
c — 0 e urn  valor  de  transi$So  no  qua!  fix)  = 1 para  x # 0. 

Para  c > 0.  lim,_*0 /(a)  — 0,  lim. *....,  ±* /(a)  = 1 . e ha  dois  Pis,  qt 
se  afastam  do  eixo  y quando  c.  oo. 


■ 

0.5 

7^5 

31.  Para  c > 0,  os  valores  maximo  e mfnimo  sao  sempre  ±|,  ma 
os  pontos  extremos  e os  Pis  movern-se  cada  vez  para  mais  perto  c 
eixo  y quando  c cresce.  c ~ 0 e um  valor  de  transicao:  quando  c 
for  substituido  por  -c.  a curva  sera  refletida  no  eixo  a. 

0.5  — 


33.  Para  | c j < 1 o grafico  tem  maximo  e mfnimo  local;  mas  pa 
| c 1 5=  1 nao.  A funqao  cresce  para  c 3=  1 e decresce  em  c *£  — 
Quando  c move-se,  os  pontos  de  inflexao  movern-se  verticalmente,  m 
nao  horizontalmente.  jo  ,:  = 3 c = i 
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Exercicios  4.7  D 

1.  (a)  11,12  (b)  1 1 .5  11  j 3.  (a)  10, 10 

5.  25  m por  25  m 


(c)  A = xy  (d)  5x  + 2y  = 750  (e)  A(x)  = 375.x  - 

(f)  14.062,5  pc2 

9.  i .000  pes  por  1.500  pes  11.  4.000  cm3  13.  $ 19.1,28 
15.  (~if  rf?)  17.  j 19.  Quadrado,  lado  V2  r 

21.  L/2,231/4  23.  Base  V3  , altura  3 r/2 

25.  4nr  7(3^3)  27.  nr"  fi  + J5 ) 29.  24  cm,  36  cm 

31.  (a)  Use  todo  o arame  para  o qudrado 

(b)  4oV3/(9  + 4 VS)  ni  para  o quadrado 

33.  Altura  = raio  = yfVfn  cm  35.  V7  ~2xR?:!(9  V3) 

39.  (a)  | s2  cossec  9 (cossec  0 - V3  cotg  9)  (b)  cos"1  (I/V 3)«  55° 

(c)  6.v[/j  + a7(2/v2)]  41.  Rerna  diretamenie  para  B 

43.  i0  >/3/(!  + 73)  pes  da  fonte  mais  forte  45.  (nM  + }yr:yri 
49.  9,35  m 53.  x - 6 pol  55.  jt/6 

57.  A distancia  de  5-2  v5  de  A 59.  (L  + Wf/2 

61.  (a)  Em  tomo  de  5,1  km  de  B 

(b)  C esteja  proximo  de  B:  C esta  proximo  de  D: 

W/L  = 725  + x2fx,  onde  x ~ \BC\ 

(c)  ~ 1 ,07;  nenhuni  valor  (d)  741  /4  «*  1 ,6 


Exercicios  4.8  □ 

1.  (a)  C(0)  representa  o custo  fixo,  exposto  mesmo  quando 
nada  e produzido. 

(b)  O custo  marginal  e mfnimo  la. 


3.  $ 1 7,40/unidade;  o custo  de  produzir  as  1.001  primeiras 
unidades  gira  em  tomo  de  S 17,40. 

5.  (a)  $ 1 .340.000;  S 1 .340  unidade;  S 2.300/unklade 
(b)  200  (c)  $ 700/unidade 

7.  (a)  $ 342.491:  $ 342/unidade;  S 390/unidade 
(b)  400  (c)  $ 320/unidade 

9.  (a)  cf.y)  = 3.7006c  + 5 - OXMx  + 0,0003x7  C{x)  = 5 - OjO&r  + OJOOOftr 

(b)  Entre  208  e 209  unidades  (c)  c(209)  ~ $ 27,45/unidade 

(d)  $ 3,22/unidade 

11.  400  13.  672  15.  100 

17.  (a)  Em  tomo  de  200  jardas  (b)  1 92  jardas 

19.  (a)  ;Xa-)=19-t4_x  (b)  $ 92)0 

21.  (a)  p(x)  — 550  — -jlj.r  (b)  S 175  (c)  $ 100  21.200 

Exercicios  4.9  □ 

I.  (a)j£*«23,J£9s:  3 (b)Nao  3.  5.1.1797  7.2,1148  9. -1,25 

II.  3,10723251  13.  2224745  15.  0.876726 

17.  0,724492;  1 220744  19.  0520269 

21.  0,641714 

23.  -1,39194691. 1.07739428.2.71987822 

25.  -J ,9780668 1 ; -0,82646233 

27.  -051031 156, 1 ,19843871  29.  (b)  31,622777 

35.  (a)  -0,455, 6,810, 0,645  (b)/6,810)~  -1.949,07 

37.(0,904557.1,855277)  39.  1128  pe  41.  0,76286% 


Exercicios  4.10  □ 

1.  F(x)  = 2r’  - 4.r  + 3,x  + C 3.  Fix)  = x - { xA  + f x6  ~ f x*  + C 
5.  Fix)  = 4U'4  - 4r™  + C 7.  Fix)  - 4xm  - 4 a + C 
9.  F (x)  — — 5/  (4:x  ) + C j se  x < 0; 


11.  Fiu)  a |hj  - 61F1'"  + C 
15.  Fix)  = ,r  + 5 sen ‘2  + C 
19.  x*  + x4  + Cx  + D 
23.  ef  + \Cr  + Dt  + E 
27.  4x*°  + 22-  + 4 29.  2 

33.  2x4  + }jr  + 5.x2  - 22x  + 
37.  .r"  - 2.x4  + 9-x  + 9 
41.  - In  x + (In  2)x  - In  2 
47. 


13.  67(0)  = sen  0 + 5 cos  0 + C 
17.  Fix)  = x5  ~ j-.x*  + 4 
21.  7-U  +Cv  + D 

25.  x ~ 3x2  + 8 

sen  t + tg  t + 4 - 223  31 . 2 ln(-r)  + 7 

"r  35.  - sen  0 - cos  0 + 50  + 4 
39.  x~  - cos  x - \ 71  x 

43.  10  45.  b 
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51. 


v r\ 

/ \ r\f 

/ \j  v 


53. 


/ //-\\\-/  i i|i 
///~\\\-/  i ih 

/ / /—\\  \ — ! I I ! 
/ / /~-\  \ V— / / I I 


H- 

H.--/  / f 1 
\-/ji  i I 
/ 1 1 

2 -f  V //— w \—/  I I i 


59,  .s(f)  — .1  — cun  / ~ sen/  61.  ,v{/)  — J/ ’ — /*  + 3/  4-  1 

63.  sit)  — -- 10  sen  / - 3 cos  t + (6/  ttU  -r  3 

65.  la)  .*10  — 450  - 4,9/ : < b>  v45Q/4,9  9.58  s 

(c)  • 9,8/450/4^9  «-  -93,9  in  A (d)  Em.  tomp.de  9,09  s - 

69.  225  pes  71 . $ 742,08  73.  if  _ j s 75.  M . 5 .87  pes/s2 

77.  62500  km/h2 « 4,82m/s3  79.  (a)  22,9125  mi ' 

(b)  21 ,675  mi  (c)  30  mm  33  s (d)  55 ,425  mi 


Capitulo  4 Revisao  n 
Testes  Falso- Verdadeiro 

I.  Falso  3.  Falso  5.  Verdadei.ro  7.  Falso  1.  Verdadeiro 

II.  Verdadeiro  13.  Falso  15.  Verdadeiro  17.  Verdadeiro 


Exercicsos 

1.  Min.  abs. 7(0)  = 10;  max.  loc.  e abs.  /(3)  = 64 
3.  Max.  ahs./(0)  = 0;  man.  loc.  e abs./T—l)  - - 1 
5.  Max.  abs.  /Tir)  = it;  min.  abs.  /(0)  = 0;  max,  loc. 
Tt-tr/3)  = (tt/3)  + fv3 ; min.  \oc.fl2it/3)  = (2tt/3)  -4  /3  ; 

7.  tt  9.  8 11.  0 13.  | 

15.  17. 


19.  A.  iR  B.int.r-2 
C.Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Deer,  em  «) 

F.  Nenhum 

G.  CC  em  (-as,  0); 

CB  em(0,*);FI(02) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


21.  A.  I?  B.  int.  v 0;  int.x  0,1 
C.  Nenhum  D.  Nenhum 

E.  Cr.  em  { 4 , oo)?  deer,  em  (-«>,  ); 

F.  Min.  Ioc-A'a)  “ - 

G.  CC  em  (-*>,£),  (1T»); 

CB  em  (4  , 1);  PI(4 , jg):  ( 1 , 0) 

FI.  Veja  o grafico  a direita. 


23.  A.  {x\  x * 03}  B . Nenhum 

C.  Nenhum 

D.  AH  v - 0;  AV  jr  = 0,  x - 3 

E.  Deer,  em  (-»,  0),  (0,1),  (3,  w); 
cr.  em  (1,3) 

F.  Mfn.  loc.  „ 4. 

G. CC  em  (0,3),  (3, «);  CB  em  (~»,  0) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


25.  A.  {x\x#  -8}  B.  int.  v 0;  int.  v 0 

C.  Nenhum 

D.  AV  x = -8;  AO  v = - 8 

E.  Cr.  em  (-«>,  -16),  (0,  *>); 
deer,  era  (-16,  -8),  (-8, 0) 

F.  mix.  100.^-16)  = -32; 

min.  loc. 7(0)  = 0 

G.  CC  em  (-8,  ®);  CB  em  (-«=,-8) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


27.  A.  [-2,  <») 

B.  int.  v0;  int.  .r  -2,0 

C. Nenhum  D. Nenhum 

Cr.em  (-~,«j).decr.em  (~2,-y) 
min.  loc./ (-4)=  -4  V6/9 

G.  CC  em  (-2.  *) 

H.  Veja  o grafico  a direita. 


29.  A.  R B . int.  y -2  C.  Em  tomo  do  eixo  v,  periodo  2tt 

D.  Nenhum  E.  Cr.  em  (2/nr,  (2 n + 1 jut),  n e um  inteiro 
deer,  em  (2n  - lj-rr,  (2/nr) 

F.  Max.  loc./((2n  + 1 )ix)  = 2;  min.  Ioc./(2mr)  = -2 

G.  CC  em  (2/nr  - (tt/3),  2mr  + (tt/3)); 

CB  em.  (2mr  + (tt/3),  2trn  + (5tr/3));  PI  (2mr  ± (tt/3),, -4.) 

FI. 


T'i".  : 
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31.  A.  (.v|!.v^  W ■-  -■ 

|t/  B.  Nenhum'  C ’Em  tomo  de  (0. 0) 

D.  .AH  y = 0 

E.  Deer.  era(-».  »)  +_ 

F.  Nenhum  1 

G. CCem  (],«); 

CB  em(-«>,~l) 

H.  Veja  o grafieo  a direita. 

33.  A.  R B.  int.y  2 \ ‘ 

C.  Nenhum  D.  Nenhum  \ 

E.  Cr.emfi  In  3.  *);  \ 

decr.em  Jn3) 

F.  Min.  loc.  /({  In  3)  - 3iM  + 3’:V4 

G.  CC  em  (-«,  «)  

H.  Veja  o grafieo  a direita.  0 

• 35.  Cr. em  ( - S .0),(0, /3 ); 

deer,  em  (-«>,  — V3),(  V3T  °°); 

Max.  loc  /(V 3)  = |V3  , 

Min.  loc /(—s/3)  - -f /3  ; ”5 

CC  em(-v6,0),(v6,  *0; 

CB  em  (-«>,  — s/6),(0, ^6) ; - 


37. Cr.  em  ( - 0.23 ,0),( 1 ,62.  x):  deer,  em  (-»,  — 0^23),(0,  1 .62); 
max.  loc/(0)  = 2; min. loc /(-0,23)~  1,96,  /'( J ,62)«  -19.2; 
CC  em  (-«,  -0J2),(1 24,  *>;  CB  em  (-0,12. 1 24) 

PI(~0,12,  1 ,98),(L24.  -12,1) 

15  2 5 


(±0,82.  0.22); 


v -/  3 e "l 


41.  Max.  em  x = 0,  min.  em  x « ± 0,87,  PI  em  x = ± 0.52 
39.  Para  C > -1 ,/ e periodica  com  periodo  2 it  e tern  maximo 
local  em  2mrr  + tr/2,  n e um  inteiro.  Para  C =5  -1,/nao  tem  grafieo. 
Para  -1  < C < I,/ tem  asslntotas  verticals.  Para  C > 1 ,/e  con- 
tlnua  em  R,  Quando  C cresce,/ move-se  para  cima,  e suas 
oscilacoes  tomam-se  menos  pronunciadas. 

49.  (a)  0 (b)  CC  em  M 53.  3/3  r2 

55.  4/y3  cm  de  7)  57.  L~C  59.  $ 11 30 

61.1297383  63.1,16718557  65.  fix)  f x7‘2  - 5v4"5  + C 

/(x)  = c -4vx  + C 69. //)  = /'+  3 cos / + 2 


71.  /{.n  = /r 
fc) 


..v3  + 4;v4  + 2.r  + J 73.  (b)  0.1  c - cos  x + 0.9 


75.  Nao  77.(b)  Em  tornode  83  pol  por2  no! 

(c)  20/V3  pol,20  x/2/3  pol  1 ^ 1 

79.  (a)  20/2 * 28  pes  (b)  - = — onde  k 6 

a constante  de  proporcionalidade  dt  +1.600]  “ 

Problemas  Quentes  □ 

7.  (-2. 4),  (2,  -4)  9.  (m/2  m74)  1 1 . -3 3 < « < -23 

.13.  (a)  xKx  + 1)  (b)  | 15.  a « <?* 

19.  (a)  T.  - D/c, , /;  = (2A  sec  0)  ,/q  + (D  - 2/?  tg  0)/c, , 

7)  - /4/C  + trie, 

(c)c,  - 3,85  kim/s  , c2  - 7.66  krn/s,  h = 0.42  km 
23.  3/(s/2  —I)—  II 4h 


Caprtuio  5 

Exercicios  5.1  □ 

1.  (a)  40,52 

V. , 


(b)  43,2,  492 

3.  (a)  — subestimado 


(b)  superestimado 


v 

' 

1.5- 

-# 

V-444-H t-L 

J 

1.0 

- 

* : 

I 

Wttttt 

..  \ J 1 ! 

j 

j 

0 

12  3 4 

X 

not H 

,,±! 


...... 

L 

— 

Wa 

! 

1 

* 

*3 

8 

8? 

M 

1 

If 

is 

3 

4 

.X 

5.  (a)  8,  6,875 


: y 

1 

‘ 

1 J 

| 

t 

0 

} 

L 
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(b)  5.  5.375 


[ 7 

1 — if 


(c)  5.75.5.9375  

/ .. 

f "o  ^ ^ O 

(d)  m6  I L J L.J L J 

I.  1 ,9835,  1 ,9982,  1 ,9993, 2 

9.  (a)  Escjuerda:  4.5148. 4.6165, 4,6366;  direita:  4,8148, 4,7165. 4.6966 

II. 34,7  pes,  44,8  pes  13. 63,2  L,  70  L 15. 155  pes 
17.  lim  y Vl+is i7«.(15M) 


in  V*  MT  -.  Ht 

19.  lim,,.*.  2 ^ 2it  cos2«'  2« 

/«/ 

21.  A regiao  sobre  o grafico  de  v = tg  x de  0 a tt/4. 
23.  (a)  limn^S*5  (b)  tf(n  + l)W  + 2n~  1) 


25. sen  6,  1 

Exerci'cios  5.2  □ 


(b)n*(w  + l)W  + 2n~  1)  (c)  f 

32 


1.0. 25 

A soma  de  Riemann  •, 

representa  a soma  das  — - ► 

areas  dos  dois  retangulos 
acima  do  eixo  x menos  a 

soma  das  areas  dos  ires  ■ ■ ^ 

retangulos  abaixo  do  eixo  x. 

3.-0,856759  ] 

A soma  de  Riemann  j i 

representa  a soma  das  of  l ’ 7 

areas  de  dois  retangulos  j [j],'' 

acima  do  eixo  x menos  a ~i  j / 

soma  das  areas  dos  tres  | / 

retangulos  abaixo  do  eixo  x,  ^ 

5.  (a)  4 (b)6  (c)  10  7.-475,-85  9.124,1644  11.03084 

13. 0. 30843908. 0.30981629. 031015563 

15.  " | ^ Os  valores  de  Rn  aparentani  estar 

— J — ” proximos  de  2. 


n 

R„ 

5 

1 .933766 

10 

1,983524 

50 

1 ,999342 

100 

1 ,999836 

25.3,75 

29, 

lim 

V*  2 + 4 i/n 

31.  lim  1 

)*  (sen 

5ni  a 

1 rf  1 +{2+4  v. 

0 « 3 

n - n 

33. (a) 4 

(b) 

10 

(c)  -3  (d) 

2 35.-1  37. 

3 + Ik 

39.  25 

41. 

43. 3 

45.  5 - e' 

47. 

j:i  fix) 

49. 122 

55. 

dxtx  1 

57.  jl  < rwi  tg 

x dx 

A 53 

59.  Ossf 

xe~x 

dx  s 2/e  67. 

f x4  c/x 

69.1 

Exercicios  5.3  □ 

1.  O processo  nao  da  o mesmo  que  o 
outro.  Veja  o Teorema  Fundamental 
do  Calculo. 

3.  (a)  0&2,  5, 7,  3 

(b)  (0,  3) 

(c)  z = 3 


<d)  4- 


'('TT'" 


5. 

- / 

V ^ 1 

/ 

V 

/ 

0 

1 .V  f 

(a),  (b)  x2 


7.  g'(x)  = v 1 + 2x  9.  g'(y)  = y~~  sen  y 11.  F'ix)  = -cos(z 

13.  h'(x)  = -arctg  (l/x)/x~  15.  v'  = —pi  17.  v'  = — 

19.  #4  21.  138  23.|  25.  1 27.  Nao  existe 


29  Jf  31.1 

37.  it  39.  e2  - 1 

47.  3,75 


33.  Nao  existe  35.  In  3 
41.  10.7  43.  45.  2 


fax  + x2  dx  21.  42  23.  i 


49.  g'(X)  = 4 

51.  y'  = 3x7'2  sen(x3)  - (sen  yfx)!{2$fx)  53.  5257  55.  29 

57.  (a)  - 2 4n  ,\/4n  - 2,  n e um  inteiro  > 0 

(b)  (0 ,1 ) , (-  J~4n  ~~\ , -5*4n  - 3),e(54n-l,  54n  + 1), 

/i  e um  inteiro  > 0 (c)  0,74 

59.  (a)  Max.  loc.  em  1 e 5; 

Min.  loc.  era  3 e 7 ,1  ^ f 

(b)  9 1^2  4/  V «/ 

(c)  (4,2),(4.6),(8.9)  of"" 

(d)  Veja  o grafico  a direita.  _ji  \ / \ j 


61.J  67.  /(z)  = x3A  « = 9 

69.  (b)  Gasto  medio  sobre  [0,  /];  gasto  medio  minimizado. 

Exerci'cios  5.4  0 

5.  4xM  + C 7.  |i4  + 3x2  + x + C 

9.  2?-r  +|r  ~\t4  +C  11.4 x-4x?* + jx2 + C 
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i':r:  13.  sec  x + C 


15.  + c 


17.  18  19.  -2+  1/e 

21.  52  23.  if  25.  • f 27.  § 29.  275 

31.  8 33.  I+tt/4  35  Jf  37.  i-7+e~4 

39.  -3,5  41.  0,1 ,32;  0,84  43.  f 

45.  O aumento  do  peso  da  crianea  (em  libras)  entre  as  idades  de  5 a 
10  anos. 

47.  Numeros  de  galoes  de  oleo  derramados  nas  duas  primeiras  horas. 
49.  Aumento  no  rendimento  quando  a produ?ao  estiver  crescendo  de 
1 .000  a 5.000  unidades. 

51.  Newton-metro  (ou  joules)  53.  (a)  ~4ni  (b)  4-m 
55.  v(t)  ~ \r  +4/  + 5 m/s  (b)  4.164m  57.  46  |kg 

59.  1 ,4  mi  61.  $ 58.000  63.  (b)  Mais  de  40%; % " 


Exercictos  5.5  □ 

1 . 2 sen  3x  + C 
5.  —1/(1  + 2x  Y + C 

9.  f (3.x  - 2)21  + C 

13.  — f In  |5  - 3.x)  + C 

17.  -±(4 -tf  2 +C 

21.  } (In  xf  + C 

25.  4 sen ! 0 + C 

29.  l(i  + z3f*  + C 

33.  - 1 (cotg  x)'A  + C 3 

37.  4 secJ  x + C 

41.  tg-,x  + 4 In  (1  + x2)  + C 

43.  4 (x  + 2)1'4  - § (:x  4 2)m  + C 

45.  —d ~ + C 

6(3 -2jc  + 1)' 


3.  | (.r  + 1 f:Z  + C 
7 * | (x:  + 3)'  + C 

U-  2V1  + .V  + 2.V2  +C 
15.  —=L - + C 

N(2v+])J 

19.  -4-COS  IT t + C 
23.  2 sen  ft  + C 
27.  |(1  + e*f2+C 
31.  In  In  xj  + C 
35.  In  sen  x\  + C 


[3c(o  + 1)] 


47.  4 sen4*  + C 


/ V 

7 

49.0  51.  f-  53.4  55.0 

57.  e-yfe  59.1  61.3  63.  jf  65 

67.  Nao  existe  69.  4(2^2  -l)tr  71.  73  _I 

73.  6ir  75.  Ttxlas  as  tres  areas  sao  equivalentes. 

77.  -Ml  - cos  M)  L 79.  5 85.  tt3/4 


Exercicios  5.6 1 


Capltulo  5 Revlsao  □ 

Testes  Falso-Verdadelro 

1.  Verdadeiro  3.  Verdadeiro  5.  Faiso  7.  Verdadeiro 

9.  Verdadeiro  11.  Faiso  13.  Faiso 


Exercicios 

1.  (a)  8 (b)  5,7 


3.  f + tt/4  5.  3 7.  f—  c,  f - b , fj  /■(/)  dt  = « 

9.37  11.&  13.-76  15.41  17.  Nao  existe 

i9. 4-senl  21.  (l/ir)(e- - I)  23.  In2-f 

25.  77  ~4jr  + c 27.  f 1 /(2ir)]senJ  vt  + C 

29.  2ev3'  + C 31.-4  [ in(cos  x)f  + C 

33.  4 in  { 1 + x4 ) + c 35.  In  1 1 + sec  0 1 + C 37.  2 

39.  274  + sen  * + C__  41.  f 43.  f (x)  = + / 

45.  g\ x)  - 3x5  /7l  + 7 47.  7 - (27  - /*  )/(2x) 

49.  4 * r’  V*2  + 3 dx  *-473  55.  1 . 1 1 

57.  Ndmero.de  barris  de  petroleo  consumido  desde  1B  de  Janeiro  de 

2000  ate  l9  de  Janeiro  de  2003. 

59.  72.400  61.  F{x)  — [5  f sen  (/2)  dt 

63.  c ~ 1,62  65.  eli(  1 + 2x)/(l  - e ') 

Problemas  Quentes  □ 

1-  tt/2  5.-1  7.7  9.  [-1,2] 

11.  (a)  in  - 1 )n/2 

(b)  i|bj(2*  - tbj  -•  1)  - Ji«l{2<r  - Jo]  - 1) 

13.  fix)  « Lvou/f.v)  = 0 17.  2(72  ~ 1)  19.  \ 


Capitulo  6 


1.  (b)  0,405 


-Janies  Stewart  APENDiCES 


AS1 


31.  0,6407 
37.  1 2 \!6  -9 
41.  (a)CarroA 
de  urn  minute 
43.  24  03/5 
49.  0 < m < 1 : rn 

Exerci'cios  6.2  □ 

1.  fr/5 


3,  rr/2 


5.  8tt 


7.  377710 


9.  64tt/15 


33.  ±1.02;  2.70  3?.  ±0.86.  0:  0.40 

39.  117/ pes 

(b)  A distancia  na  qual  A esta  na  frente  de  B depois 

(c)  Carro  A (d)  i ~ 2.2  min 

45.  •!  47.  ±6 

~ In  m — .1 


17.  297r/30 


19.  -!1  21.  it/10  23.  it/2  25.  7ir/15  27.  5-77/14 

29.  1377/30  3\.Tij  (i  - tg3x)2  dx  33.  tt£  V ~(]  - senx)2]nb 

35.  -<2)f  -UTA  -(-2 )?}dy 

37.  0,0,747;  0,132  39. 

41.  Solicit) obtido pela  rotacao da regiao cos 77/2 
em  torno  do  eixo  x. 

43.  Solido  obtido  pela  rotacao  da  regiao  / -=  x /,  0 =£  y 1 em 
torno  do  eixo  y. 

45.  1.1 10  cm?  47.  irr'h/3  49.  Txh-\r  - (A/3)J 
51.  2b2hi3  53.  10  cm!  55.  24  57.  2 59.  3 

61.  (a)  8 77  A*  I .p//-’  - / dy  (b)  IrdrR  63.  (b)  Ttrh 

65.  j^irr  ’ 67.  8j  dy 


Exerci'cios  6.3  □ 


1.  Circunferencia  — 2 irx,  altura  — x(x  --  l)3:  tt/15 


11.  768W7  13.  250-rr/3  15.  17^/6  13.  67ir/6 

19.  24ir  21.Jj22 -fr{x+ 1) 

23.  f 2 tt  x In  x dx  {sen  (irx/2)  -jr*J  tit 

25.  J'  2 tt (4  - y) ^Jseny  dy  27.  1 ,142 

29.  Solido  obtido  pela  rotagao  da  regiao  0 =£  y ss  0 x =£  3 em 
torno  do  eixo  y. 

31.  Solido  obtido  pela  rotagao  da  regiao  Jimitada  por  (i)  x - 1 - y\ 
;t  = 0 e y ~ 0 ou  (ii)  x = v2,  x = 1 e y - 0 em  tomo  da  reta  y = 3. 

33.  0,1,32;  4,05  35.  ^ir3  37.  81-rr/lO 

39.  8ir(3  - In  4)  41.  4rr/3  43-4^  45.  ±irr2h 

Exercicios  6.1  □ 

1.  7.200  J 3.  9 pes-lb  5.  180  J 7.  -Upes-lb 
9.  ~ = 1 ,04  J 11.  10,8  cm  13.  (a)  625  pes-lb  (b)  if£pes-!b 
15.  650.000  pes-lb  17.  3.857  J 19.  2.450  J 
21.  * 1,06  x 106  J 23.  « 5,8  x 103  pes-lb 
25.  2,0  m 29.  Gm^Jilia)  - {Mb)] 


Exercs'eios  6.5  □ 

l-  * 3.  2/tt  5.  (1  -<r25)/10  7.  2/(5tt) 

9-  (a)  1 (b)  2,4  (c)  > j 

11.  (a)  4/~  (b)  ~ 1,24,2,81 

(C)  j 


15.  38  j 17.  (50  + 28/tt)  °F  ~ 59  °F 

19.  6 kg/m  21.  5/(4tt)=5  0,4  L 

Capi'tulo  6 Revisao  □ 

Exercicios 

1-  -f  3.  c 5.  4+4/tt  7.  64ir/15  9.  1.656tt/5 

11  * f + A2)*1  13.  f'  TT  (( 1 - x3 )J  - ( 1 - x2)2  ] tix 

15.  (a)2ir/15  (b)  tt/6  (c)  8 it/ 15 

17.  (a)  0,38  (b)  0,87 

19.  Solido  obtido  pela  rotagao  da  regiao  0 =£  v ^ cos  x, 

0 x =5  tt/2  em  torno  do  eixo  y. 

21.  Solido  obtido  pela  rotagao  da  regiao,  no  primeiro  quadrante, 
limitada  por  x = 4 - y:  e os  eixos  em  tomo  do  eixo  x. 

23.  36  25.  125  ^3/3  m*  27.  3,2  J' 

29.  (a)  8 .OOOrr/3  » 8.378  pes-lb  (b)  2,1  pes  31.  f(x) 

Problemas  Quentes  □ 

1-  (a)/(r)  = 3r  (b)  f{x)  = yflxlxt  3.  ~ 

5.  (a)  0,2261  (c)  0,6736  m 

(d)  (i)  1/(1 05-rr)  = 0,003  pol/s  (ii)  370ir/3  s ~ 6,5  min 

9-  y » f x2  11.  (a)  V = £* dy 

(c)  /(>’)  - yjkA/(7iC)  yi;4.  Vantagens;  as  mareas  sobre  o container 
estao  igualmente  espagadas. 

13.  B = 164 


Capitulo  7 


Exerctcios  7.1  □ 

1 * j x4n  x - 4 x“  + C 3.  x x seB  + ^cos  5x  + C 

=>.  2 (r  ~ 2W*  + C 7.  - 1 costtx  + Arx  seirrrx  + -%x2  cos^x  + C 

71  ^ 7t" 

9*  ~(2x  + 1)  In  (2x  + 1)  - x + C H-  /arctg4t  - 4]n  (1  + 16r)  + C 
13.  x (In  xf  ~ 2r  In  + 2x  + C 15.  ±ew{2  sen  30  -3  cos  30)  + C 
17.  v cosh  y — senh  y + c 19.  tt/3  21.  i_i]n2 

23.  i _ l e-2  25.  (tt  + 6 - 3^3 )/6 

27.  sen  x (In  sen  x - !)  + C 29.  \ x(cos  In  x + sen  In  x)  + C 

31.  y(ln2)'  -§In2  + ^ 33.  2 (sen  -Jx  - \fx  cosVx)  + C 

35.  _ i — tt/4 


James  Stewart  APENDiCES 


A83 


(a  sen  rrx)/ it  + (cos  ttx)/tt2 


39.  |2.v  + ik>‘  + C 


//A  I 


Exercidos  7.3 

1 . v .r!  - 9/  (9a)  + C 3.  { (a"  - 1 8W.r  + 9 + C 

5.  tt/24  + v3/8  - 4 7.  - ^25  - a2/ (25a)  + C 

9.  In  { Va2  + 16+  a)  + C 11 . 1 sen  (2a)  + 4 a V 1 - 4x:  + C 

13.  | sec '(x/3)  -V?^9/(2x2)  + C. 

15.  (xf\>a2  - x2 ) - sen 7 ( x/g)  + C 17.  \/x2  - 1 + C 

19.  ln|(vl  + x2  - 1)/  aI  + Jl  '+  x2  + C 23.  tar 

23.  f sen  -1  ((  a - 2)/3)  + 4 ( x - 2)  VsTZtTa7  + C 

25.  1 In  | 3.V  + I + % 9.v-  + 6a  - 8 j + C 

27.  4 [tg"! (a  + 1 ) + (a  + 1 )/(a2  + 2a  + 2)]  + C 

29.  fseiTV  + A a2  >/TT7  + C 33.  1(^48  - sen  -‘7) 

37. Gill. 2, 2,10  39.  + jirV’2  - /Aarcsen  (r/R)  57.  IxtRr 


41 . (b)  - i cos  x sen3  a + 1 x - ~ sen  2a  + C 

43.  (b)  | , i|  49.  A[(ln  x)3  - 3(ln  a)3  + 6 In  a - 6]  + C 

51.  22-15  e-2  53.1,0475,2,8731,2,1828  55.  4-8/t r 


57.  2xte 


59.  §In3-f 


61.  2 - e ’{f  + 2t  + 2)  m 


Exerclcios  7.2  u 

I.  4 COS5 A - 4 cos 'A  + C 
5.  ~ sen 5 a - |sen7x  + ~sen9A  + C 

II.  |0  + 2 senO  + ^sen  20  + C 

15.  (|  cos3a  -- 1 cos  a)  Vcos  a + C 

17.  4 cos 'a  - In  [cos  a|  + C 

21.  4 tg*x  + C 

25.  4tg5{  + Itg-1/ + tgf + C 

29.  i seclr  - sec  x + C 

31.  4 Sec4x  - tg2x  + In  jsec  a|  + C 

35.  S - (at/3) 

39.  In  i cossec  x - cotg  x I + C 
41 , 4 Seo  3x  ~ ± sen  7 a + C 
45.  4sen2.i  + C 

49.  ■•■■■  4 cossa  + +cos3x  - cos  A 4 - C 


3.  — LL 

354 

7.  tt/4  9.  tt/4 
13.  (3ir  - 4)/ 192 

19.  ln(l  + sen  a)  + C 
23.  tg  a - a + C 

27.  ill 

s 

33.  {tg60  + 4tg4e  + C 

37,  4 cossec 3a  -4,  cossec 5 a + C 

43.  4. sen  20+3 sen  1 20  + C 
47.  JLtg5(t2)  + C 


r‘  1 

'^1 

J 

L V 

1.  ..  J 

51.  -sen  3x-- 3-sen  9x  + C 


f\ 

X 

A 

/ 

V v 

Uw7 

v /L 

53.  0 55.  4 57.  0 

63.  s = (1  - cos3w/)/(3w) 


59.  tt74 


61.  2-rr  + (ir/4) 


Exerddos  7.4  □ 

, , , A B A B B A B 

1 , (a) t- (b)  — H b — — - 3.  (a)  — — + 

x + 3 3a  + 1 x x+1  (x+l)“  x + 4 a~1 

,,,  A B _ . , , A B Cx  + D 

(b) + 3.  (a)  1+ - + — 

V4-A  tr+l  A ~ 1 A + I X-  + X 


a + 3 3x  + 1 :r+-T 

, At  + B Ct  + D BT  +-  F _ . i i r 

(b)  — + — + ~ — 7.  x + 6 In  | a - 61  + C 

/ + 1 t +4  (/+  4)‘ 

9.  2 In  jx  + 5j  - In  Ja  - 2j  + C 11.  jlnl  13.  a In \x  -b\  + C 

15-  2 In  2 + 1 17.  3 in  2 -fin  3 (on  fin  4 ) 

19.  -3 In  |a  + 5j  + | -™  + J~  In  |x  — Ij  + C 

21.  2 In  lx!  + 3 In  I a + 2)  + (1/a)  + C 

23.  In  |a+  l|  + 2/(x+  l)  - l/[2(x+  1)2)  + C 

25.  In  |a- l| -4-ln (a2  + 9)~4{g-1(j:/3)  + c 

27.  4 In  (a2  + 1)  + (1/V2)  tg-](  a/V2)  + C 

29.  41n(.\J  + 2x  + 5)  + - tg“j((x+  l)/2)  + C 

31.  i}n|x-l|-41n(x2  + x+l)-4T  tg-’^  + C 

33.  iln  3.  35.  (1/x)  + 4 In  j(x  ~ l)/( a + 1)[  + C 

37.  -1  2Sv.,tx-H  2(jc  +\) + c 

2(a2  + 2a  + 4)  9 c v3  3(a2  + 2x  + 4)2 

39.  In  j(\/x  + 1 - l)/v  A+- 1 + l)j  + C 41.  2 + ln^ 

43.i(x2+ir-}(^+l)J/3+C 
45.  2va  + 3-n/a  + 6 yfx  + 6 In  \yfx-  1)  + C 
47.  In  \(e  ' + 2)z/(e'r  + 1)]  + C 

49.  ( x- 4)ln  (x  - a + 2)  - 2x+  %/?  tg-1((2x-  1)/V7)  + C 

51.  -4  in  3 ~ - 0,55 

53.  4jn  |(A-2)/xj  + C 

1 2tg(x/2)-ll 

*7.  —In  — — i + C 

5 tg  (x/2)  + 2 | 

59.  4{n  | tg(x/2)  j + 4tg2(x/2)  + C 
61.  1 + 2 In  2 

63.  t = -In  P - 4 In  (0,9^  + 900)  + C,em  queC  « 10,23 


Editora  Thomson 


AS4  □ CALCULO 


65.  (a)  7.:“' - §37; 

i 22.0?8<±4SJ>35 


9-438 

W1.I55 


(b)  fff  In  \5x  + 2|  - |n  j2.v  + ij  - ^ In  \3x  ■ 


11-049  : ^ , 5)  _ 

260.015  n 'X  ' 260.0 1 5 v 19 


/!  + 


tg 


v!9 


O CAS  omite  o sinal  do  valor  absoluto  e a constante 
de  integracao. 


C 


Exercicios  7.5  □ 

I . sen  a + In  Icossec  x cotgl  + C 3.  4 - In  9 

5.  v'4  - 7.  m in  - 

9.  4-1  n ( x~  - 4 a + 5)  -r  tg“‘(  x - 2)  + C 

II.  | cos*  0-  |cos6  0+  C (ou  |sen4  6-  £sen6  0+  |sen*  0 + C 

13.  a/VI  - x2  + C 15.  1-4^3 

17.  |;r  - it  sen  x cos  x + Jsenlr  + C 


(ou  |,V  ~ 4 x sen  2x-  |cos  2x  + C 

19.  + C 21.  -je"2'  (4r  +6/'  + 6t  + 3)  + C 

23.  ASp  25.  3 a + y In  | a - 4j  - 1 In  | x + 2j  + C 


27. 

29. 


} (in  sen  a)  2 + C 
15  + 7 in  I- 


31.  sen"!x~  yl  - x1  +C 


33 . 2 sen " s ( ( x + 1 )/2)  + (( x + 1 )/2  V 3-  2a-  a“  + C 


35.  0 


37.  tt/8 


39.  - In  (1  + vl  - x2)  + C 


41.  0 tg  6-4  O'  - In  1 sec 6 1 + C 
45.  -4(a3+  De--1  +C 

43 

. -|(i  + cr  + c 

47.  In  vr'i  a~  -ftg  l(x/ct)  + C, 

\ V4.V  4'  I - 1 [ 

4«  |n  \-J — ? ,_C  C > 1 

-In 

y 4.V  ” + 1 + { j 

! y'4.r  + 1 + 1 j 

2 v ' 

53. 

55. 

57. 


3 in(  v a + I + 3)  -•  Inl  y a a 1 + 1)  + C 
41a  + <•)"  * --  4 <•( x + cf1'  + C 


59.  e 1 + 1 In  | (C  - !)/(<►’  + !)|  + C 

61 . 4.  tg- 1 (i  js ) + c 63.  2( a - 2-Jx  + 2)ev'1  + C 

r 

65.  -|j(A+  l)*3  -a"'7 I + C 

67,  i vAit  - /it  - In  2 69.  v ~ ln(  1 + <?■*)  + C 

71.  In;  v + 3)  + • In  (a  ’ + i)  + C 

73.  j In  [a 2 I — 4 In  tv  + 4)  — 4 tg”'(.v/2)  + C 

75.  4 cos  6a  - 4 cos  4a  - | cos  2a  + C 77.  tg"’  (:v3 } + C 

79.  A a sen  a + ' cos  a - cos 3a  + C 81.  ,xe*  + C 

Exercicios  7.6  □ 

1.  (-  1/A)vf  ~ 1C  - v 2 sen  1 f v 2 xf y 7 | 4 C 

3.  f i/'(2~!)  secfTTA)  tgt~A)  + f 1/(2  s-)i  In  | sector)  + tgf-vfj  + C 

5.  ”/4  7.  2 ^■"-■-'(—3  cos  4a  r 4 sen  4a)  + C 

9.  ~y4x3+  9/(9a)  + C 11.  <?  - 2 

13.  -jtg‘  {I/z)  - In  |cos(  1 /z)j  + C 15.  tg  Osenh  e')  + C 

17-  | (2y  - 1 )/ 8 )>/6  + 4y  - 4 y2  + |sen  :i((2y  - 1)/V7) 

- — (6  + 4 v — 4 y2 ) +C 


19.  ken  4 [3 

Imsen x} ij- 1 C -21 

■ 1 ^ |e 

2V3  n |7 

23.  4 tg  a sec 

"x  + 1 tg  a sec  a + ~ In  |sec  a 

tg  x\  'f  C, 

25.  l (In  x)t 

4 + (In  a)"  + 2 In  j In  a + y 4 + (In  a ) + C 

27.  Ve2i  -1 

— cos  1 4 C 29.  In  .x 

' + VAiS>  - 

31.2'ir2  35. 

— .)  a ( 5 -■  .vC"  + tvy5  - . 

^ sen  5 

•37.  - isen'.v 

’OS' A-  COS  -V  (.. 

39.  ;ii  ( I + 2a 

f ’ li  f + 2a)  ?;-  4-  C 

41.  -ln|cos.v 

\ - 7 tg'A  + 4 tg  *A  + C 

2' 

43  . “ v.- . 

- 1 lniv'2-  - i + 2') 

+ C 

® In  2 

2 In  2 

45.  Fix)  « 1 

ln(x  - .1  -f  j ) — [ Sn(,v  + . 

x + I); 

max.  em  -1 , min.  era  1 ; PI  em  -1 ,7.0  1 .7 

/■3 


+ c 


0,6 


47 . F (a  )”-■  ~ ^ sen 3 a cos  ' a - A.  sen  a cos  ' x + sen  x cos' a 


Exercicios  7.7  □ 


1.  (a)  L2  - 6,  R2~  12.  M2  w 9,6 

(b)  L2  e uma  subestimacao:  /?2  e M2  sao  superestimadas. 

(c)  F,  = 9 < 7 (d)  L„<  T„  < I < M„  < Rn 

3.  (a)  Ta  ss  0,895759  (subestimada) 


(b)  M4  =;  0,908907  (superestimada),  T4  < / < M4 


5.  (a)  5,932957;  EM  ~ - 0,063353  (b)  5 ,869247;  Es  ~ 

7.  (a)  2,413790  (b)  2,411453  (c)  2,412232 


9.  (a)  0,146879 
11.  (a)  0,451948 
13.  (a)  2,031893 
15.  (a)  2,031893 
17.  (a)  -0,495333 


(b)  0,147391  (c)  0,1 472 19 

(b)  0.45 1991  (c)  0,451976 

(b)  2,014207  (a)  2,020651 

(b)  2,014207  (a)  2.02065 

(b)  -0-543321  (a)  -0,5261 23 


0,000357 


19.  (a)  rJ0  = 0,88 1839.  Mm~  0,882202 

(b)  I /a r I - 0,013, 1 Em  I 0,006  (c)  n = 366  para  Tn , n = 259  para  Mn 
21.  (a)  7', ()  ~ 1 .7 .1 9713,  Er  ~ -0 .00 1432; 

5io  * 1 ,7 1 8283 , Es  = 0.00000 1 

(b)  l£7  k 0.002266.  IF,- k 0,0000016 

(c)  n = 151  para  T„,  n - 107  para  Mn,  n = 8 para  S„ 

23,  (a)  2,8  (b)  7,954926518  (c)  0,2894  (d)  7.954926521 

(e)  0 erro  real  e muito  pequeno.  (f)  10,9  (g)  7,953789422 

(h)  0,0593  (i)  O erro  real  e pequeno.  (j)  n 2?  50 


James  Stewart  APENDfCES 


ASS 


?? 

... 

R, 

Tr. 

A/,. 

4 

0,140625 

0.390625 

0.265625 

0.242188 

8 

0.191406 

0,316406 

0,253906 

0248i  )47 

| fy 

0.219727 

028  ^ 

0.250977 

0.249512 

» . 

E, 

E.r 

4 :• 

0.0)9375 

•0.140625 

-0,015625 

0,007813 

s 

0,058594 

-0,066406 

-0,003906 

0.001953 

16 

0.030273 

-•0,032227 

—0,000977 

0,000488 

Mesmas  observacoes  dadas  no  Exemplo  1 . 

r 

n 

T« 

V/. 

5, 

fl 

4,661488 

4,669245 

4 ,666563 

12  j 

4,665367 

4,6673  J6 

4,666659 

6/ 

£v  £,  | 

6 : 

0,005179 

0,002578  0.00(004 

: 12 

o.ooi  too 

0,000649  0.000007 

Vlesmas  observacoes  dadas 

no  Exemplo  1 . 

(a)  1 1 ,5 

(b)  12  (c) 

11,6  31.  (a)  23,44 

33.  37,73  pes/s 

35.  10,177  megawatt/hora  37.828  39.12,3251  41.59,4 


Exercicios  7.8  □ 

Abreviacdes:  C = convergente;  D = divergente 
1.  (a)  Intervalo  infinito  (b)  Descontinuidade  infimtai 
(c)  Descontinuidade  infinita  (d)  Intervalo  infinite! 

3.  I - l/(2r };  0,495,  0,49995,  0,4999995;  0,5 


47. (a) 


] j i sen  a !/  ' j s/.v  i 

2 

0.447453 

5 

0,5  DIO! 

10 

0.62  1 306 

1 00 

0,668479 

i .ooo  : 

0,672957 

0.000 

0,673407 

(c) 


Mostrando  que  a integral  e convergente. 


49.  C 51.  C 53.  D 55.  tt  57.  p < 1,  1/(1  - p) 
59.  p < -- 1 , ~-I  /( 1 + p)  65.  VTgmTr 


67. (a) 


69.  1 .000 


7 1 . (a)  f($)  = 1 is , s > 0 (b)  F(s)  = .1  /(.v  - I),  s > 1 

(c)  F(s)  = l/.r,  1 , s > 0 77.  C = 1 . In  2 


Capi'tulo  7 Revisao  □ 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Falso  3.  Falso  5.  Falso  7.  Falso 

9.  (a)  Verdadei.ro  (b)  Falso  11.  Falso  13.  Falso 


Exercicios 


1.  5 + 10  In  t 3.  In  2 

“ sec  x - -rsec.x  + fs  ec'jc  - ~ sec  x + C 
7.  -eosfln  t)  +C  9.  f In  4 - -f-  11.  v3  - (rr/3) 

13.  InUj  - 4 In  {x7  + 1 ) + C 

15,  i sen  'B  \ sen'H  + sen  0 + C 
17.  .v  sec  -v  --  In  isec.v  t-  tg  xj  ■+■  C' 

19.  4- in (9.r  + 6x  +5)  + ~ tg“ 1 ((3x  + 1 )/ 2 ) + C 


21.  lltjJ  - 2 + yfx~  - 
23.  12  (cotg-  4.v  + 3 cotg 
25.  : ln(.v~  + I ) — 3 ;g 
29.  0 31.  6 - 3-71/2 

35.  4\/l  + -Jx  + C 
39.  \e  - j 41.  4- 
45.  4 In  4 - 8 47.  D 


4xj  + C 
4-v)  + C 

x + v'2  tg  '(.v/y  2 

33.  \xIJa~-  x 2 ) 

37.  ~ sen  2x 

43.  D 
49.  rr/4 


+ C 27.  | 
sen~ 1 {.r  / 2 ) + C 
| cos  Ax  + C 


Editora  Thomson 


57.  l(2.r  + { ) y/x2 *  + -v  + 1 + l In  jx  + ! + y/x2  + .r  + i j -f  C 
61.  Nao  63.  (a)  1 .090608  (superestimado) 

(b)  1 .088840  (subestimado)  (c)  1 ,089429  (desconheeido) 

65.  (a)  0,006,  n s*  259  (b)  0,003,  n 5=  1 83  67.  8.6  mi  69.  (a)  3,8 
j (b)  1 ,7867, 0.000646  (c)  n 3*  30  71.  C 73.  2 75.  3irV16 

Problemas  Quentes  □ 

1.  Em  torno  de  1 ,85  pol  do  centra  3.  0 5.  }\tx)  ~ -tt/2 

l 9 . ( //«"') 1 " 'V 1 11.2-  sen'  *{  2 v 5 ) 

Capitulo  8 

Exerdcios  8.1  □ 

I.  3Vi0  3.  f 5.  £ (82782  - 1)  7.  9.  f 

II.  In  (72  + Ij  13.  senh  1 

15.  _ 72  +]n(Vl  "+  l)  - 1 - In  (72  - 1) 

17.  j ; 7l  + seir.r  dx  19.  Ji  y9y4  + 6>’2  + 2 c/v 

21.  5,115840  23.  1,569619 

Lx  - 4, 

Zo  » 6,43. 

L,  « 72>0 


(c)  £ 7l  + [4(3  - jr)/(3(4  - jc)2/3)p<ir  (d)  7,7988 

27.  in  3 ~ \ 


31.  ,s-(x)  = i[(l  + 9.x  )*2  - lOTlO  | 33.  209,1  m 

35.  29,36  pol  37.12,4 

Exerdcios  8.2  □ 


1.  2n  In  ,i  v i + (1  f.xYdx  3.  j 2 tty  71  + (sec.v  tg  x)1  dx 

5.  -{ i 45  7145  - 1 i/27  7.  ~{37 737  - 17  /ll )/6 

9.  ir|l  +4(7  - e2\  11.  2117/2 

13.  it  (145v/145  - lOTlO  )/27  15.  -u: 

17.  9,023754  19.  13,527296 

21.  { ir/4)  [4  In  (n/17  + 4 ) - 4 In  (72  + 1)  - 7 H + 472  J 


23.'  (17/6)  In  (7i0  + 3]  + 3710  | 27.  (a)  mr/3  (a)  56tt%/3  t/’/45 


29.  2tx 


b1  + a ' h sen'1  (\hr;  - />"  J a )/  7 o' 


31.  j„2ir  |c-/(x)  ^/j  4 j/(x)  dx 


33. 4irr 


Exerdcios  8.3 


1.  (a)  187,5  lb/pe-  (b)  .1 .875  lb  (c)  562,5  ib  3.  6.000  lb 
5.  6,5  X HEN  7.  3,5  X 10“  lb 

9.  1 .(X)Ogjtr'  N 11.  5,27  X 1 0s  N 

13.  (a)  314  N (b)  353  N 

15.  (a)  a 5,63  X HP  lb  (b)  = 5,06  X HP  lb  (c)  * 4,88  X HP  lb 

(d)  « 3 ,03  X J (P  lb  17.  2.5  X 1 (P  N 

19.  230;  f 21.  10:  1;  (~,  ~)  23.(0.  1,6) 

25.  (\/(e  - 1),  (e+  l)/4)  “ ‘ 27.  (f,  i) 

29.  [(77 72  - 4)/[4(72  -1)1.1  /[4(72  - 1 )] 


31.  (2,0)  33.  4,0,  (0,4)  35.(0.78!  1,330) 

39.  (0,  —)  41.  -jir r!h 


Exercicios  8.4  □ 

I.  $ 38,000  3.  $43,866,933,33  17.  S 407.25 

7.  $ 12.000  9.  3727;  $ 37.753 

II.  f (1672  - 8 ) = $9,75  milhi  es  13. 1 ,19  x 10'1  craVs  15.  \ L/s 


Exercicios  8.5  □ 

I.  (a)  A probabilidade  que  um  pneu  aleatoriamente  escolhido  tem 
de  ter  uma  vida  util  entre  30.000  e 40.000  milhas 

(b)  A probabilidade  que  um  pneu  escolhido  aleatoriamente  tern  de 
ter  uma  vida  util  de  no  mmimo  de  25.000  milhas 

3.  (a)/(x)  & 0 para  todo  x e j7  fix)  dx  =1  (b)  1 - 1 73  = 0,35 

5.  (a )f(x)  5s  0 para  todo  x e j7  fix')  dx  =1  (b)  5 

7.  5 In  2 ~ 3,47  min  9.  (a)  ~ 020  (b)  1 - « 0.55 

(c)  Se  nao  for  servido  dentro  de  dez  minutos  voce  ganha  um 
hamburguer. 

II.  ~ 44%  13.  a 0.9545 

15.  (b)  0;  a0  (e)  1 - jo* 


(d)  1 - 4 hr*  - 0,986  (e)  4«(1 


Capitulo  8 Revisao  u 
Exercicios 

1.  f 3.  (a)  § (b)  41ir/10  5.3,292287  7.  ^ 

9.  * 458  1b  11.  (~j,  if)  13.  (2,  I)  15.  2ir 

17.  $ 7.166,67  19.  fix)  > 0 para  todo  x e jl*/(x)  dx  = 1 

(b)  ~ 0,  3455  (c)  5,  sim  21.  (a)  1 - <r?/s  s 0,3 1 


23.  sen(3ir/4)  — I/\/2.  cos(3-rr/4)  — l/y'2,  tg{3ir/4)  = — 1, 

cossec  (3V4)  — y 2,  sec(37r/4)  ~ —y/2,  cotg(3u/4)  = —1 
25.  sen(9 tt/2)  ~ 1 , cos(9tt/2)  — 0,  cossec(9?t/2)  = 1 , cotg(9n J2)  = 0, 
tg(97r/2)  e sec(97r/2)  indefinida 

27.  sen  (5-rr/6)  = ~ ; cos  (5it/6)  = - %/3/2;  tg  (5ir/6)  = - 1 a/3; 
cossec  (5tt/6)  = - 2;  sec  (5ir/6)  = - 2 V3;  cotg  (5tt/6) ~ ~ \i  3 
29.  cos  6 = tg  0 — cossec  0 — f,  sec  0 — |,cotg 0 = \ 

31.  sen  d)  = y 5/3 , cos  <i>  = — f , tg<£  = — y 5/2  cossec  d>  ---  3/y'5, 
cotg  <6  ~ — 2/y5 

33.  sen  jB  = - 1/yTo.  cos  0 - - 3/\."!0.  tg  £ « j, 
cossec  0 — - v 10.  sec  (3  = — y'iO/3 

35.  5,73576  cm  37.  24.62147  cm  59.  (4  + 6/2)/]  5 
61.  (3  + 8y2)/15  63.  ~ 65.  u/3,5ir/3 

67.  77/4,  377/4, 577/4,  7 77/4  69.  77/6,  tt/2,  577/6.  3t7/2 

71.  0, 77,  2 77  73.  0 « x 77/6  e 5t r/6  .v  2t7 

75.  0 ^ 1 < 77/4,  3tt/4  < jc  < 577/4, 7 tt/4  < x 2t7 


89.  14,34457  cm- 


Exera'cios  E 


1.  vl 


+ \/2  + 


v-?  " 

vL.  _L 


/4  + J5 


7.  1K!  + 2 10  + 3 10  ■+ f fl]0 

9.  1 - I + 1 - 1 + f (~1)'! 

/ 


3.  3 4 + 3 5 


10 

n.  E i 


19 

13-,?,7+ 

17.  2 2' 


15.  2 


21.  80  23.  3.276  25.  0 

27.  61  29.  n(n  + 1) 

31.  n(nz  + 6 n + 1 7 )/3  33.  Mn2  + 6 n + 1 1 }/ 3 

35.  n(n 2 + 2 n2  — n - 10)/4 

41,  (a)  (b)  5m  - 1 (c)  |gj  (d)  - a« 

43.  \ 45.  14  49.  2,,+  1 + -+  n - 2 

Exerci'cios  G □ 

1.  8-4/  3.  13  - 18/  5.  12  - 7/ 

7-  Is  - {§  9.  5 - 1/  11.  -/  13.  5/ 

15.  12 +5/;  13  17.  4/,  4 

19.  ±|i  21.  -1  ± 2/  23.  -i  ± (,  7/2}/ 

25.  3y2  [cos{3t7/4)  + 1 sen(3ir/4)] 

27.  5{cos[  tg14]  + /sen[  tg_!f]} 

29.  4[cos(-n/2)  + /sen( tt/2)],  cos (-77/6)  + / serif - 77/6), 

|[cos(  — 77/6)  + /sen(™  77/6)] 

31.  4y  2 [cos  (7  77/ 12}  + /sen(77r/12)], 

1 2 v' 2 )[cos ( 1 3 77/ 1 2)  + 1 sen/ 1 3 77/ 1 2)],  ] [cos( 77/6}  + /sen(ir/6)3 
33.  “ .1 024  35.  - 5 1 2 y3  + 5 1 2/ 

37.  ± 1 , ±L  ( 1 A/2 )( ± 1 . ± /)  39,  ±( y'3/2)  + | /.  -/ 


111)  A 

• 

1ms 

* 

of 

* Re 

0] 

Re 

» 

1 

41.  / 43.  | 

+ (V3/2)/ 

45.  — e2 

A 

Abel,  Niels,  230 
Aberto,  intervalo,  A3 
Abscissa,  A 1 0 
Absoluto 

funcao  valor,  19 
raaximo  e minimo,  279 
valor,  19.  A6,  A53 
Aceleracao,  235 

Adaptativa,  integragao  numerica,  521 
Adiqao,  formulas  de,  para  seno  e 
cosseno,  A28,  A29 
Algebrica,  funcao,  32 
Altura  de  um  foguete,  470,  477 
Anaiftica,  geometria,  AID 
Angulo-metade,  formula,  A29 
Angulos,  A24 

arco-iris,  289 
de  desvio,  288 
entre  curvas,  276 
negativo,  A25 
posiqao  padrao,  A25 
positivo,  A25 
Antiderivada,  353 
Anti diferenciacao,  formulas 
de,  354 
Aproximacao 

linear,  261 
para  e , 1 89 

pela  Regra  de  Simpson,  518,  520 
pela  Regra  do  Ponto  Medio,  514 
pela  Regra  do  Trapezio,  5 1 5 
pelas  diferenciais,  264 
pelas  sornas  de  Riemann,  381 
pelo  Metodo  de  Newton,  348 
pelo  polinomio  de  Taylor 
de  «-esimo  grau,  268 
quadnitica,  268 
reta  tangente,  261 
rota  de,  de  aeronave,  241 
Aproximada,  integragao,  514 
Aproximanle 

eilindro,  444 
superffcie,  550 


Acjuiles  e a tartaruga,  6 
Arco 

comprimento  de,  543 
formula  do  comprimento 
de,  544,  545 

funcao  comprimento  do,  547 
Arco-iris 

angulo,  289 
tormacao  e loealizagao 
do,  278,  288 
Area,  3,  369 

de  um  cfrculo,  487 
de  uma  elipse,  487 
de  uma  superffcie  de  revolucao, 
550,  556 
entre  curvas,  435 
funcao,  392 
liquids,  382 
piscina,  468,  524 
por  exaustao,  3 
problema  da,  3,  369 
sob  uma  curva,  369,  374,  380 
Arquimedes,  Princfpio  de,  468 
Arranco,  237 

Arruelas,  metodo  das,  446 
Assintota,  317 
curva,  324 

horizontal,  136,  317,  319 
inclinada,  322,  324 
vertical,  100.  318 
Astroide,  233 

B 

Bala,  curvas  pouta  de,  56 
Barrow,  Isaac.  4.  164.  393 
Base 

do  eilindro,  442 
do  logaritmo,  68,  426 
mudanca  de,  70 
Bernoulli,  James,  43 1 , 539 
Bernoulli,  John,  315 
Boyle,  Lei  de,  208,  260 
Bmxa  de  Maria  Agnesi,  197 
Buffon.  problema  de,  581 


c 

Cabo  (pendurado),  249 
Cadeia,  regra  da,  217 
Calculadora,  grafica,  50,  324 
Calculo,  9 

invencao  do,  4 1 1 
Cancelamento,  equagoes  de,  66 

para  funcoes  trigonometricas 
in  versus,  72 
para  logaritmos,  68 
Capacidade  de  suporte,  210 
Cardfaca,  saida,  569 
Cardioide,  233,  673 
Carga,  201 

Cartesiana,  sistema  de  coordenada,  A i 
Cartesiano,  piano,  A 1 1 
Casca  cili'ndrica,  457 
metodo  das,  453 
Catenaria,  249 

Cauchy,  Ausgustin-Louis,  1 19,  A47 
Teorema  do  Valor  Medio  de.  A* 
Cavalieri,  Principio  de,  452 
Centro 

de  gravidade,  559 
de  massa,  578 

Centroide  de  uma  regiao  do  piano,  56. 
Chebyshev,  polinomios,  541 
Choque,  238? 

Cilindro,  442 

circular.  442 
Circulo(s),  A 1 6 

area  de,  487 
gordos,  549 

Circunferencia  gorda,  238,  553 
Coeficiente 

de  atrito,  2 1 6,  287 
de  desigualdade,  41 1 
de  um  polinomio,  29 
Combinacao  das  funcoes,  42 
Comparagao 

propriedades  da  integral,  389 
Teorema  da,  para  integrals,  532 
Teste  da,  53 1 
Complexo(s) 


1 90  D CALCULO  Editora  Thomson 

I 

conjugado,  A51 
exponencial,  A58 
[ Compjexo(s),  numero(s),  A50 
j argumento  de,  A52 

divisao  de  A51,  A53 
forma  polar,  A52 
igualdade  de,  A52 
modulo  de,  A5 1 
multiplicayao  de,  A50,  A53 
parte  imaginaria  de,  A50 
parte  real  de,  A50 
potencia  de,  A56 
raiz  quadrada,  principal  de,  A53 
raizes  de,  A57 

• Composiyao  de  funyoes,  43,  44,  2 1 7 
continuidade  da,  130 
derivada  da,  2 1 7 
| Compostos,  juros,  314 
j Compressibilidade,  202 
| Comprirnento 

de  um  segmento  de  reta,  A7,  A 12 
de  uma  curva,  543 

Computacionais,  sistemas  algebricos,  96 
para  integrayao,  507 

Computador.  fazendo  grafico  com,  50,  324 
j Concavidade,  300 

Teste  da,  300,  A46 
1 Coneentrnyao,  201 
|i  Concoide,  231 
5 Cone,  451 

j Confronto,  Teorema  do,  1 10,  A45 
I Conica,  seyao,  deslocada,  A21 
j Conjugadas,  propriedades  das,  A53 
Conjunto,  A3 
| Constante 
j funyao,  1 83 

lei  do  multiplo,  de  limites,  1 05 
regra  do  multiplo.  1 86 
j Consumo  excedente,  566,  567 
Continua 

a direita,  126 
a esquerda,  126 
composiyao  de  juros,  314 
de  uma  funyao,  124 
sobre  um  intervalo,  126 
variavel  aleatoria,  571 
i Convergence  de  uma  integral  impropria, 
526,  529 

j Convergente,  integral  impropria,  526,  529 
Coordenada,  A2 


cartesiana,  A 1 1 
retangular,  A 1 1 

x,  A 1 0 

y,  A 1 0 

Coordenado,  eixo,  A 1 1 
Corrente,  201 
Cosseno,  funyao,  A26 
derivada,  2 1 3 
grafico  da,  33,  A3 1 
Crescente,  funyao,  21 
Crescente/decrescente,  teste,  296 
Crescimento,  taxa  de,  203 
Critico,  ntimero,  283 
Curva  do  diabo,  233 
Curva  ortogonal,  234 
Curva(s) 

ajuste  da,  26 
assintotica,  324 
comprirnento  da,  543 
ortogonal,  230 
ponta  de  bala,  56 
procedimento  de  eshoyar,  3 1 7 
suave,  544 

Custo,  funyao  205,  342 

D 

De  Moivre,  Abraham,  A56 
Teorema  de,  A56 
Decrescente,  funyao,  2 1 
Definida  integral,  380 
funyao  de,  566 
regra  para  substituiyao,  416 
Definida  Integrayao 
por  partes,  474 
por  substituiyao,  416 
Definidas,  propriedades  das  integrals,  389 
Delta  (D).  notacao,  155 
Demanda, 

curva  de,  342 
Densidade 

de  um  Ifquido,  557 
linear,  200 

Dependente,  variavel,  1 2 
Derivada(s),  158,  165 
a direita,  175 
a esquerda,  1 75 
eonto  uma  funyao,  165 
como  uma  inclinayao  de  uma 
tangente,  159 


como  uma  taxa  de  variayao,  160 
de  funyoes  exponential,  190. 
221,424,  425 
de  funeoes  inverses 
trigonometricas,  23 1 , 232 
de  funyoes  logarftmicas,  242, 
421,426 

de  funeoes  trigonometricas, 
210,213 

de  ordem  superior,  235 
de  um  produto,  1 92,  1 93 
de  um  quociente,  1 95 
de  uma  funcao  composta,  217 
de  uma  funcao  constante,  1 83 
de  uma  funyao  hiperbolica,  250 
de  uma  funyao  inversa,  234 
de  uma  funyao  potencia,  184 
de  uma  integral,  395 
dommio  da,  1 65 
notayao,  167 
segunda,  235 

Derivadas  de  ordem  superior,  235 
Descartes,  Rene,  A 1 1 
Descontmua,  funyao,  1 24 
Descontinuidade,  124,  125 
Desconttfilio,  integrando,  529 
Desigualdade(s) 

regras  para  as,  A4 
triangular,  120,  A 8 
Deslocada,  conica,  A2 1 
Deslocamento,  152,407 
de  uma  funyao,  38 

Determinando  o comeyo  da  descida  de 
uma  aeronave,  24 1 
Diagrama  de  flechas,  12 
Diferenya 

Lei  da,  dos  limites,  105 
regra,  188 
Diferenciayao,  169 

formulas  para,  1 99 
implicita,  226,  227 
logaritmica,  244 
operador,  169 
Diferencial,  264 

equacao  241,  355 
Diferenciavel,  funyao,  170 
Direyao,  campo  de,  356 
Direita 

derivada  a,  175 
limite  a,  97,  118 
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Disco,  metodo  do,  444 

para  a Regra  de  Simpson,  521 

Flash,  correnfe  para  o,  89 

Dispersao,  289 

para  a Regra  do  Ponto  Medio, 

Flechas,  diagrams  de,  12 

mapa  de,  14 

517 

Fluxo,  568 

Disputa  entre  compriraentos  de  arcos,  556 

para  a Regra  do  Trapezio,  5 1 7 

de  investimento  liquido,  57 1 

Distancia 

limitacoes  do  517,  523 

do  sangue  204,  340,  568,  180 

entre  numeros  reais,  A7 

na  integragao  aproximada,  5 1 7 

Fluxo  lfquido  de  investimento,  577 

J entre  pontos  em  um  piano,  A 1 1 

na  porcentagem,  266 

F.M,  sfntese,  328 

formula  da,  A 1 2 

relativo,  266 

Folio  de  Descartes,  227 

problems  da,  276 

Escada,  funcao,  20 

Forga,  458 

Divergencia  de  uraa  integral  impropria 

Escape,  velocidade,  534 

exercida  pelo  fluido,  557 

' 526,  529 

Esfericas,  zonas,  580 

Formacao  de  capital,  577 

Divergente,  integral  impropria,  526,  529 

Esquerda,  derivada  a,  375 

Fourier,  Joseph,  207 

Dommio  de  uma  fungao,  91,12 

Esquerdo,  limite  97,  118 

seqiiencia  de,  485 

Doughnut,  volume  de  452 

Estelar,  estereografia,  534 

Fragoes  (parciais),  492,  493 

Duplo,  formula  do  angulo,  A29 

Esticando  uma  fungao,  39 

Fresnel,  Augustin,  396 

Estrategia 

funcao  de,  396 

E 

para  calcular  480, 482 

Fungao  de  Heaviside,  49,  97 

para  integragao  501,  502 

Fungao  nao  diferenciavel,  172 

e (o  numero),  61,  189, 422 

para  integrals  trigonometricas 

Fungao  um-a-um,  65 

como  um  limite,  246 

480,  482 

Fungao(oes),  12 

Eixo(s) 

para  problemas  de  otimizagao,  33 1 

absoluto,  valor,  19 

area,  487 

para  resolver  problemas,  80 

algebrica,  32 

coordenados,  A1 1 

para  taxas  relacionadas,  257 

composta,  43,  44,  217 

[ da  elipse,  A 19 

Eudoxus,  3 

comprimento  de  arco,  547 

j rotacionada,  234x,  A 1 0 

Euler,  formula  de,  A53,  A58 

constante,  183 

f y,  A 10 

Expoentes,  lei  dos,  58,  422,  424 

contmua,  124 

Elementar,  fungao,  505 

Exponencial 

crescente,  21 

Eletrico,  circuito,  para  um  flash,  89,  225 

fungao(oes)  34,  56,  1 90 

cubica,  29 

Elipse,  233,  A19 

com  base  a,  425 

custo  205,  342 

Empirico,  modelo,  26 

derivadas  de  190,  221,  424, 425 

custo  marginal  155,  205,  342 

Equagao  de  uma  circunferencia,  A 17 

graficos  de,  58 

custo  medio,  343 

Equacao  inclinacao-intercepto,  A13 

propriedades  de,  424 

decrescente,  2 1 

Equagao  na  forma  de  dois  inierceptos,  A16 

limites  de  140,  424 

definida  por  partes,  1 8 

Equagao(oes) 

Extrapolagao,  28 

demands,  344 

coelho-lince  554 

Extremo(s) 

derivada  de,  158 

de  segundo  grau,  A 16 

Extremo(s)  Teorema  do  Valor  valores,  do 

descontinua,  124 

de  um  grafico,  A 1 0,  A 1 6 

intervalo  279,  280 

deslocada,  38 

de  uma  elipse,  A 19 

Teorema  do  Valor,  28 1 

diagrams  de  flecha,  12 

de  uma  hiperbole,  A20 

diagrams  de  maquina,  12 

de  uma  parabola,  A1 8 

F 

diferenciavel,  170 

de  uma  reta,  A12,  A13,  A14,  A16 

dommio  de,  12 

forma  do  intercepto,  da  reta,  A 16 

Familia  de  fungoes,  329,  54 

elementar,  505 

intercept  o-inclinagao,  A 13 

Fatorial,  236? 

escada,  20 

linear,  A 14 

Fechado,  Metodo  do  Intervalo,  284 

esticamento,  39 

j n-esimo  grau,  230 

Fermat,  Pierre  4,  164,  282 

exponencial,  34,  56,  329 

| i pontoMnclinacao,  A 1 2 

Principio  de,  339 

familia  de  54,  329 

i ! Eqiiilatera,  hiperbole,  A2 1 

Teorema  de,  282 

Fresnel,  396 

1 j Equilibrio,  posigao  de,  2 1 6 

Fi'gado,  volume  do  432,  45 1 

grafico  de,  1 2 

- 1 Erro(s) 

Final,  comportamento,  de  uma  fungao,  146 

Heaviside,  49,  97 

; i estimado(s) 

Fixo,  ponto,  de  uma  fungao  181,  296 

hiperbolica,  248 

' niff  ft  Editora  Thomson 


iraagem  da,  1 2 
lmpar,  20,  317 
implicita,  226 
integral  do  seno,  401 
inversa,  65 

inversa  hiperbolica,  251 
inversa  trigonometriea,  A31 
limite  de,  92,  1 15 
linear,  26 

logarftmica  natural,  69 

logantmica,  35,  68,  420,  426 

lucro  marginal,  344 

lucro,  344 

maior  inteiro,  1 10 

nao  diferenciavel,  172 

par  317,  20 

periodica,  3 1 7 

polinomial,  29 

ponto  de  fixo  de  181,  296 

posigao,  152 

potencia  30,  1 83 

quadratica,  29 

racional,  32,  492 

raiz,  31 

rampa.  49 

refletida,  39 

rendimento,  344 

rendimento  marginal,  344 

representagao  de,  11,  14 

transcendental.  35 

translagao  de,  38 

trigonometriea  A26,  33 

um  a am,  65 

valor  de,  12 

valor  medio  de  462,  573 
valores  extremos  das,  279 
Fungoes,  combinagao  de  , 42 
Fundamental,  Teorema,  do  Calculo  395, 
. 397. 399 


G (constante  gravitacional),  208, 462 
Gabriel,  corneta  de,  555 
Galois,  Evariste,  230 
Gauss,  Karl  Friedrich,  A38 
Grafica 

adicao,  43 

calculadora,  50,  324 

de  fun  goes  exponenciais,  58 


de  fungoes  logaritmicas, , 7 1 
de  uma  equagao  A 1 0.  A 1 6 
de  uma  fungao,  12 
Grafico  da  fungao  potencia,  31 
Grafico  das  fungoes  trigonometricas,  A30 
Grau  de  um  polinomio,  29 
Gravitagao,  lei  da,  462 
Gravitacional,  aceleragao,  458 


H 


Heaviside  Oliver.  97 
fungao  49,  97 
Hecht,  Eugene,  264 
Hidrostatica,  pressao  e forga,  557 
Hiperbolica 

assmtota,  A20 
equagao  da,  A20 
equilatera,  A21 
ramos  da,  A20 
Hiperbole,  233,  A20 

fungao  derivada,  250 
identidade,  249 
inversa  248,  25 1 
substituigao,  489 
Hooke,  lei  de,  459 
Horizontal  ~~ 

assmtota,  136 
teste  da  reta,  A13 
Hubble,  telescopio  espacial,  285 


i (numero  imaginario),  A52 
1/D,  Teste,  296 
Ideal,  lei  dos  gases,  209 
Imagem  de  uma  fungao.  12 
Impar,  fungao  20,  317 
Implicita 

diferenciagao  226,  227 
fungao,  226 

Impropria,  integral,  525 
Inclinagao,  A12 

Inclinagao-intercepto,  equagao  da  reta  da 
forma,  A 1 3 

Inclinada,  assmtota  322 
Incremento,  153 
Indefinidas,  integrals,  403 
Indefinidas,  integrais  tabela  das,  404 
Independente,  variavel,  12 
Indeterminada 


diferenga,  332 
forma,  308 
potencia,  312 

indeterminado,  produto,  33 1 
Indice  da  somatoria,  A37 
Infinita,  descontinuidade,  125 
Infinito 

intervalo, , 525,526 
limite,  98,  121,141 
Inllexao.  ponto  de,  300 
Inseto,  crescimento  da  populagao  do,  50 1 
Instantanea 

aproximada,  514 

taxa  de  reagao,  201 

taxa  de  variacao  90,  1 54,  1 60, 

161,  198,  206 

velocidade  90,  152,  199,514 
velocidade  90,  1 99 
Integragao,  380 

de  fungoes  exponenciais  383 
398,414 

estrategia  para,  501 
formulas,  contracapa,  502 
indefinida,  403 
limites  de,  380 
numerico,  514 
pelo  sistema  algebrico 
computational,  507 
por  fragoes  parciais,  492 
por  partes  47 1 

por  substituigao  trigonometriea, 
486 

por  substituigao,  485 
tabelas,  uso  da,  507 
Integral(is) 

aproximagao  para,  386 
calculando,  383 
de  fungoes  simetricas,  417 
definida,  380 
descontinuo  529 
impropria,  525 
indefinida,  403 
mudanca  de  variavel  em.  412 
padrao  em.  513 
propriedades  de  comparacao 
de,  389 

propriedades  de,  387 
tabela  de, , contracapa  502 
unidades  para,  408 
Integrando,  380 
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Inteiro,  A2 

lntercepto(s)  3 1 7, A 1 9 

Intercepto(s)  a\  A 1 9 

Intercepto(s)  y,  A 19 

Intermediario,  Teorema  do  Valor,  131 

Interpolacao,  28 

Interseccao  de  conjuntos,  A3 

Intervalo,  A3 

Intervale  aberto,  A3 

Intervalo  fechado.  A3 

In  versa 

funcao,  64,  65 

hiperbolica  derivadas  de,  251,  252 
passes  para  encontrar,  67 
substituicao,  485 
trigonometrica  derivada  da,  231 
trigonometrica,  A32 
Irrational,  numero,  A2 
Isobaro,  234 

isotermica,  compress!  bilidade,  202 

J 

Joule,  458 

Juros,  compostos  continuamente,  314 

K 

Kampyle  de  Eudoxus,  233 

L 

U Hospital,  marques  de,  308,  315 
regra  de  origem  da,  3 1 5 
regra  de,  315,  308 
Lagrange,  Joseph,  291 
Lamina  540,  561 
Laplace,  transformada  de,  535 
Latas,  fabrieaeao  279,  340 
Laterals,  limites  97,  118 
Lattices,  pontos  de,  277 
Lei 

da  gravitaqao,  208 
do  fluxo  laminar,  204 
dos  cossenos,  A36 
dos  expoentes  58,  424,  425 
dos  logaritmos,  69 

Leibniz,  Gottfried  Wilhelm,  4,  170,  41 1 
notacao  de,  170 
Lemniscata,  233 
Libra,  458 


Li  brae ao,  ponto  de,  352 
Limite(s) 

calculando,  104 
de  funcoes  exponeneiais  140 
de  integracao,  380 
de  logaiitmos,  101,  422 
de  uma  funqao  trigonometrica,  210 
de  uma  funcao,  92 
de  uma  seqiiencia  6,  372 
definicoes  precisas,  1 15,1 18,  144, 
143.*  121 
direito  97,  118 
esquerdo  97,  1 1 8 
infinito  98,  121,  141 
lateral  98,  118 
leis  de  104,  A42 
no  infinito  135,  136.141 
propriedades,  de,  104 

Linear 

aproximaqao,  261 
densidade,  200 
equaqao, A 14 
funqao,  26 
modelo,  25 
regressao,  28 
Linearizaqao,  261 
Linha,  notacao,  158,  187 
Liquido,  forqa  do,  557 
Local,  maximo  e nunimo,  280 
Logantmica 

diferencia9ao,  244 
Logantmica  funqaoloes),  68 
com  base  a , 426 
derivadas  de  242,  421,  426 
graficos  de  69,  7 1 
limites  de  101,  422 
propriedades,  69,  421 
Logaritmo(s),  35,  68 
Logantmica  fiincao(oes),  35 
leis  do,  69,  421 
natural  69,  420 
notaqao  para,  69 
Lucro,  funqao,  344 

M 

Maior  funqao,  inteiro,  1 1 0 
Mapa  de  dispersao,  14 
Maquina,  diagrama  de,  para  uma 
funcao,  12 


Marginal 

funcao  custo,  155,  205,  342 
funcao  lucro,  344 
funcao  rendimento,  344 
Massa,  centre  de,  559 
Matematico,  modelo,  14,  24 
Maximos  e mmimos,  valores,  279 
Media 

funcao  densidade  probabilidad* 
573 

velocidade,  5,90,  152,  199 
vida,  de  um  atomo,  535 
Mediana,  funcao  densidade 
probabilidade,  575 

Medio 

tempo,  de  espera,  573 
Teorema  do  Valor,  291 

para  integrals,  463 
valor,  de  uma  funcao  573 
Meia-vida,  61 
Metodo 

da  exaustao,  3 
das  cascas  cilmdricas,  453 
dos  mmimos  quadrados,  28 
Metodo  das  cascas  cilmdricas,  457 
Metodo  de  diiuicao  do  pigmento  569 
Metodo  do  intervalo  fechado,  285 
Modelando:  Crescimento  populacio- 
nal,  59 

Modelo(s),  matematico(s),  24 
empirico,  26 
exponential,  34 
funcao  potencia,  30 
funcao  racional,  32 
linear.  25 
logaritmieo.  35 
polinomia],  30 
predador-presa,  210 
trigonometrico  33,  34 
Modulo,  A53 
Mola,  constante  da,  459 
Momento 

de  um  sistema  de  paitfculas,  5( 
de  uma  lamina,  561 
de  uma  massa,  559 
em  torno  do  eixo,  560 
Montanha  Russa,  constru^ao  de,  242 
Mudanca 

de  base,  70 

de  variaveis  na  integracao.  413 


Nao  diferencial.  fungao,  172 
Natural 

Natural  lei  de  crescimento 
derivada  de  243, 421 
fungao  exponencial  62,  423 
grafico  da,  190 
limite  da,  422 
propriedades  da,  421 
Negative*,  angulo,  A25 
n-esimo 

equagao  de,  grau,  eneontrando  as 
raizes  de,  230 

polinomio  de  Taylor  de,  grau, 
269 

Newton,  Isaac,  si r,  9,  107,  164,  170,  393, 
411 

Lei  da  Gravitagao  de  208,  462 
metodo  de,  348 
Segunda  Lei  de,  458 
unidade  de  forga,  458 
Normal 

distribuigao,  575 
reta,  192 

Notagao  linha,  160,  189 
Numerica,  integragao,  514 
Numero 

complexo,  A52 
inteiro,  A2 
irrational,  A2 
racional,  A2 
real,  A2 

Numero  critico,  285 

o 

Oferta,  fungao,  570 

Oleo,  vazamento  de,  de  um  tanque, 

409 

Onde  sentar  no  cinema,  465 
Onibus  espacial,  calculo  da  altura 
alcangada  379 
Ordenada,  A 10 
Ordenado,  par,  A 10 
Origem,  A2,A10 
Ortogonal 

curva,  230 
trajetoria,  230 

Otimizagao,  problemas  de,  279,  331 


P 

Padrao,  desvio,  575 
Padroes  em  integrals,  513 
Pappus,  de  Alexandria,  564 
Teorema  de,  564 
Par,  fungao  20,  3 1 7 
Parabola,  A 1 8 

propriedade  da  reflexao,  276. 
277 

Paradoxo  de  Zenon,  6,  7 
Paraielas,  retas-,  A 14 
Paralelepipedo,  442 
Paralelos,  pianos,  A 14 
Paraxiais,  raios,  264 
Parcial(is) 

fragoes,  493,  492 
integragao,  47 1 
Partes,  integragao  por  47 1 
Pendulo,  aproximando  o periodo  do, 
264,  268 

Percentagem,  erro  de,  266 
Periodica,  fungao,  3 1 7 
Periodo,  3 1 7 

Perpendiculares,  retas,  A14 
Peso,  458 

Piramide,  volume  do,  432,  449 
Poiseuille,  Jean-Louis-Marie,  204 
lei  de  267,  340,  569 
Polar,  forma,  de  um  numero  complexo, 
A54 

Polinomial,  29 
Ponto 

amostral,  374 
de  inflexao,  300 
Ponto  medio 

erro  do  uso,  516 
formula,  A 16 
regras  do,  386,  514 

PontO'-inclinagao,  equagao,  e uma  reta, 
AI2 

Populacao.  crescimento  da 
da  bacteria,  203 
de  insetos,  468,  501 
mundo,  60 

Por  partes,  fungao  definida,  1 8 
Posigao  fnngao,  152 
Positivo,  angulo,  A25 
Potencia,  155 

fungao,  30,  1 83 


lei  da,  dos  limites,  105 
regra  da  1 84,  245 

Potencia,  aproximacao  do  consume  de. 
412 

Potencia!,  538 

Predador-presa,  modelo,  210 
Pressao  exercida  por  um  fluido,  557 
Primeira 

para  Valores  Extremos  Absolutos, 
334 

Teste  da,  Derivada,  297 
Principal,  raiz  quadrada,  de  um  numero 
complexo,  A53 
Principio 

da  Indugao  Matematica  81,  84,  A39 
Probabilidade,  fungao  densidade,  571 

para  o tempo  de  espera  do  cliente, 
540,  577 

Problemas,  principles,  solugao  de,  80 
Produgao, excedente  de,  570 
Produto 

formula,  A29 

Lei  dos  Limites  do,  105 

regra  do,  1 93 

Q 

Quadrante,  All 
Quadratica 

aproximagao,  268 
fungao,  29 
Qufmica,  reacao,  201 
Quociente 

Lei  do,  de  limite,  105 
regra  do,  1 95 

R 

Racional 

fungao  32,  492 
integragao  da,  492 
numero,  A 2 

Racionalizante,  substituigao,  499 
Radiano,  medida  em,  210,  A24 
Raiz(fzes) 

de  uma  equagao  de  n-esimo  grau, 
230 

fungao(oes),  3 1 
Ramos  da  hiperbole,  A20 
Rampa,  fungao,  49 
Rapidez,  161 
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Real 

numero,  A2 
reta,  A3 

Reciproca,  funcao,  32,  198 
Redugao,  formula  de,  474 
Refletindo  uma  funcao,  39 
Reflexao,  propriedades  da,  de  uma 
parabola  277,  276 

Regiao 

entre  dois  graficos,  435 
sob  urn  grafico,  369,  374 
Regra  reciproca,  198 
Relacionadas,  taxas,  255 
Relative 

erro,  266 

maximo  e mmimo,  280 
Removfvel,  descontinuidade,  125 
Rendimento,  fungao,  344 
Representagoes  das  fungoes,  11,  14 
Reta(s) 

horizontal,  A13 

inclinagao  da,  A 12 

no  piano  equacoes  de  A 12,  A 13, 

A 14 

normal, , 192 
paralela,  A 14 
perpendicular,  A 14 
secante,  4,  88 
tangente,  4,  88,  149 
Retangular 

janela,  50 

sistema  de  coordenada,  A 1 1 
Retilmeo,  movimento,  357 
Reto,  cilindro  circular,  442 
Revolucao 

da  superffeie,  550 
do  solido,  447 
Georg  Bernhard,  381 
soma(s)  de  Riemann,  381 
RMS,  voltagem,  485 
Roberval,  Gilles  de.  399 
Rolle,  Michel,  290 
Teorema  290 
Rosquinha,  volume, , 462 
Rumor,  taxa  de  extensao  de  um,  1 80,  206 

s 

Saltos  de  descontinuidades,  125 
Secante 


funcao  derivada,  213 
funcao  grafico  da,  A31 
funcao,  A26 
reta  4,  88 

Secgao  transversal,  442 
Segunda 

derivada  da,  213,  235 
grafico  da,  33,A31 
integral,  401 
teste  da,  derivada,  301 
Seno,  funcao,  A26 
Sensibilidade,  209 
Seqiiencia,  6 

limite  de,  6,  372 
Serie,  7 

soma  da,  7 
Serpentina,  197 
Sigma,  notacao,  374,  A37 
Simetria,  20^317,417 
principal,  561 
Simetria,  prinefpio  da,  561 
Simples,  movimento  harmonico,  225 
Simpson,  Thomas,  5 1 8,  520 

regra  de  erros  limitados  para,  , 
518,520,521 
Snell,  Tei  de,  339 
Solido,  442 

de  revolucao  girando  inclinado, 
447,  556 

volume  do,  443,  447,  454,  556 

Soma 

de  fracoes  parciais,  493 
de  Riemann,  381 
lei  da,  de  li mites,  105 
regra  da,  1 87 

Soma  de  fracoes  parciais,  499 
Somatoria,  notacao,  A37 
Suave 

eurva,  544 
fungao,  x 544 

Substituigao,  regra  da,  412,  413,  416 
Subtracao,  fomiula  de.  para  seno  e cos- 
seno,  A29 
Superffeie 

area  da,  551,  556 
de  revolucao,  550 
Superiores,  derivadas,  235 

T 

Tabela  de  formulas  de  derivacao,  199 


Tabelas  de  integrals,  contracapa  502 
u so  das,  507 
Tangente 

aproximagao,  26 1 
funcao,  A26 
fungao  derivada  da,  213 
funcao  grafico  da,  34,  A31 
metodos  iniciais  para  encontr; 

164 

para  uma  eurva,  4,  87,  1 50 
problema  da,  4*»87,  149 
reta,  159 
Taxa(s) 

de  reagao,  155,  201 
de  resfriamento  do  pern,  157 
Taxa(s)  de  variagao  de  mudanga 
derivada  como,  1 60 
instantanea,  90,  154,  198 
media,  154,  198 
Taxa(s)  de  variagao,  206 

de  variagao  media,  154,198 
relacionadas,  255 
Taylor,  polinomio  de,  268 
Tecnicas  de  integragao,  resumo,  502 
Teorema  da  variagao  total,  408 
Terceira,  derivada,  237 
Teste  Crescimento/Decrescimento,  2 
Toro,  452,  491 
Torricelli,  lei  de,  208 
Total 

taxa  da  fertilidade,  179 
teorema  da  mudanga,  406 
Trabalho,  458,  462 
Transcendentais,  fungoes,  35 
Transformagao  de  uma  fungao,  38 
Translagao  vertical  de  um  grafico,  3 
Trapezio,  erro  na  regra  do,  514 
Trapezio,  regra  do,  515 
Triangular,  desigualdade,  120,  A8 
Trigonometricas 

identidades,  A28 
Trigonometricas  integrais,  478 
Trigonometricas  substituicoes,  485 
derivadas  de,  21 3 
graficos  de,  A30 
intervalos  das,  478,  A32 
tabela  de,  486 

Trigonometricas  fungoes,  33,  A26 
derivadas  de,  21 3 
limites  das,  21 1 


CA1CUL0 


Editors  Thomson 


1 3© 


Trigonometrical, Tntegrais,  estrategia  de 
calculo  486 

Tronco 

de  ura  cone.  45 1 
de  uma  piramide,  451 
Tschimhausen,  cubica  de,  233,  44 1 


Urn  a ura.  funcao,  65 
[;  Uniao  dos  conjuntos,  A3 
j|  Unitaria,  tangente,  84 

[ v 

i Valor  de  uma  fungao,  12 
j Variavel(is) 

dependente,  1 2 
[ independente,  12 


mudanca  de,  4 3 3 
Vascular,  rarno,  279,  340 
Velocidade.  4,  89.  152,  161,  199 
gradiente  da,  204 
instantanea  90,  352.  199 
problema  da,  89,  1 52 
Velocidade  media,  5,  90,  152,  199 
das  moleculas,  534 
Ve  loci  metro,  leitura,  interpretacao 
do,  89 

Vertical 

assintota  100,  318 
reta  tangente,  172 
Teste  da  Reta,  1 7 
Volume,  443 

de  urn  solido,  442 
de  urn  solido  de  revolugao,  447, 
556 


de  urn  solido  sohre  urn  declive. 
556 

por  arruelas,  446 
por  camadas  cilmdricas,  453 
por  discos,  444,  445 
por  sec^ao  transversal,  442 

w 

Wallis,  John.  4 

produto  de,  478 
Weierstrass,  Karl,  5(M) 

z 

Zenon  6 

paradoxo  de,  6,  7 
Zona  de  uma  esfera,  555 


t 


FUDGES  POTENCIA  f(x)  = x" 

(i)  fix)  ~ sendo  urn  inteiro  positivo 

r i 

V , 

j // 

\ : [ 

v = iif 

f iL  i ) 

: " • ff 

‘ii 

: i,  ill 

t / ••  ~~ 

If. 

/J  > 'X 

\\ 

,1 

%\ 

/n 

/ / 

V:  \ 

V\  \ 

/ 
/ -'7 

if  ; 

U i 

0 

;.V 

r f 1- 

/ 

»] 

par 

I j 

/ ! 

/i  lmpar 

{ii}  / (.v)  x>,'n  ■•••■  v;j;.  n sendo  urn  inteiro  positivo 

U 

vf 

xx’’X,  t 1 ; 

J _>«F' 

“j  A 

; £)  .V 

fix] » V-v 

fix)  ~ </.v 

, _ 1 

x | \ 

i ] 

i \ \ 

— — 

*'&»■ 

FUNQOES  TRIGONOMETRiCAS  INVERSAS 

arcsen  x — sen  lx  — y < > sen  y — x e ^ ~ 

,v4 

17 

arcos  x — cos  ’1-!'  — v <=>  cos  v = x e 0 « y « rr 

0 j./' 

l:mi  tg  1 .t  =» - 

arctg  x = tg  ft  = y <=»  tg  >’  = * e f < y < y 

v — tg  v — arctg  .r 

lim  tg_  ? x — ~ 

FUNgAO  EXPONENC1AL  E LOGARITMICi 


log"x 

■■  y e:" 

It 

;■  In  A-  “ log,- a,  onde  ine  - 1 

| la  x — y C“>  e"  — x 

1 . 

0 

v Ifl  -V 

| EOUACOES  PE  CANCELAMENTO 

LEIS  DOS  IQGABITMICOS 

] 

I logf,{<?“)  = X a'' °~-x  = X 

1.  log3(xy)  “ toga  x '{■■■  log(!y 

I:  ln|e'}  x e x 

k!ga|  ~~  j — 10gfiX  iog^V 

Jim  er  •“  0 

lim  t?‘  ™ 

3.  log„{xr)  “ r log,-,  x 

lim  In  x — 

■■  c»  lira  Jn  x — «■ 

v "■  los^ 


y - lojjs.v 

y — if>gJn  x 


~sr 


\(f( 

if 

: t 


Funcoes  Logaritmicas 


FUNCOES  HIPERBOLJCAS 


v+ 


,7 


senh  x ~ 

o 

eseh  .v  - 

senh  x 

cosh  x = 

C-1  i- 

sech  x 

1 

2 

cosh  x 

tgh  x — 

senh 

cosh  x 

cosh  x 

coth  x 

senh 

/ v — tgh  x 


FUNQOES  HiPERBOLiCAS  E INVERSAS 
v ® senh  !x  senh  y ~ x 
v ™ cosh  1 j cosh  y — x e y > 0 

» tgh  y - x 


/ 

y — senh  x / 

/ 

1 


senh' lx  — ln(x  + yx*  + 1 ) 
cosh  !x  — Ib{x  4-  y’.x'1  — 1 ) 


/ 


y - tgh_!x 


e 


. / < + -V  \ 

tgh'jt  = 5 ,nFr_  x J 


RE  GRA  tgP  gjpiiBl  N C I A gff 


FORMULAS  GERAIS 


1.  — - (c)  - 0 
dx 


2.  — [c/Xx)]  --  cf'{x) 
(Lx  " 


3.  “[/{*}  + 3(4]  = /tv)  + g'(x) 


4-  ~7~  1-/(4  ~ 3(4]  ~ (fix) 


~ [/(4fK4]  ~ f(x)g%x)  + g{x)f'(x)  (Regra  do  Produto) 


8.  A 44  = 3(4T(4  ~/(4/(4 


dv  [ g{  r) 


(Regra  do  Quociente) 


2-  , /(<?(4)  —/'( 3(4)3 '(x)  (Regra  da  Cadeia) 


8-  “ (-tn)  = n-r" (Regra  da  Potenda) 


funcoes  exponencial  e logaritmica 


9.  (c1)  — e'1 

dx 


10.  — {ax)  — ax  in  , 
dx 


11.  ~ In  \x  \ = — 
dx  x 


12.  — (Iog0  4 — 

dx  x In  a 


FUNCOES  TRIGONGMETRICAS 


13,  —(sen 4 *=  cosx 
ax 


14.  ~~(cos  4 ~ -sen.r 
dx 


15.  — — ( tg  .r)  ---  seed 
ax 


16.  — (cossec  4 ~ -cossec  x cote  x 
dx 


17.  “ (sec  4 sec  x tg  x 
dx 


18.  — - fcotg  4 ~ - cossec2  v 
dx 


FUNCOES  INVERSAS  TRIGONOMETRICAS 


19.  — (sen'i4=^T=/_= 
dx  v l ~ P 


22.  — (cossec  ’4  = ■_! .. 

dx  xJx2  ~ i 


20.  — (cos  44  — > — f.'.v 

dx  J\  - x2 


23.  — (sec- ’4  — — ;=JL= 
dx  x yjx 2 - 1 


21.  — ( tg  !4^TT— 

dx  I + x 


24.  — (cotg  '4  = — ; 

dx  1 4 xl 


FUNCOES  HIRERS 6 LIC AS 


25.  — { senh  4 — cosh  x 
dx 


26.  — (cosh  4 ~ senhx 

dx 


27.  — ( tghx  ) sechd 
dx 


28.  — (cossech  4 = -cossech  x cotrih  x 
dx 


29.  — (sech4  1=7  — seeh  x tghx 


30.  — (cot  eh  x)  = - cossechd 
dx 


FUN£0ES  INVERSAS  HIPERBOLICAS 


31.  — (senh  4)  — ■■  _ 1 — 
dx  vl  + 4 


32.  — (cosh  ’4  -—?===• 

dX  y/X2  - 1 


33.  A ( tgh  Kx)  = 1 2 

dx  i — X 


X | Jx2  + 1 


35.  — (sech  !x)  = t=L== 

dx  xJ  1 - P 


36,  — ( co  tgh' d)  = 7 

dx  1 - x- 


FORMAS  BAS! CAS 


j if  dv  ■---  «p  — | if  f/if 

6. 

J sen  « du  — -cos  » 4-  C 

11.  | 

| cossec  u cotg  u du  = -cosscc  « + C 

16.  } 

fii!'  du  = + C . n * - I 

7. 

| cos  if  du  sen  u 4-  C 

12.  1 

j ta  « du  — In  - sec  u t -r  C 

17.  | 

J 72  4-  1 

1! 

2? 

s 

4 

C) 

8.  ! 

j sec2«  t/if  tg  ii  -f  C 

13.  | 

j cotg  if  du  ---  In  | sen  u | -f  C 

18.  | 

J u 

J e"da  = e“  + C 

9.  | 

| cossec’4/  f/n  - -cotg  u + C 

14.  j 

1 sec  h du  = In  j sec  u + tg  u j 4-  C 

19.  j 

fa!<  du  — 1-  C 

10.  | 

sec  a tg  a du  --  sec  h 4 C 

15.  1 

cossec  a f/if  -Ini  cossec  u ■■■-  cote  u 1 + C 

20.  j 

J In  a 

j 

f 

du 


sen  ' f C 


du 


cr  -r  i.r  a 


du 


1 a 
— sec  1 — + C 


aya*  _ a1  a a 
du  i ! u + a 


— In  ; 

a " -■  i./ - 2a  i « a 


du  I ^ i if  - a 

id  — cr  2<j  i h + 


FORMAS  ENVOLVENBO  V«2+«2,  «>0 


21.  1 V’a1  + «2*/«  — —y/az  + a2  + “Inf  h + v<?2  + «-}  + C 


22.  irya2  4-  if 2 du  = --(a2  +•  2«2)ya;  + if2 — Infa  4-  v <r  4-  u2)  H-  C 

k a o 


26. 


27. 


if ; du  u 


V rt ' • if" 


/Vf2  4-  )i2  — — hilif  4-  y a 2 + a2)  + C 


\ <f  i-  if  ' a 


23. 


24. 


25. 


f v'fl2  4-  u 


— du  ~ yja2  + u 2 — a in 


j a + v a ‘ 4-  u~ 


u fa - 4-  « 2 a 


4-  C 


+ C 


r V<';:  + if2  V a-'  • if'  , — - , 

1 du  — + lm ff  + va~  t u-)  t C 


28.  — 


du 


! a 1 +•  if  ‘ 


liVi  i-  + If 


t f/if 


— — ln(fi  + v« 2 + if2)  4-  C 


29. 


du 

j (,-f:  4-  /f")3 


a "\Ja c ^ w*‘ 


FORMAS  ENVOLVENDO  Ja*-u\a> 0 


a*  . h 


30.  | v'a2  “ a2  du  ~ — ya2  ""  a2  4-  — sen  1 + C 


31.  u2\/a2  — u2  du  = — (2if2  ~ tf' ) v'i'2  “ a2  4 sen  ! ~ 4-  C 

8 8 a 


35. 


36. 


<riif 


1 I a 4-  y < j 2 — « 2 

— In  I 


J a v a -•  if 2 a 


du 


4 C 


32. 


33. 


34. 


du  = y'a2  — u 2 — a In 


! a + y'a‘  — if  ^ j 


u \ «■  — if 


\ a2  ii2  4-  C 


f V«2  - a2 


du ya2  — u~  — sen  1 i~  C 


j*  a ' till  if  j- — i a2  ^ if  ^ 

2 2 ‘ a 


,,  ’ , , if  3 a*  , if 

37.  (a  u')~:~du — 7 (2u  - 5a)ya a-  4 sen  • f C 

8 ‘ 8 a 


f/if 


J V<3‘  - ff" 

FORMAS  ENVOLVENBO  4u*-ai,a> 0 


38.  — — = “ 

J f-£r  “ ii"}’ " tt\  a2 a2 


C du  , , 

43.  j ~~7,zz^=r  — In  « 4-  y/u2  a2  j 4 C 
J fit : - a2 


39.  I y«2  " a2  du  — "'  v'h2  - a2 — In  j u 4 ,/h2  ~ a2  j + C 

40.  i a V ii 2 - a2<ia  = -7  (2«2  - a2) /u 2 - a2  - In  j u + s/u2  - a2  j + C 44.  j — = ---  J~u2  —~a2  — ]n  j .4  + CT“’  j + r 

4 8 8 ' J v«2  - a2  2 2 ! ' 


41. 


du  = V«2  — a2  — a cos  ! — y + C 


f vm2  - «2  , V«2  ” a 2 | , — -!  , ^ 

— — ; du  = r J n ! u + v u — r j + C 

if 2 H 


f du 
45.  -------- 


Vif  — a* 


J n' \/u:  - a 2 uni 

du 


4-  C 


46.  | — - 

? (if  - a*yfi  -2  / 


a _v  a * ff 


42. 


TAB  EL  A DE  INTEGRALS 

/ . . • : .. 

1 

FORMAS  ENVOtVENDO  a + bu 

i’  if  (hi  1 

**•  - ~~T~  tt  (a  + bu  - a In  | a 4 bu  j)  4 C 

J a ~ bu  b"  ' !' 

T u 2 du  I 

“ ~ ~t  (Q  + /?ar  -■  4a {a  4 bu)  + 2 a~  In  i a 4 bu  !|  4 C 

j a + bu  2b  1 * 

49.  I'—  _ A ,„  | - — I + c 

J u(a  4 bu)  a \ a 4 bu 


’ du 

50.  — 

„ u'{a  + bu) 


1_  . * j a + bu  \ 

au  a 1 [ a 


„ ' « du  a 1 

51  _ ...  = ----- — — ------  + — — 3n  f a + bu  ! + C 

. (a  4 bu)-  b {a  + ftu)  h" 


52,  22! — „.  _ _ ......! JL  ln 

j u(a  4-  bu)"  a(a  4 bu)  a‘ 


j.  __» /„ 

J (a  + bur  b ' \ 


4 bu  - 2a  In  l a 4 bu 

a 4 eu 


54.  j u v « + bu  du  » (3fe«  2a  H«  + ibu)?'7  + C 

j 15/?- 


a du  2 . ( 

55.  = — — t (7?a  2a)  V a + bu  4 C 

. v"a  4-  bu  3/?" 


FQRMAS  TRIGONOMETBICAS 

63-  ) sen du  = ju  - J sen2t/  4-  C 

64.  | cos-//  du  r-‘-  ‘i it  4 4 sen  2 u t ( ' 

65.  | tg  2u  du  — tg  « ™ a 4 C 

66.  jcotg'a  du  ■—  -cots  u~  11  + C 

67.  J sen  a du  — — (2  4 sen '«)  cos  u + C 

68.  J cos 'a  du  = 1(2  4 cos:u)  senK  4 C 

69.  | tg  u du  '■"■■■■  1 t jVa  4 In  j cos  //  j 4 C 

70.  J cotg  ’«  du  = — | cotg2:?  - In  i sen  u | 4 C 

71.  j sec ‘a  du  — I sec  a tg  u 4 | In  j sec  it  4-  tg  u | 4 C 

It.  j cossec- a du-  - \ cossec  a cotg  u + A In  i cossec  u - cotg  a!  + C 


73.  i sen du  -■ - sen"  ‘a  cos u + I sen "”2«  du 


74.  j cos  "a  du  — ---  cos"  ’a  sen  u 4 j cos'’’2//  du 


f u 2 du  2 , , ..  , , 

66.  j .,  {8a  ■ 4-  3d~h*  — 4a/?//)  \ffl  + bu  4 C 

V«  4 bu  I >/? 


n f du  1 i s/a  4-  /?w  - Va  | 

57.  } * — In  | + C.  se  a > 0 

■’  a v«  + /?«  va  ; y«  + /?«  ■+  v V?  | 

2 [a  4-  bu  . . 

~ ' 7 — te  \ / 4-  C.  se  a < 0 

V-fl  ' \ “« 


r-n  f Va  4-  bu  , — j’  du 

58.  1 du  — 2 •da  4 bu  4-  a — 

J w j «Va  + bu 


59  i”  Va  4-  bu  Va  + bu  ^ b ' du 

v M*  u 2 , m , //  + 


60.  | «"v«  + bu  du  = — — — u"(«  + /?//)'  - ~ «a  1 «"  ‘Va  4 budu 

J /?(2n  4 _■>)  J 


j'  u" du  ^ 2u Va  4-  /?«  2na  j’  un"xdu 

i \\t  + bu  b(2n  4-  1)  biin  + I)  j N/«  + bu 

f du  Va  4-  bu  b(2n  — 3)  i*  du 

J u'V'a  + bu  a(n  l)u""1  2a(n  - ])  J VV/m  4-  /?« 


76.  j cotg "»  du  = — - ■ cotg"1//-  icots"’//  du 

J n — 1 J 


77.  I sec"//  f/« 


— •-  tg  « sec”“2«  4- 

— 1 //  .1. 


79  f “1  , n 2 * 

I ccmx  udii-  ' cotg  u ajrtx,'  'i!  4 r cossec" ' //  c/« 

J « — 1 n — I , 


70  f , . sen  (a  - b)u  sen  (a  4-  b)u 

/9.  sen  «w  senna  du  — — 4 C 

J 2 (a  - b)  V?  + b) 

on  f , , sen  (a  - b)u  sen  (a  4 b)u 

oU.  I cos  au  cos  bu  du  ~ — 4 r 

J 2 (a  — b)  2 (a  4 b f 

a.  C , cos  to  -•  /?)//  costa  4 b)u 

I sen  du  COS  bu  du  = — ; — — — — 4 C 

J 2(a  - b)  2ia  4 /?) 

82.  j u sen « du  = sen  a — a cos  it  4 C 

83.  | //  cos  u du  ~ cos  u 4 u sen  w + C 

84.  j u '•  Scn  « du  = — m"cosh  4 « | cos  a du 

85.  j // " cos  a du  — //"sen  a “ n | u'1'"’  sen u du 

oc  f , . „ . sen n 2,1  cos'" ' ‘u  n-  \ f 

8i3-  I sen  a cos  « du  — — — 4 I sen  • a c 


sen"  !«  cos"" 'a  ^ n — 1 
//  4 m n 4 m 

sen ''it  cos"'" 'a  /n  — .!  f 


sen " "a  cos'"//  //a 


sen  ”u  cos'” "‘a  ///< 


a -f  //?  a -t-  ??i 


jfOBMAS  TRIGONOMETRiCAS  iNVERSAS 

87.  J sen~*udu  ~ usea  lu  + -JT—  u2  4 C 

88.  J cos  "ludu  — u cos  ‘'u  ~ v I “ + C 

89.  | Eg  ~'u  du  u tg  " :u  ~ l ln(l  4 u2}  +■  C 

C , 2u2  - 1 . «v'l  - u2 

90.  Hsen  u du  ~ sen  u 4 V C 

f 4 4 


f . . 2 «*  — 1 u y 1 — u2 

91.  I u cos  u du  = cos  'u b C 

J 4 4 

FORMAS  EXPONENCIAL  E LOGARfTMICA 

96.  j ueau du  — — , (au  — l)e"“  4 C 

J a" 

„ t „ „ , 1 „ n f 

97.  I u e.  “du  = — u e I u eau du 

J a a J 

I*  £int 

<?““  sen  bu  du  = — ; ~r  (a  sen  bu  — b cos  bit)  4 C 

a + b - 

C € a U 

99.  | {.’““cos  bu  du  ~ — **r  ( a cos  bu  4 b sen  bu)  4 C 

J a * 4-  b' 

FORMAS  HiPERBOLiCAS 


103. 

| senh  u du  - 

- cosh  u 

4 C 

104. 

j cosh  M du  “ 

- senh  i/ 

4 C 

105. 

j tgh  u du  ~ 

= In  cosh  « 4 C 

105. 

| cotgh  u du  = 

r In  j senh  u j 4 C 

107. 

j'  sech  m f/u  = 

tg  1 1 

senh  u | 4 

FORMAS  ENVOLVENDO  Jlau-uZaX) 

113.  | -J2.au  — it2  du  — — v'2 au  — it 2 4 — cos"* | - j 4 c 

f /x ? . 2«2  - au  - ha2  r- a 3 J a ~ u\ 

114.  j u \/2ou  ~ u - du  = - — “ — \2au  — u 2 4-  — cos"  I — 1 4-  C 

J 6 2 \ a / 

115.  I du  = ^2^72  + acos  JZZZ  ) + c 


...  f \2 au  r 2-dlau  - u2  ( a — u\ 

116.  du  — -•  cos'  ’ I 1 4-  C 

J u~  u \ a j 

f du  .( a — u \ 

117.  -^=-  - cos' f — 4 C 

J \/2au  — u 7 \ (l  / 


u du 

/2cm  — u‘ 


ix — ? ./  a — u \ 

s/2au  - 4-  a cos  1 — 4-  C 


U du  [it  “I”  3 il  l — r ( G U \ 

119.  = - - — - — \!2au  — u2  4 cos' 1 4-  C 

. -j2au  - 2 2 \ a I 


\/2 au  ~ u" 
du 

u^/lau  — u2 


\/2  au  — if  ■ 


S2.  u tg  'u  du  tg  'u - + C 

J 2 w 9 


93.  | «'\sen  hi  du  u'1*'  sen  ' hi  ■■■■  I — 

J n 4 ] J J] 


f „ 1 . , - »*~ldu 

94.  u cos  u du  = m“  cos'  « 4 ■ ■ 

J » + i L J v^7^- 


95.  a"  tg  ~'u  du  = «*+l  tg"'« 

J tl4|  fc 


r u”f!dit 

I TTwT 


100.  In  it  du  = u In  u - u + C 


101.  ii^ta  u du  = — [{«  + i)  In  m — I]  + C 

. (n  4-  Jg 


102,  I ~ — </«  = In  1 In  u I -f  C 
J ulnii 


t08.  j a)ssedincAi'=ln  | tgh  lu  j 4 C 

109.  j sech'n  du  — tgh  u 4-  C 

110.  j cossech'H  du  — -cotgh  u + C 

111.  | sech  u tgh  « du  — — sech  u + C 

112.  j cossechw  cotg  u du  ~ - cossec  u + C 


